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ERRATA. 


Page  a3,  ajoutez  à ia  fin  du  n°  43  ; le  point  O est  appelé  rentre  du  paral- 
lélogramme. Toute  droite  limitée  de  part  et  d’autre  au  |>aralléIo- 
' gramme,  et  passant  par  ce  point,  y est  divisée  en  deux_  parties 
^alcs  et  partage  le  parallélogramme  en  deux  trapèzes  égaux. 

Page  58,  ligne  lo,  après  ils  sont  inversement  placés,  ajoutez  : dans  le  pre- 
mier cas,  la  similitude  est  dirertc:  dans  le  second,  elle  est  inverse. 

Page  3ig,  ligne  y,  après  de  la  droite,  intercalez  : dans  le  sens  de  la 
partie  positive  de  Taxe. 

Page  4o8,  ligne  8,  après  ne  change  pas,  intercalez:  si  l’on  veut  rendre  la 
formule  obtenue  calculable  par  logarithmes,  on  posera 

cot - <1  cot- o = sinCcotx,  dou  cot-A  = — —r.— 

1 a a SinLsinx  , 

Page  43o,  ligne  5,  au  lieu  rfc  QR'  — RQ'  = > , Usez  QE'  — RQ'  = q:  i . 
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LIVRE  PREMIER. 

LES  LIGNES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

I.\  I.IGNU  DROITE. 


Notions  préUminaifes. 

1.  ün  appelle  volume  d'un  corps  l’espace  ou  la  portion  d’es- 
pace qu'il  occupe. 

La  géométrie  fait  abstraction  de  toutes  les  propriétés  des 
corps  : elle  ne  considère  que  leur  étendue.  Ils  n’ont  plus  ni 
impénétrabilité,  ni  porosité,  ni  élasticité,  ni  pesanteur,  etc. 
C’est  comme  si  l’on  pouvait  plonger  les  corps  dans  une  atmo- 
sphère assez  dense  pour  en  conserver  l'empreinte  : la  géométrie 
ne  raisonne  que  sur  cette  empreinte.  Nous  ne  dirons  donc  ja- 
mais que  nous  voulons  calculer  la  solidité  d’un  corps,  mais  bien 
son  volume. 

2.  Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  parallélipipède  rec- 
tangle (un  livre  quelconque  a une  pareille  forme).  Si  sa  hau- 
teur devient  très-petite,  de  manière  à pouvoir  être  négligée  à 
côté  des  deux  autres  c//men./o/u, on  passera,  lorsque  la  hauteur 
sera  devenue  aussi  petite  qu’on  peut  le  supposer,  de  l'idée  de 
volume  à l’idée  de  surface. 

II.  I 
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On  voit  que  les  volumes  des  corps  sont  séparés  de  l’espace 
environnanl  par  des  surfaces. 

De  même,  si  l’on  considère  un  rectangle,  et  si  l’on  suppose 
que  sa  base  devienne  très-petite,  de  manière  à pouvoir  être 
négligée  à côté  de  sa  hauteur',  on  passera,  lorsque  la  base  sera 
devenue  aussi  petite  qu’on  peut  le  supposer,  de  l’idée  de  sur- 
face à l’idée  de  ligne. 

On  voit  que  les  surfaces  sont  limitées  par  les  lignes,  comme 
les  volumes  le  sont  par  les  surfaces. 

Enfin,  étant  donnée  une  ligne  quelconque,  si  sa  longueur 
diminue  de  manière  à devenir  plus  petite  que  tout  ce  qu’on 
voudra,  on  passera  de  l’idée  de  ligne  à l’idée  de  point.  Un 
point  indique  seulement  une  position  dans  l’espace. 

La  génération  des  éléments  géométriques  aura  lieu  en  sens 
inverse.  -Le  point,  dans  son  mouvement,  engendre  une  ligne  ; 
la  ligne,  dans  son  mouvement,  engendre  une  surface  ; la  surface, 
dans  son  mouvement,  engendre  un  volume. 

Deux  lignes  se  coupent  suivant  un  point,  deux  surfaces  sui- 
vant une  ligne;  deux  volumes  se  coupent  ou  se  pénètrent  sui- 
vant une  surface. 


3.  La  plus  simple  de  toutes  les  lignes  est  la  ligne  droite. 
Elle  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mouvement,  terul 
constamment  vers  un  seul  et  même  point. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  plus  court  chemin  d’un 
point  A à un  point  B est  la  ligne  droite  AB  menée  entre  ces 
Fig.  deux  points  (fg.  i).  Il 

en  résulte  aussi  que  deux 
c A L D*  points  suffisent  pour  dé- 

terminer une  droite  : dès 
lors,  deux  droites  AB  et  CD  qui  ont  deux  points  communs 
coïncident  dans  toute  leur  étendue,  c’est-à-dire  quelque  loin 
qu’on  les  suppose  prolongées  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche. 

Une  ligne  brisée  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mou- 
Fi|j.  7..  venient,  change  de  temps  en 

temps  de  direction.  Ce  point  dé- 
crit alors  [Jig.  2 ) des  portions  de 
lignes  droites  AB,  BC,  CD,  dont 
les  directions  varient  et  qui  ont 
^ pour  points  communs  successifs 

les  points  B,  C,  où  le  changement  de  direction  s’opère. 

Fig.  s.  Une  ligne  courlre  est  décrite  par 

le.  mouvement  d'un  point  qui  change 
à chaque  instant  de  direction.  On 
peut  ta  regarder  alors  comme  une 
ligne  brisée  composée  d'une  infinité  d’éléments  rectilignes 
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infiniment  petits  [fig-  3).  Et  celle  définition  est  importante 
en  ce  qu’elle  permet  d’étendre  immédiatement,  avec  Leibnitz, 
toutes  les  propriétés  des  lignes  brisées  aux  lignes  courbes, 
lorsque  ces  propriétés  ne  dépendent  ni  de  la  grandeur  ni  du 
nombre  des  côtés  de  la  ligne  brisée. 

4.  On  entend  par  surface  plane  ou  plan  une  surface  telle, 
que,  dès  qu’une  ligne  droite  y a deux  points,  elle  y est  contenue 
tout  entière.  Nous  prouverons  plus  loin  que  deux  plans  cotn- 
ciiient  dès  qu’ils  ont  trois  points  communs. 

On  divise  la  géométrie  en  géométrie  plane  et  géométrie 
dans  l’espace.  La  géométrie  plane  traite  des -figures  qu’on 
peut  tracer  sur  un  plan  ; la  géométrie  dans  l’espace  traite  des 
-figures  dont  les  éléments  sont  disposés  d’une  manière  quel- 
conque. 

5.  Deux  figures  qui  peuvent  se  superposer  ou  pénétrer  exac- 
tement l’une  dans  l’autre,  c’est-à-dire  deux  figures  qui  peuvent 
coïncider,  sont  dites  égales.  Deux  longueurs  qui  renferment  le 
même  nombre  d’unités  de  longueur,  deux  surfaces  qui  renfer- 
ment le  même  nombre  d’unités  superficiefles,  deux  volumes 
qui  renferment  le  même  nombre  d’unités  de  volume,  sans 
que  leur  coïncidence  soit  possible,  sont  dits  équivalents. 

0.  Le  but  de  la  géométrie  est  la  mesure  de  l’étendue.  Mais 
il  est  utile  de  préciser  cette  définition. 

On  ne  peut  mesurer  directement  que  les  lignes  droites,  en 
portant  sur  celles  qu’on  considère  l’unité  de  longueur  autant  de  * 
fois  que  possible.  Et  encore  cette  mesure  directe  n’est  pas  pos- 
sible dans  un  très-grand  nombre  de  cas  [distance  d’un  point 
à un  point  inaccessible,  distance  de  deux  points  inacces- 
sibles, etc.).  On  ne  peut  pas  mesurer  directement  les  lignes 
courbes.  11  en  est  de  même  pour  les  surfaces  cl  les  volumes  ; 
on  ramène  leur  évaluation  à celle  de  certaines  lignes  droites 
qui  ont  une  liaison  déterminée  avec  la  surface  ou  le  volume 
considéré. 

Si  l’on  veut  donner  une  idée  juste  de  la  géométrie,  il  faut 
donc  dire  que  la  géométrie  a pour  but  de  mesurer  l’étendue, 
en  ramenant  toutes  les  mesures  quelconques  à la  mesuiv  di- 
recte de  certaines  lignes  droites  choisies  convenablement  dansr 
chaque  cas.  Toutes  les  propriétés  démontrées  successive- 
ment dans  un  Traité  de  Géométrie  concourent  au  but  que  nous 
indiquons. 

7.  Toute  proposition  consiste  dans  une  hypothèse  et  une 
conclusion  qui  en  découle.  La  démonstration  de  la  proposition 
est  la  suite  des  raisonnements  qu’il  faut  faire  pour  passer  de 

I . 
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riijpolhèsc  à la  conclusion,  en  s’appuyant  sur  des  vérités  évi- 
dentes ou  déjà  démontrées. 

Une  proposition  étant  donnée,  si  l’on  adopte  à la  fois  une 
hypothèse  contraire  et  une  conclusion  contraire,  on  énoncera 
la  proposition  contraire.  On  énoncera  la  proposition  réci- 
proque, en  prenant  la  conclusion  pour  hypothèse  et  l’hypo- 
thèse pour  conclusion. 

Ainsi,  proposition  directe  : tous  lesangles  droits  sont  égaux; 
proposition  contraire  : tous  les  angles  qui  ne  sont  pas  droits  ne 
sont  pas  égaux  ; proposition  réciproque  : tous  les  angles  égaux 
sont  droits. 

Comme  le  p'rouve  l’exemple  choisi,  la  proposition  contraire 
et  la  proposition  réciproque  sont  souvent  fausses,  parce  que  la 
conclusion  de  la  proposition  directe  répond  souvent  à un  plus 
grand  nombre  de  cas  que  l’hypothèse. 

La  proposition  directe,  la  proposition  contraire  et  leurs 
propositions  réciproques  sont  tellement  liées,  que,  les  deux 
premières  étant  vraies,  leurs  réciproques  le  sont.  Par  exemple, 
élevant  une  perpendiculaire surle  milieu  d’une  droite,  on  dé- 
montre que  tous  ses  points  sont  également  éloignés  des  extré- 
mités de  la  droite,  et  que  tous  les  points  qui  ne  lui  appartien- 
nent pas  dans  le  plan  considéré,  sont  inégalement  distants  de 
ces  mêmes  extrémités.  On  en  conclut  alors  immédiatement 
que  tous  les  points  également  éloignés  sont  sur  la  perpendi- 
culaire, et  que  tous  les  points  inégalement  éloignés  sont  hors 
de  la  perpendiculaire. 

I 

8.  Le  mot  axiome  signifie  proposition  évidente  par  elle- 
même.  Un  théorème  est  une  proposition  qui  doit  être  démon- 
trée. Le  mot  problème  S’explique  de  lui-même.  Un  lemme  est 
une  proposition  préliminaire  facilitant  la  démonstration  d’un 
théorème.  Un  corollaire  est  une  conséquence  immédiate  d’un 
théorème.  Le  scolie  est  une  remarque  sur  un  ou  plusieurs 
théorèmes. 

I. — Mesure  et  rapport  des  lignes  droites. 

9.  Nous  savons  par  l’arithmétique  ce  qu’on  doit  entendre 
par  le  moi««/if''  et  ce  que  c’est  que  mesurer  une  grandeur. 

. Mesurer  la  grandeur  d’une  ligne  droite,  c’est  la  comparera 
une  autre  droite  prise  pour  unité. 

Si  la  droite  qu’on  veut  mesurer  surpasse  le  mètre,  on  porte 
le  mètre  sur  sa  direction  autant  de  fois  que  possible;  suppo- 
sons qu’il  y soit  contenu  5 fois,  plus  un  reste  inférieur  au 
mètre.  On  cherchera  combien  ce  reste  contient  de  décimètres; 
supposons  qu’il  en  contienne  5,  plus  un  reste  inférieur  au 
ilécimètre.  On  mesurera  ce  nouveau  reste  à l’aide  du  centi- 
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mèire  el,  s’il  eu  coiilieiit  exactemenl  y,  on  dira  que  la  droite 
considérée  est  une  longueur  de  5",  5g. 

Si  la  droite  donnée  est  plus  petite  que  le  mètre,  on  em- 
ploiera immédiatement  comme  unité  le  décimètre  ou  le  cen- 
timètre, étc. 

Pour  comparer  deux  grandeurs,  il  faut  former  le  rapport  des 
nombres  qui  les  représentent  :il  faut  donc  chercher  d’abord  si 
ces  grandeurs  contiennent  exactement  une  même  unifé,  si 
elles  ont  une  commune  mesure. 

Deux  lignes  droites  étant  données,  on  trouve  leur  plus 
ffrande  commune  mesure  en  opérant  sur  ces  droites  absolu- 
ment comme  on  opère  sur  deux  nombres  pour  trouver  leur 
plus  grand  commun  diviseur.  On  porte  donc  la  plus  petite 
droite  sur  la  plus  grande  autant  de  fois  que  possible,  le  reste 
obtenu  sur  la  plus  petite  droite,  le  second  reste  sur  le  pre- 
mier, etc.  L’opération  est  terminée  lorsqu’on  arrive  à un  reste 
contenu  exactement  dans  le  reste  précédent.  Ce  dernier  reste, 
est  la  plus  grande  commune  mesure  cherchée. 

Désignons,  par  exemple,  par  A et  D les  deux  droites  données, 
par  H,  B',  R",  les  restes  successivement  trouvés.  Supposons 
que  les  résultats  des  opérations  soient  représentés  par  les 
égalités  suivantes  ; 

\ = 3B4-H,  B = 5R  4-H',  .R  = 2R'-i-R",  B'  = 7ir. 

Ou  en  déduira  facilement 

R=i5R',  B=82R",  A = a6iR". 

On  en  conclura  donc,  pour  le  rapport  de  A à B, 

A _ a6i  R"  _ a6i 
. B ~ 8a  R"  ~ «a  ' 

On  peut  remarquer  que  l’expression  fractionnaire  obtenue 
doit  être  irréductible.  Si  a6i  et  8a  admettaient  par  exemple 
le  facteur  commun  5,  A et  B seraient  divisibles  par  5 R"  : R"  ne 
serait  donc  plus  leur  plus  grande  commune  mesure. 

Il  peut  se  faire  que  les  deux  droites  considérées  n’aient  pas 
de  commune  mesure,  qu’elles  soient  incommensurables.  En 
cherchant  leur  plus  grande  commune  mesure,  on  n’arrivera 
alors  jamais  à un  reste  nul,  du  moins  théoriquement;  caries 
restes  successifs  formant  une  suite  décroissante,  finissent 
bientôt,  en  vertu  de  leur  petitesse,  par  échapper  a tous  nos 
moyens  d’appréciation. 

On  peut  néanmoins  trouver  le  rap)tort  incommcmsurabic  de 
deux  droites  données,  avec  telle  approximation  qu’on  veut. 
Supposons  que  les  droites  A et  B n'alcnt  pas  de  comtnune  me- 
sure et  cpi’on  demande- l’expression  de  leur  rapport  à o,ooi 
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prés.  On  divisera  B en  looo  parties  égales  : nous  désignerons 
i’une  de  ces  parties  par  a.  On  portera  a sur  A autant  de  fois 
que  possible  : supposons  que  A tombe  entre  7815a  et  7816a. 

Le  rapport^  tombera  évidemment  entre  2^1^  et  -‘'^'^^ic’est- 
D 1000  a 1000  a 

à-dire  entre  7,8i5  et  7,816:  le  premier  nombre  représentera 

le  rapport  cherché  à 0,001  près  par  défaut  ; le  second,  à 0,001 

près  par  excès. 

n. — Des  angles. 


10,  Lorsque  deux  droites  AB  et  AC  partent  d'un  même  point 
A en  suivant  des  directions  différentes , 
elles  forment  un  a/ig/e  {fig.  4).  Le 
point  A est  le  sommet  de  l’angle,  les 
droites  AB  et  AC,  prolongées  aussi  loin 
qu'on  voudra,  en  sont  les  côtés. 

Pour  avoir  une  idée  exacte  de  la  gran- 
deur d’un  angle,  il  faut  supposer  que  le 
côté  AB,  par  exemple,  était  d’abord  cou- 
ché sur  le  côté  AC;  puis  qu’il  s’en  est  éloigné  en  tournant  au- 
tour du  sommet  A,  pour  venir  prendre  la  position  qu’il  occupe. 
L’amplitude  de  ce  mouvement  de  rotation  correspond  à la  gran- 
diur  de  l'angle. 

On  désigne  un  angle  par  là  lettre  placée  à son  sommet  : on 
dira  l’angle  A.  Lorsque  plusieurs  angles  ont  même  sommet, 
on  les  distingue  en  lisant  en  outre  deux  lettres  placées  sur 
leurs  côtés;  on  a soin  d’énoncer  au  milieu  la  lettre  du  sommet  : 
on  dira  l’angle  BAC. 


Fig.  4. 


•N. 

B' 


11.  Deux  angles  sont  adjacents,  lorsque,  avant  un  sommet 
commun  et  un  côté  commun,  les  côtés  non  communs  sont 
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situés  de  part  et  d’aulre  de  ce  côté  commun.  Les  angles 
BAC,  CAD  [fig.  5 ) , sont  adjacents.  Lorsejue  deux  droites  se 
coupent,  elles  forment  deux  angles  adjacents  : lorsque  ces 
angles  adjacents  sont  égaux,  la  première  droite  est  dite  per- 
pendiculaire sur  la  seconde;  elle  est  dite  oblique  dans  le  cas 
contraire.  La  droite  AB  [Jig.  6)  est  perpendiculaire  sur  la  droite 
CD,  parce  que  les  angles  adjacents  CBA,  DBA,  sont  égaux.  La 
droite  EF  {fig.  7)  est  oblique  surda  CH,  parce  que  les 
angles  adjacents  CFE,  Hf%,  sqiÜilW^àx.''  Le  point  B est  le 
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pied  de  la  perpendiculaire,  le  point  F est  le  pied  de  l’oblique. 
Les  angles  adjacents  égaux  CBA,  DBA,  sont  appelés  droits.  Un 
angle  droit  est  un  angle  dont  l’un  des  côtés  est  perpendiculaire 
sur  l’autre. 


12.  Par  un  point  pris  sur  une  droite,  on  peut  toujours  lui 
élever  une  perpendiculaire,  mais  une  seule. 

Par  le  point  A de  la  droite  DB,  menons  une  droite  quel- 
conque AE.  Si  les  angles  BAE,  DAE,  sont  égaux,  AE  sera  pcr- 


Kic,  8. 


DAB 


pendiculaire  sur  DB.  S’il  n’en  est  pas 
ainsi,  supposons  que  BAE  soit  le  plus 
petit  des  deux  angles.  Faisons  alors  tour- 
ner la  ligne  AE  autour  du  point  A jusqu’à 
ce  qu’elle  vienne  coïncider  avec  AD. 
Dans  ce  mouvement,  l’angle  BAE  croit 


d’une  manière  continue,  tandis  que  l’an- 
gle DAE  décroît  d’une  ’manière  continue  jusqu’à  devenir  nul. 
L’angle  B.AE,  d’abord  plus  petit  que  l’angle  DAE,  doit  donc 
devenir  plus  grand  comme  l’indique  la  seconde  position  AF 
de  AE,  marquée  sur  la  figure  {^g.  8).  Il  y a donc  nécessaire- 
ment un  instant,  et  cet  instant  est  unique,  où  les  deux  angles 
sont  égaux.  Avant  cet  instant,  les  deux  angles  n'étaient  pas 
encore  égaux;  après,  ils  ne  le  sont  plus.  Si  l’on  suppose 
que  AE  occupe  la' position  AC,  lorsque  les  deux  angles  adja- 
cents sont  égaux,  on  voit  que  AC  est  la  seule  perpendiculaire 
qu’on  puisse  élever  au  point  A sur  DB. 

Tousles  angles  droits  sont  sans  quoi  on  pourrait  mener 

deux  perpendiculaires  en  un  même  point  d’une  même  droite. 

Un  angle  aigu  est  un  angle  plus  petit  qu’un  angle  droit,  un 
angle  obtus  est  un  angle  plus  grand  qu’un  angle  droit  : 
l’angle  DAF  est  aigu,  l'angle  B.AF  est  obtus. 


13.  Lorsque  la  somme  de  deux  angles  est  égale  à un  angle 
droit,  ces  angles  sont  appelés  complémentaires  ; lorsque  la 
somme  de  deux  angles  est  égale  à deux  angles  droits,  ces 
angles  sont  appelés  supplénientaires. 

Les  angles  adjacents  formés  par  deux  droites  qui  se  coupent 
sont  supplémentaires  [fig.  9). 

Fig  9.  Soient  les  angles  BDE,  EDA.  J’élève  au 


point  D la  perpendiculaire  DC  sur  AB.  L’an- 
gle aigu  BDE  est  inférieur  à un  angle  droit 
de  l’angle  CDE;  l’angle  obtus  A DE  est  su- 
périeur à un  angle  droit  du  même  angle 
CDE.  La  somme  des  angles  BDE,  ADE,  est 
donc  égale  à deux  angles  droits. 


' Il  résulte  de  celle  deiuonslraliou  (|ue  la 

somme  de  tous  les  angles  qu'on  peut  former  autour  d'un  même 
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point  D et  au-dessus  d'une  même  droite  AB,  est  toujours  égale 
à deux  angles  droits. 

Lorsque  deux  droites  qui  se  coupent  sont  prolongées  toutes 
deux  au  delà  du  point  d’intersection,  elles  forment  quatre 
angles  : c’est  ce  que  montre  la  ligure,  lorsqu’on  considère  les 
droites  AB  et  CF.  Ce  qui  précède  prouve  alors  que  l'iin  de  ces 
quatre  angles  étant  droit,  les  trois  autres  le  sont.  Par  consé-- 
quent,  si  CD  est  perpendiculaire  sur  AB,  AB  l'est  ù son  tour 
sur  CD. 

La  somme  de  tous  les  angles  qu’on  peut  former  autour  d’un 
même  point,  est  égale  à quatre  angles  droits.  On  n’a,  pour  s’en 
assurer,  qu’à  mener  par  le  point  donné  deux  droites  perpen- 
diculaires entre  elles  et  indériniment  prolongées. 

Lorsque  deux  angles  adjacents  sont  supplémentaires,  leurs 
côtés  extérieurs,  c'est-à-dire  leurs  côtés  non  communs,  sont  en 
ligne  droite.  Celle  réciproque  de  la  proposition  précédente  est 
évidente.  Si  les  deux  angles  ADE,  EDB  (fig.Ç)]  sont  supplé- 
mentaires, les  cotés  AD  et  DB  sont  en  ligne  droite  ; car  le  pro- 
longement de  AD  détermine  précisément  le  supplément  de 
l'angle  ADE. 

La  bissectrice  d’un  angle  est  la  ligne  qui,  menée  par  le  som- 
met de  cet  angle,  le  partage  en  deux  angles  égaux.  Les  bissec- 
pjg  trices  de  deux  angles  adjacents  supplé- 

t mentaires  sont  à angle  droit  [fig.  lo). 

' Soient  les  deux  angles  supplémentaires 

^ ACD,  DCB,  soient  CF  et  CE  les  bisscc- 

;; 1 trices  de  ces  angles.  L’angle  FCD  est  la 

moitié  de  l’angle  ACD,  l’angle  DCE  est  la 
moitié  de  l’angle  DCB.  L’angle  FCE  sera  donc  la  moitié  de  la 
somme  des  angles  ACD  et  DCE  ou  la  moitié  de  deux  angles 
droits. 

ik.  Deux  angles  opposés  par  le  sommet  sont  tels,  que  les 
côtés  de  l’un  sont  les  prolongements  des  côtés  de  l’autre. 

Les  angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux.  Soient  les 
l ij.,  ,,  deux  droites  BD,  EF  1 1),  je  dis 

que  les  angles  BAE,  FAD,  sont 

- égaux.  En  effet,  ces  deux  angles  ont 
~ pour  supplément  le  même  angle 

" DAE.  On  prouverait  de  même  que 
les  angles  DAE,  FAB  sont  égaux. 

Réciproquement,  si  les  angles  BAE,  FAD  sont  égaux,  ainsi 
que  les  angles  DAE,  FAB,  les  trois  points  B,  A,  D,  seront  en 
ligne  droite  ainsi  que  les  trois  points  F,  A,  E.  En  effet,  la 
somme  des  angles  formés  autouedu  point  A éutnl  toujours 
égale  à quatre  droits  ( 13),  la  somme  des  angles  BAE  et  DAE, 
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qui  esl  la  moitié  de  la  somme  des  angles  considérés,  sera  égale 
à deux  angles  droits;  ces  angles  étant  dans  la  position  d’adja- 
cents, leurs  côtés  extérieurs  BA  et  Al)  seront  en  ligne  droite. 
Oh  démontrera  de  même  que  FAE  esl  une  seule  et  même 
ligne  droite.  • 

Les  bissectrices  des  angles  opposés  par  le  sommet  sont  en 
prolongement  l’une  de  i autre  [fig-  1 2.)  • 
En  effet,  CA  est  perpendiculaire  sur 
AD,  parce  que  ces  droites  sont  bissec- 
trices d’angles  supplémentaires  (13);  AE 
esl  perpendiculaire  sur  .\I)  pour  la  même 
raison.  Il  en  résulte  que  AC  et  AE  sont 
en  prolongement  (12).  On  prouv^era-dc 
même  que  AD  et  AB  sont  en  prolon- 
gement. 


/r 


I ' 


III.  — Dos  triangles. 


15.  On  appelle  triangle  la  figure  formée  par  trois  droites 
qui  se  coupent  deux  à deux.  Les  portions  ainsi  limitées  de  ces 
droites  sont  les  côtés  du  triangle,  les  angles  qu’elles  forment 
deux  à deux  sont  les  angles  du  triangle,  leurs  points  d’inter- 
section en  sont  les  sommets. 

Dans  tout  triangle,  chaque  côté  est  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur 
différence  {ftg.  i3). 

La  ligne  droite  entre  deux  points 
étant  le  plus  court  chemin  entre  ces 
points,  on  a immédialomenl 

AB  < AC  -4-  CB  . 

De  celte  Inégalité,  on  déduit 


Fig.  i3. 


r. 


î “b 


CB  > AB  - AC. 


On  voit  que  trois  longueurs  prises  au  hasard  ne  peuvent  pas 
toujours  former  les  trois  côtés  d’un  triangle. 

Si  l’on  prend  un  point  E dans  l’intérieur  du  triangle  ABC 
et  si  l’on  mène  les  droites  EA,  EB,  la  somme  de  ces  droites 
sera  plus  petite  que  la  somme  des  côtés  AC,  CB. 

Menons  par  le  point  E une  droite  CF  qui  coupe  les  deux 
côtés  CA,  CB  : on  aura 


CF  < CC  + CF. 

On  aura  aussi  EA  <;  EC  -|-  CA,  EB  <(  EF  -t-  FB.  On  en  déduit 
EA  -t-  EB<i  CF  -t-  CA  -t-  FB.  Si  l’on  remplace  alors  CF  par  la 
quantité  plus  grande  CC  -f-CF,  on  aura  à fortiori 

EA  + EB<C\  t- CB. 


Digitized  by  Coogle 


I ü CÉOMÉTIUB. 

16.  Il  y a considérer  dans  un  triangle  six  élémetus  : trois 
côtés  et  trois  angles.  Il  suffit  que  trois  de  ces  éléments  soient 
égaux  dans  deux  triangles,  pour  que  ces  triangles  soient  égaux  : 
il  faut  seulement  que  parmi  ces  éléments  égaux  il  entre  au 
moins  un  côté.  Nous  aurons  donc  à démontrer  les  trois  cas 
d’égalité  suivants  : 


17.  i“  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun 

Supposons  que  l’angle  C'  soit  égal  a 1 angle  t,  et  qu  on  ait 
A'C'=AC,  C'B'  = CB.  L’égalité  géométrique,  c’est,  comme 

nous  l’avons  déjà  dit , la 
coïncidence  possible.  Les 
deux  angles  G'  et  C étant 
égaux,  on  pourra  porter  le 
triangle  A'B'C'  sur  le  trian- 
gle ABC,  de  manière  que 
ces  angles  coïncident.  Les 
droites  A'C'  et  AC,  C'B'  et 
CB,  auront  alors  la  môme  direction,  et  comme  on  a A'C'=  AC 
et  C'B'  = CB,  les  sommets  A et  A',  B et  B',  coïncideront.  Les 
deux  triangles  considérés  ayant  mêmes  sommets  se  recouvri- 
ront parfaitement  et  seront  égaux. 


18.  2®  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  un  côté 
égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  [Jig,  i4  )• 

Supposons  qu’on  ail  AB  = A'B',  et  que  les  angles  A et  A', 
B et  B',  soient  égaux.  On  pourra  porter  le  triangle  .\'B'C'  sur 
le  triangle  ABC,  de  manière  que  A'B'  coïncide  avec  AB;  si  les 
deux  triangles  tombent  alors  dans  le  même  sens  par  rapport 
au  côté  commun,  A'C'  jirendra  la  direction  de  A(^  puisque 
l’angle  A égale  l’angle  A';  B'C'  prendra  la  direction  de  BC, 
puisque  l’angle  B égale  l’angle  B'.  Le  point  d’intersection  C' 
des  côtés  A'C' et  B'C'  coïncidera  donc  avec  le  point  d’inter- 
section C des  côtés  AC  et  BC.  Les  deux  triangles  considérés 
ayant  mêmes  sommets  se  recouvriront  parfaitement  et  seront 
égaux. 

19.  3“  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à chacun. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  nous  appuierons  sur  le 
lemme  suivant  ; 

Lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés  égan.v  chacun  à 
chacun  comprenant  des'angles  inégaux,  les  troisièmes  céytés 
sont  inégau.v.  et  le  plus  grand  est  opposé  au  plus  grand 
angle  [Jig.  ô). 
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On  peut  toujours  placer  les  deux  triangles  proposés  de  ma- 
nière qu’ils  aient  le  côté  commun  A(]  et  que  les  deux  autres 
côtes  AB=  AD  tombent  de  part  et  d’autre 
de  ce  côté  commun.  Supposons  l’angle 
BAC  plus  grand  que  l’angle  CAD,  il  faut 
prouver  que  le  côté  BC  est  plus  grand 
que  le  côté  CD.  Pour  cela,  je  mène  la 
bissectrice  AI  de  l’angle  total  BAI)  : elle 
sera  dans  le  plus  grand  angle  BAC  et 
coupera  BC  au  point  I.  Joignons  ID.  Les 
deux  triangles  BAI,  lAD,  seront  égaux  d’après  le  premier 
cas  d’égalité  (17) , et  l’on  en  conclura  BI  =ID.  Le  triangle  ICD 
donne  d’ailleurs  CD  < IC  -l-  ID,  c’est-à-dire  CD  IC  -H  IB  ou 
que  BC. 

Revenons  au  théorème  proposé  et  à la  Jig.  i4-  Supposons 
qu’on  ait,  dans  les  deux  triangles  .\BC,  A'B'C',  AB  = A'B', 
AC  = A'C',  BC  = B'C'.  Il  faut  nécessairement  que  l’angle  C 
soit  égal  à l’angle  C',  sans  quoi  AB  ne  serait  pas  égal  à A' B' 
d’après  le  Icmme  précédent.  On  rentre  donc  dans  le  premier 
cas  d’égalité  (17),  et  les  triangles  proposés  sont  bien  égaux. 

On  peut  remarquer,  d’après  les  propositions  qu’on  vient 
d’établir,  que  lorsque  deux  triangles  sont  égaux,  les  .côtés 
égaux  sont  toujours  opposés  à des  angles  égaux,  et  récipro- 
quement. 

20.  On  entend  par  triangle  isocèle  un  triangle  qui  a d<?ux 
côtés  égaux.  La  base  d’un  triangle  isocèle  est  le  côté  qui  n’a 
pas  d’égal.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  opposé  sur 
la  base  est  la  hauteur  du  triangle. 

Dans  tout  triangle  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés 
égaux  sont  égaux  [fig-  i6). 

Je  joins  le  sommet  C au  milieu  de  la  base 
AB  : les  deux  triangles  ACD,  D(Æ,  sont  égaux 
d’après  le  troisième  cas  d’égalité  (19)  : les 
angles  A et  B opposés  au  côté  commun  CD  sont 
donc  égaux. 

Un  triangle  qui  a tous  ses  côtés  égaux  est 
appelé  équilatéral.  On  voit  qu'il  a en  même 
temps  ses  trois  angicç  égaux,  c’est-à-dire 
qu’il  est  équiangle. 

L’égalité  des  triangles  ACD,  DCB,  prouve  que  la  droite  CD 
est  la  bissectrice  de  l’angle  C,  et  qu’elle  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB.  La  droite  CD  remplit  donc  quatre  co/i<////ons.- 
elle  passe  parle  sommet  C,  par  le  milieu  D de  la  base  AB, elle  est 
la  hauteur  du  triangle  isocèle,  elle  est  la  hisse»  Irice  de  l’angle 
au  sommet.  Deux  points  ou  deux  rouflitions  siiflisr.nt  pour 
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délermiiier  une  droite,  dès  qu’une  droite  remplira  deux  des 
quatre  conditions  énoncées,  elle  remplira  nécessairement  les 
deux  autres. 


21.  Lorsqu’un  triangle  a deux  angles  égaux,  il  est  isocèle, 
et  les  côtés  égaux  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel  l’angle  A cstégalà  l’angle  B;  soit 
un  triangle  A'B'C',  reproduction  du  triangle  ABC  [fg.  17).  Je 


Fi(!  17. 

c c 


ront  malgré  le  renversement 
égal  à BC  se  confondant  alor? 
AC  = BC. 


porte  le  triangle  A'B'C'  retourné 
sur  le  triangle  ABC.  Le  point  B' 
tombera  au  point  A,  le  point 
A'  au  point  B.  L’angle  B'  égal  à 
l’angle  A'  coïncidera  avec  l’an- 
gle A,  l’angle  A'  égal  à l’angle  B' 
coïncidera  avec  l’angle  B;  le 
point  C' viendra  donc  au  point  C, 
et  les  deux  triangles  coïncide- 
du  triangle  A'B'C'.  Le  c<*)té  B'C' 
avec  le  côté  AC,  on  en  conclut 


Un  triangle  équiangle  est  nécessairement  équilatéral. 


22/  Dans  un  triangle,  à un  plus  grand  angle  est  opposé  un 
plus  grand  côté  [fig.  18) 

Soit  le  triangle  ABC.  Je  suppose  l’angle  A plus  grand  que 
l’angle  B,  je  dis  que  le  côté  CB  sera 
plus  grand  que  le  côté  CA. 

Je  fais,  dans  l’angle  A,  un  angle  DAB 
égal  à l’angle  B : le  triangle  DAB  sera 
isocèle,  et  l’on  aura  AD  = DB.  Le  trian- 
gle DAC  donne  AD-|-DC>CA.  Si 
l’on  remplace  AD  par  son  égal  DB,  il 
vient  DB  -f-  DC  > CA  ou  CB  > CA. 

En  rapprochant  les  théorèmes  précédents,  on  voit  que  deux 
côtés  d’un  triangle  ont  toujours  entre  eux  la  même  relation 
que  les  angles  qui  leur  sont  opposés. 


, lïu.  .8. 


IV.  — Des  perpendiculaires  et  des  obliques. 


2:1.  Par  un  point  pris  hors  d’une  droite,  on  peut  lui  inenei 
une  perpendiculaire,  mais  une  seule. 

Soit  [^fig.  19)  le  point  O par  lequel  je  veux  mener  une  per- 
pendiculaire à la  droite  .\B.  Je  fais  tourner  la  partie  supé- 
rieure du  plan  autour  de  .\B  jiis(|u’à  ce  qu’elle  vienne  se  ra- 
battre sur  la  partie  inférieure,  je  marque  la  position  ü' alors 
ticcupée  par  le  point  (ï.  Je  relève  le  plan,  et  je  joins  les  points 
O et  O'  : 00'  est  la  perpemlicnlaiia'  ilemanriee;  car  un  nou- 
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veau  rabatlcmenl  onlraliierait  la  coïncidence  des  angles  ad- 
jacents AtX)  cl  \CO'  c’est-à-dire  prouverait  leur  égalité. 

Soit  une  autre  droite  quelconque  ODE, 
je  dis  qu’elle  est  oblique  à AB.  En  effet, 
les  deux  triangles  OCD,  O'CD,  sont  égaux 
d’après  le  premier  cas  d’égalité  (17)  : les 
deux  angles  ODE,  O'DC,  sont  donc  égaux. 
Mais  l’angle  O'  DC  est  évidemment  plus  petit 
que  l’angle  EDC  : son  égal  ODC  sera  donc 
plus  petit  que  l’angle  ADO  qui  est  opposé 
par  le  sommet  à l’angle  EDC.  OD  faisant  avec 
AB  des  angles  inégaux,  est  oblique  à AB. 
Une  droite  OD  étant  oblique  à AB,  toute  perpendiculaire 
abaissée  d’un  point  quelconque  de  OD  sur  AB  Sera  située 
dans  l'aUgle  aigu  formé  par  OD  avec^AB  : si  la  perpendiculaire  * 
à AB  est  élevée  au  point  D,  elle  sera  s|u  contraire  dans  l’angle 
obtus  formé  par  OD  avec  AB. 

24.  Si  d'un  point  pris  hors  d’une  droite  partent  une  per- 
pendiculaire et  plusieurs  obliques  à cette  droite,  la  perpendi- 
culaire est  la  plus  courte  distance  du  point  à la  droite  ; deux 
obliques  également  éloignées  de  la  perpendiculaire  sont  égales  ; 
de  deux  obliques  inégalement  distantes  de  la  perpendiculaire , 
la  plus  éloignée  est  la  plus  grande  [fig.  ?o). 

Soient  le  point  O et  la  droite  AB,  considérons  la  perpendi- 
culaire OC  et  l’oblique  quelconque  OD.  La  perpendiculaire 
tombera  dans  l’angle  aigu  formé  par 
OD  avec  AB  (23),  c’cst-à-dire  que  si 
l’on  compare  dans  le  triangle  OCD  les 
côtés  OC  et  OD,  OC  oppo.sé  au  plus 
petit  angle  sera  le  plus  petit  côte  (22). 
La  plus  courte  distance  du  point  O à la 
droite  AB  est  donc  la  perpendicu- 
laire OC. 

On  dit  que  deux  obliques  telles  que  OD  et  OE  sont  également 
éloignées  de  la  perpendiculaire  OC,  lorsque  leurs  pieds  D et  E 
sont  cgalemeni  éloignés  du  pied  C de  la  perpendiculaire. 
Ces  obliques  sont  nécessairement  égales  d’après  l’égalité  des 
triangles  OI^D,  OCE. 

Soient  enfin  les  deux  obliques  OD  et  OF  inégalement  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire,  parce  qu’on  a CF  ^ (.D.  On  pourra 
prendre  CE  = CD,  il  en  résultera  OE  = OD,  et  il  restera  à 
comparer  OE  et  OF.  Pour  cela,  j’élève  au  point  E une  perpen- 
diculaire à AB  ; elle  sera  située  dansl’angle  obtus  OEA(23)  et 
dès  lors  coupera  OF  au  point  G.  Le  triangle  OGE  donnent 
OE  < EG  4-  GO,  et  à plus  forte  raison  OE  < FG  -i-  GO,  puisque 
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EG  esV  une  perpendieulaire  el  FG  une  oblique  à AB.  On  aura 
donc  OE  <;  OF,  c’esl-à-dire  OD  < OF. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  évidentes.  En  par- 
ticulier, lorsqu’une  droite  OC  est  la  plus  courte  distance  du 
point  O à la  droite  AB,  elle  est  perpendiculaire  sur  AB. 


23.  Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  d’un  plan  A égale 
distance  des  extrémités  d'une  droite,  est  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  cette  droite  [fig.  21). 

On  entend  par  Heu  géométrique  une  série  de  points  jouis-  * 
sant  d’une  certaine  propriété  commune,  à 
l'exclusion  de  tous  les  autres  points  du 
plan. 

Soit  la  droite  XY  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  AB.  Je  prends  un  pointÿ  quel- 
conque sur  XY,  et  je  le  joins  aux  points 
A et  B.  Les  obliques  CA  el  CB  seront 
égales,  comme  également  éloignées  de  la 
perpendiculaire  (2i). 

Je  prends  un  point  D quelconque  hors  de  XY,  el  je  le  joins 
aux  points  A el  B.  DA  coupera  XY  au  point  C,  el  d’après  la 
remarque  qui  précède,  on  aura  CA  = CB.  Le  triangle  DCB 
donne  d’ailleurs  DB<I)C-(-CB,  c’esl-à-dire  DB<;DC-|-CA 
ouDB<DA. 

Les  points  pris  sur  la  perpendiculaire  sont  également  dis- 
tants des  extrémités  A et  B;  les  points  pris  hors  de  la  perpen- 
diculaire sont  inégalement  distants  des  mêmes  extrémités  : la 
perpendiculaire  XY  constitue  donc  bien  le  lieu  géométrique 
indiqué. 

Deux  points  suffisant  pour  déterminer  une  droite , dès 
qu’une  droite  XY  aura  deux  de  ses  points  à égale  distance  des 
extrémités  d’une  droite  AB,  elle  sera  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  AB. 


Fie.  2’  ■ 


A O b 


26.  On  entend  par  triangle  rectangle  un  triangle  dans  lequel 
il  y a un  angle  droit  : le  côté  opposé  à l’angle  droit  est  V hypo- 
ténuse du  triangle.  Les  cas  spéciaux  d’égalité  des  triangles  rec- 
tangles sont  les  suivants. 

I”  Veux  triangles  rectangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  l'hy- 
poténuse égale  et  un  angle 
aigu  égal. 

Soient  les  deux  triangles 
rectangles  ABC  , A'  B'  C' 
{Jig.  22),  dans  lesquels  on 
a BC  = B'C'  el  l’angle  B 
égal  à l’angle  B'.  Je  por- 
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terai  les  deux  triangles  l’un  sur  l'autre,  de  manière  que 
B'C'  coïncide  avec  BC  ; en  vertu  de  l’égalité  des  angles  B'  et  B, 
B' A'  prendra  lu  direction  de  BA,  et  le  point  A'  tombera  au 
point  A ; car  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  C'  etC, 
qui  n’en  font  plus  qu’un  seul,  sur  les  droites  B' A'  et  B A qui 
coïncident,  devront  se  confondre  (23). 

a“  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux ^ lorsqu’ils  ont  V hy- 
poténuse égale  et  un  côté  de  l’angle  droit  égal  [Jig.  aa). 

Je  suppose  maintenant  BC  = B'C' et  CA  = C'A'.  Je  porte  les 
deux  triangles  l’un  sur  l’autre,  de  manière  que  C'A'  coïncide 
avec  CA.  L’angle  A'  étant  égal  à l’angle  A,  A' B' prendra  alors  la 
direction  de  AB  et  le  point  B'  tombera  au  point  B;  car  les 
obliques  égales  BC  et  B'C'  doivent  s’écarter  également  de  la 
perpendiculaire  CA. 


27.  La  bissectrice  d’un  angle  est  le  lieu- géométrique  des 
points  du  plan  à égale  distance  des  côtés  de  l'angle. 

Soit  l’angle  BAC  [Jig.  a3)  et  soit  AD  sa  bissectrice.  Prenons 
J un  point  O quelconque  sur  cette  bissectrice, 

’ ■ et  abaissons  de  ce  point  les  perpendiculaires 

J OE  et  OF  sur  les  côtés  AB  et  AC.  Les  deux 

/ \ triangles  rectangles  AOE,  AOF,  seront  égaux 

/ \ (26,  i"),  et  l’on  en  déduira  OE  = OF:  donc 

tous  les  points  de  la  bissectrice  sont  égale- 
g / O \c  ment  distants  des  côtés  de  l'angle. 

Supposons  maintenant  que  le  point  O soit 
un  point  du  plan,  tel,  que  les  perpendicu- 
laires OE  et  OF  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  de  l’angle 
soient  égales.  En  joignant  AO,  on  formera  deux  triangles  rec- 
tangles AOE,  AOF,  qui  seront  égaux  (26,  a").  On  en  déduira 
l’égalité  des  angles  EAO,  FAO,  c’est-à-dire  que  AO  se  con- 
fondra avec  la  bissectrice  de  l’angle  BAC  : donc  tous  les  points 
également  distants  des  côtés  de  l’angle  sont  sur  la  bissectrice. 

La  bissectrice  de  l’angle  est  donc  bien  le  lieu  géométrique 
indiqué. 

V.  — Des  parallèles. 


28.  Lorsque  deux  droites  situées  dans  un  même  plan  ne  sc 
Fig.  ^4  rencontrent  pas,  si  loin  qu’on  les  prolonge,  on 
s dit  qu’elles  sont  parallèles. 

Deux  droites,  DE,  FG,  perpendiculaires  à ’ 
une  même  droite  LM  {Jig.  24  ).  sont  parallèles; 

L— Iji  car  d’un  point  pris  hors  d’une  droite,  on  ne 

peut  abaisser  qu’une  seule  perpendiculaire  sur 
' cette  droite. 

“ ►'  Si  l’on  veut,  par  le  point  L,  mener  une  parai-  , 

léle  à la  droite  FG , on  abaissera  donc  LM  perpendiculaire 
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sur  FG  Cl,  par  le  poinl  L,  on  mènera  DE  perpendiculaire 
sur  LM. 

!\ous  admettrons  comme  évident  que,  par  un  point  pris  hors 
d’une  droite,  on  ne  peut  lui  mener  qu’une  parallèle.  11  en  ré- 
sulle  que,  si  une  droite  en  renconlre  une  autre,  elle  rencontre 
aussi  toutes  les  parallèles  à celle  autre. 

29.  Lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  toute  perpendicu- 
laire à l’une  est  perpendiculaire  à l’autre. 

Soient  les  parallèles  DE,  FG  24  ).  Soit  LM  perpendi- 
culaire sur  FG.  Si  l'on  menait  au  poinl  L une  perpendiculaire 
à LM,  celle  pcrpendiculrire  serait  parallèle  à FG  : elle  se  con- 
fondra donc  nécessairement  avec  la  parallèle  DE  (28). 

• Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de 
■ dire,  que  deux  droites  parallèles  à une 

^ ^ troisième  sont  parallèles  entre  elles. 

Soient  [fig:  z5)  les  deux  droites  AB  et 

^ ^ CD,  parallèles  à la  même  droite  EF.  Soit 

E ! I LM  perpendiculaire  à EF  : les  deux  droites 

|m  AB  et  CD  seront  aussi  perpendiculaires 

a LM,  cl  dès  lors  parallèles. 

30.  Lorsqu’une  sécante  rencontre  deux  droites  quelconques, 
elle  forme  avec  ces  deux  droites  huit  angles  auxquels  on  a 
donné  des  noms  particuliers. 

Soient  les  deux  droites  AB,  CD,  cl  la  sécante  EF  (Jig.  26)  : 
quatre  angles  seront  formés  autour  du  poinl 
G,  quatre  autour  du  point  H. 

Les  angles  compris  entre  les  droites  AB  et 
CD  sont  des  angles  internes,  les  angles  exté- 
rieurs à ces  droites  sont  des  angles  externes. 

Les  angles  internes  non  adjacents  situés 
de  part  cl  d’autre  de  la  sécante  sont  des 
angles  alternes-inlernes  : par  exemple  , les 
angles  AGH,  DHG. 

Les  angles  externes  non  adjacents  situés  de  part  et  d’autre 
de  la  sécante  sont  des  angles  altemes-externes  : par  exemple, 
les  angles  AGE,  l)HF. 

Deux  angles  situés  d’un  même  côté  de  la  sécante,  l’un 
interne,  l’autre  externe,  mais  non  adjacents,  sont  des  angles 
internes-externes  ou  correspondants  : par  exemple,  les  angles 
BGH,  DUE. 

Les  angles  tels  que  BGH,  DHG,  sont  des  angles  internes  d'un 
même  côté  ; les  angles  tels  que  BGE,  DHF,  sont  des  angles  ex- 
ternes d'un  même  côté. 

I.orsque  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  les  angles 
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formés  par  res  droiles  avec  la  sécante  EK  jouissent  de  propriétés 
importantes. 

31.  Lorsque  deux  parallèles  sont  rencontrées  par  une  sécante, 
les  quatre  angles  aigus  formés  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que 
les  quatre  angles  obtus  [fig.  27). 

Soient  L et  M les  points  d’intersection  de  la  sécante  III 
avec  les  parallèles  ED  et  GF.  Far  le  point  K,  milieu  de  LM,  je 
mène  AB  perpendiculaire  sur  ED  et 
sur  GF.  Les  deux  triangles  rectangles 
KDL,  KFM,  sont  égaux  (26.  i“)  : il  en 
résulte  l'égalité  des  angles  KLD,  KMF. 
Par  conséquent,  les  angles  aigus  en  L 
étant  égaux  comme  opposés  par  le  som- 
met, ainsi  que  les  angles  aigus  en  M, 
les  quatre  angles  aigus  formés  autour 
des  points  L et  M sont  égaux  entre 
eux.  Les  quatre  angles  obtus  formés 
autour  des  memes  points  sont  aussi  égaux  entre  eux,  comme 
suppléments  des  angles  aigus. 

Si  nous  remarquons  maintenant  que  deux  angles  allernes- 
internes,  alternes-externes  ou  correspondants,  sont  à la  fois 
. aigus  ou  obtus,  tandis  que  deux  angles  internes  d'un  même 
coté  ou  externes  d’un  même  côté  sont  l’un  aigu  et  l’autre  obtus  ; 
nous  pourrons  dire  que,  lorsque  deux  parallèles  sont  rencon- 
trées par  une  sécante  : 

I®  Les  angles  alternes-internes,  les  angles  alternes-externes, 
les  angles  correspondants,  sont  égaux; 

a®  Les  angles  internes  d'un  même  côté , les  angles  extemêx 
d'un  même  côté,  sont  supplémentaires, 

32.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie. 

Supposons,  par  exemple  {fg.  27),  que  les  angles  alternes- 

internes  ELM,  LMF,  soient  égaux  ; je  dis  que  les  droites  ED  et 
GF'  seront  parallèles.  En  effet,  si  l’on  menait  par  le  point  L une 
parallèle  à GF,  elle  ferait  avec  LM  un  angle  égal  à l’angle  LMF'  : 
la  droite  ED,  remplissant  déjà  cette  condition,  n’est  autre  que 
la  parallèle  indiquée. 

Ou  démontrerait  d’une  manière  identique  les  autres  parties 
de  la  réciproque. 

33.  Les  propositions  contraires  des  deux  précédentes  sont 
vraies.  En  particulier,  lorsque  deux  droites  font  avec  une  sé- 
cante deux  angles  internes  d un  même  côté  dont  la  somme  est 
inférieure  à deux  angles  droits,  elles  se  rencontrent.  Ainsi, 
une  perpendiculaire  et  une  oblique  à une  même  droite  se  ren- 
contrent toujours  lorsqu’on  les  suppose  sufiisamment  prolon- 
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g(*ps.  C’csl  là  le  postulnliiin  sur  le(|uol  Eiiclide  base  la  théorie 
(1(*5  parallèles.  xNous  avons  remplacé  la  Jenuinde  d’Euclitle  par 
celle-ci  : Parmi  même  point,  on  ne  peut  mener  qu’une  paral- 
lèle à une  droite  (28). 

3'».  Les  portions  de  parallèles  comprises  entre  deux  droites 
parallèles  sont  égales  {/Ig-  28). 

Soient  les  parallèles  AE  et  HD  coupées  par  les  parallèles  AH 
et  (;D.  Joignons  les  points  E et  B.  I.es  deux  triangles  AEB  et  EBD 

seront  égaux  d’après  b*  second  cas 
d’égalité  (18)  : on  en  déduira  VE— BD, 
on  aura  de  même  AB  = ED. 

Si  les  droites  AE  et  BD  étaient 
perpendiculaires  aux  droites  AB  et 
ED,  elles  seraient  toujours  parallè- 
les; mais  elles  mesureraient  alors 
les  distances  de  deux  points  (|ucl- 
conques  de  la  droite  AB  à sa  parallèle  ED  : il  en  résulte  que 
deux  droites  parallèles  sont  partout  également  distantes. 

3.^.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  sont  égaux 
ou  supplémentaires  [Jig.  *29)- 

Soient  d’abord  les  angles  ABE,  DEF,  qui  ont  leurs  côtés  pa-  • 
rallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Je  prolonge  DE  jusqu’en  II. 

Si  l’on  considère  les  parallèles  AB,  1)11, 
et  la  sécante  B(^  les  angles  AB('  et  DUE 
sont  égaux  comme  corres|)ondants.  Si 
l’on  considère  les  parallèles  EF,  HE.,  et 
la  sécante  DH,  les  angles  DUE  et  DEF 
sont  égaux  comme  correspondants.  Il  en 
résulte  l’égalité  des  angles  ABE,  et  DEF. 

Soient  maintenant  les  angles  .\B('  et 
lElI  qui  ont  leurs  côtés  parallèles,  mais 
flirigés  en  sens  contraires.  Ees  deux  angles  seront  encore 
égaux,’  puisqu’en  i)rolongeant  les  côtés  de  l’angle  IF3I,  on 
obtiendra  l’angle  DEF  égal  à l’angle  \BE. 

Soient  enfin  les  angles  ABE,  et  DEI  : les  di-ux  côtés  AB  et 
DE  sont  [larallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  les  deux 
côtés  BE  et  El  sont  itaralleles  et  dirigés  en  sens  contraires. 
1,’angle  DEI  étant  It^  suiiitb'mienl  de  l'angle  DEF.  <‘st  aussi  le 
siqiplémenl  de  l’angle  ABE. 

En  résumé,  lorsque  tleux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles, 
ils  sont  égaux  lorsque  ces  côtés  sont  dirigés  dan?i  le  même 
sens  ou  en  sens  contraires;  ils  sont  suppléntontaires,  lorsqu’en 
les  comparant,  on  trouve  deux  côtés  dirigés  dans  le  même  sens 
et  deux  côtés  dirigés  en  sens  contraires. 
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:U>.  Deux  (tuiles  qui  oui  leurs  côtés  perpendiculaires  cliurun 
à chacun,  sont  é^aux  ou  suppléinenlaires. 

SoiciU  les  deux  angles  ABC  cl  UEF  {Jig.  3o)  : AB  est  per- 
pendiculaire à DE,  BC  esl  perpendiculaire  à EF.  Par  le 
Pj^  point  B,  je  mène  BL  perpendiculaire  à 

- F AB  ; BE  sera  parallèle  à DE;  par  le 
point  B,  je  mène  BH  perpendiculaire 
à BC,  c’est-à-dire  parallèle  à EF.  Les 
' deux  angles  LBll  et  DEF  seront  égaux 
® I comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et 

I dirigés  dans  le  même  sens.  Mais  les 
^ deux  angles  LBll  et  ABC  sont  égaux 
comme  compléments  du  même  angle  DBA  ; les  deux  angles 
ABC  et  DEF  sont  donc  égaux. 

Si  l’on  avait  considéré  l'angle  DEG,  il  aurait  été  le  supplé- 
ment de  l’angle  ABC. 

:17.  -La  somme  des  an(^les  d'un  lrian{fle  est  toujours  égide  à 
deux  angles  droits  [^fig.  3i  ). 

Soit  le  triangle  ABC.  Je  |>rulonge  le  côté  AB  suivant  AE,  et 
j<;  mène  AD  parallèle  à BC.  Considérons  les  trois  angles  formés 
autour  du  point  A et  au-dessus  de  la  droite 
BE  : la  somme  île  ces  irois  angles  est  égale 
à deux  angles  droits  (13).  Le  premier  de 
ces  angles  est  l’angle  CAB  du  triangle;  le 
second  DACest  égala  l’angle  Cdu  triangle, 
car  ces  angles  sont  aliernes-internes  par 
rajtport  aux  parallèles  BC  Cl  .\D  et  a 
la  sécante' AC;  le  troisième  angle  DAE  est  égal  à l’angle 
B du  triangle,  car  ces  angles  sont  correspondants  par  rapport 
aux  mêmes  parallèles  coupées  par  la  sécante  BE.  La  somme 
dos  angles  du  triangle  est  donc  liien  égale  à deux  angles  droits. 

L’angle  CAE.lormé  par  le  côté  AC  et  le  prolongement  AE  du 
côté  AB  s’appi^Ûe  angle  extérieur  du  triangle  ABC.  Ih  angle 
extérieur  est  égal  à la  somme  des  deux  angles  intérieurs  qui 
ne  lui  sont  pas  adjacents. 

l u triangle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  angle  droit  ou  ohtus. 
Dans  un  triangle  rectangle,  les  deuxangles  aigus  sont  complé- 
mentaires. 

Dans  un  triangle  équilatéral,  chaque  angle  vaut  deux  tiers 
if  angle  droit . 

Dans  un  triangle  isocèle,  la  valeur  d'un  angle  étant  donnée, 
on  connaît  les  deux  autres  angles. 

Deux  triangles  sont  équiangles  chacun  à chacun,  lorsqu  ils 
ont  deux  angles  égau.v  chacun  à chacun. 

Deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  et 
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deux  anf^les  é^aux  chacun  à chacun,  que  ces  angles  soient  ou 
non  adjacents  au  côté  égal. 

VI.  — Des  polygones  et,  en  particulier,  des  quadrilatères. 

38.  Toute  ligne  brisée  qui  se  ferme  d’elle-mème  est  un 
polygone  .‘Les  différents  côtés  de  la  ligne  brisée  sont  les  côtés 
du  polygone  ; les  angles  formes  par  ces  côtés  et  les  sommets 
de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du  polygone.  En 
joignant  deux  sommets  non  consécutifs,  on  a une  diagonale 
du  polygone.  I.’enseinble  des  côtés  du  polygone  constitue  son 
contour  ou  son  périmètre. 

Un  polygone  de  trois  côtés  est  un  triangle.  Celui  de  quatre 
côtés  s’appelle  quadrilatère.  Celui  de  cinq  côtés  s'appelle  pen- 
tagone, celui  de  six  s’appelle  hexagone,  celui  de  sept  hepta- 
gone, celui  de  huit  octogone,  celui  de  neuf  ennéagone,  celui 
de  dix  décagone,  celui  de  douze  dodécagone,  celui  de  quinze 
pehtédécagone. 

Un  polygone  est  convexe,  lorsqu’il  tombe  tout  entier  d’un 
même  côté  par  rapport  à chacun  de  ses  côtés  indéfiniment 
prolongés.  11  est  concave  dans  le  cas  contraire.  Une  droite  quel- 
conque ne  peut  couper  le  périmèfre  d’un  polygone  convexe 
qu’en  deux  points. 

39.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  est  tou- 
jours égale  à autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il  a de 
côtés  moins  deux  [Jig.  3?  ). 

. Soit  le  polygone  ABCDEF.  En  menant  toutes  les  diagonales 
qui  partent  du  sommet  C,  je  le  partage  en  triangles.  Chacun  de 
ces  triangles  emploie  un  côté  du  polygone, 
sauf  les  deux  triangles  extrêmes  qui  en  em- 
ploient deux.  Si  n est  le  nombre  des  côtés 
(lu  polygone,  le  nombre  des  triangles  sera 
donc  représenté  par  n — 2.  La  "somme  des 
angles  de  tous  les  triangles  est  précisé- 
ment la  somme  des  angles  du  polygone,  et 
la  somme  des  angles  de  chaque  triangle  est  égale  à deux  angles 
droits.  La  somme  des  angles  du  polygone  sera  donc,  en  prenant 
l’angle  droit  pour  unité, 

y ' n — 2)  ou  2rt  — 4’ 

Si  l’on  fait  dans  cette  formule  n = 4.  on  trouve  4 pour  la 
somme  cherchée.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère  est 
donc  égale  à quatre  angles  droits. 

La  somme  des  angles  qu’on  forme  à l'extérieur  d'un  poly'- 
gone,  en  prolongeant  successivement  ses  côtés  dans  le  même 
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sens,  est  toujours  égale  à quatre  angles  droits.  Car  lu  soin  rue 
des  angles  tant  intérieurs  qu’extérieurs,  est  égale  à ?.«  angles 
droits,  en  désignant  par  n le  nombre  des  sommets  ou  des  côtés 
du  polygone  convexe  considéré. 

lien  résulte  qu’un  polygone  convexe  ne  peut  pas  avoir  plus 
de  trois  angles  intérieurs  qui  soient  aigus;  sans  quoi,  il  au  tait 
plus  de  trois  angles  extérieur  obtus. 


iü.  Deux  polygones  de  même  espèce  sont  égaux,  lorsque 
toutes  leurs  parties  sont  égales  et  disposées  dans  le  même  ordre, 
à l’exception  de  deux  côtés  consécutifs  et  de  l’angle  qu’ils  for- 
ment [Jig.  33).  4 

Soient  les  deux  iiexagones  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'.  Je  sup- 
pose égaux  les  angles  A et  A',  B et  B',  C et  C',  D çt  D',  Ê 

et  E',  ainsi  que  les  côtés  AB 
et  A'B',BC  etB'C',Cüet  C D', 
DE  et  D'E'.  Je  porte  les  deux 
polygones  l’un  sur  l’auii'e,  de 
manière  que  les  angles  A et  A' 
coïncident  : A'  F'  prendra  la 
direction  de  AF,  A' B'  et  AB 
se  confondront.  L’angle  B étant  égal  à l’angle  B',  le  côté  B'C' 
prendra  alors  la  direction  du  côté  BC,  et  comme  il  lui  est 
égal,  les  sommets  C'  et  C se  confondront.  Il  en  sera  de 
même  des  sommets  D et  D',  E et  L'angle  E'  étant  égal  à 
l’angle  E,  le  côté  E'F'  prendra  la  direction  du  côté  EF,  et  le 
sommet  F'  devant  se  trouver  à la  fois  sur  les  côtés  EF  et  AF 
tombera  à leur  intersection  F.  Les  deux  polygones  ayant 
mêmes  sommets  se  recouvriront  exactement  et  seront  égaux. 

On  voit  que  si  les  polygones  considérés  ont  n côtés,  il  faut 
qu’ils  aient  pour  être  égaux  « — i angles  égaux  et  n — 2 côtés 
égaux.  Les  conditions  nécessaires  pour  l’égalité  des  deux  po- 
lygones considérés  sont  donc  au  nombre  de  vn  — 3. 


< 


41.  Parmi  les  quadrilatères,  on  distingue  : 

Le  parallélogramme,  dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles; 
le  rectangle,  dont  les  angles  sont  droits;  le  losange,  dont  les 
côtés  sont  égaux;  le  carré,  dont  les  côtés  et  les  angles  sont 
égatix;  le  trapèze,  dont  deux  côtés  seulement  sont  parallèles. 

42.  Dans  tout  parallélogramme,  les  côtés  et  les  angles  op- 
posés sont  égaux. 

Les  angles  opposés  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés 
parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires  (35).  Les  côtés  opposés 
sont  égaux  comme  portions  de  parallèles  comprises  entre  pa- 
rallèles (34). 
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I.a  rt^dpiuqtie  csl  . vraie  34  ;•  Supposons  d'aliuril  les 

iHigles  opposés  t‘f;au\.  De  A = (.  et  Ü = l^,  un  cuiicliinr 
A 4-  15  = C + IK  Les  deux  angles  A cl  U valcnl  donc  en- 
semble la  inoiiié  de  la  somme  des  an- 
gles du  quailrilalère  ou  deux  droits; 
ils  sont  donc  supplémentaires.  Par 
suite; , comme  ils  sont  inlornes  d un 
même  rôle  par  rapport  auxdroitcs  Al). 
IJi;.  et  à la  sécante  AU,  les  droites  AD 
et  BL  sont  parallèles  ^:V2).  On  prouverait  de  même  que  les 
droites  AB  et  DC  sont  parallèles.  La  ligure  ABCÜ  est  donc  bien 

un  parallélogramme.  iir  i 

Supposons  maintenant  qn'on  ait  AB — DL  et  .\D—  nt>.  l es 
deux  triaiigles  ADB,  DBC.  sont  égaux  comme  avant  leurs  trois 
^.fôlés  éuaux  cbacun  à chacun.  Les  angles  ADB  et  DBt.  sont 
.,-^âaux  et,  < onime  ils  sont  altcrncs-inlernes  jiar  rapport  aux 
H^droiies  \D,  BL,  et  a la  sécante  DB,  les  droites  AD  et  B(.  sont 
^ parallèles.  L égalité  des  angles  ABD,  BDt;.  entraîne  de  même 
lè  îwralléiisme  des  droil(;s  AB  et  DC.  Le  quadrilatère  considéré 
est  encore  un  parallélogramme. 

/ont  quadnlnlèn'  dans  h qio'l  deux  fèl^s  opjwsrs  sont  à In- 
fois {-«aux  fl  fntralUdrs,  est  un  paridlêlo^rnmme. 

' Si  Ton  a AD  égal  et  parallèle  à BC,  les  deux  triangles  ADB, 
DBC,  sont  égaux  d’après  le  premier  cas  d'egalilé  ; car  DB  est 
commun  et  lcs,angles  ADB,  DBC,  sont  égaux  comme  alternes- 
internes  par  rapport  aux  parallèles  \D  et  BC  et  a la  sé- 
cante DB.  D en  résulte  \B=DC. 

’r3.  Ixs  diapon/des  d'nn  pnmlléloprninine  sont  inép;ale.s  et 
se  divisent  inninellenient  en  parties  épales  [/!{'.  35). 

I.es  triangles  AOB,  DOC,  sont  égaux  d apres  le  second  cas 
d’égalité  ; car  les  côtés  AB  et  DC  sont  égaux  (4'2),  et  les  angles 

\BOet  ODC,  BAO  etOCD  le  sont  aussi 
comme  alteriies-inlernes  par  rapport 
aux  pandlèles  AB  et  CD  coupées  par 
les  sécantes  BD  et  AC.  On  en  conclut 
AO  = OC  et  OB  = 0D. 

l,es  diagonales  .\C  et  BD  siuii 


l i;-.  ;i3. 


/ 


d’ailleurs  inégales:  car  les  deux 
irian-'les  ADC  et  BCD  ont  le  côté  DC  commun,  le  côté  AD  est 
égal  au  côté  BC;  mais  l’angle  ADC  est  plus  petit  que  l’an- 
'de  BCD,  puisque  <'es  angles  ('tant  supidementaires,  si  1 un  est 
aigu,  l’antre  est  obtus.  Donc  la  diagonale  AC  est  ]ilus  petite 

que  ia  diagonale  BD  [ 1!)).  , , / 

I.orsqne  les  din^omdes  d'nn  nnndrilntere  se  ronprnt  iiintnet- 
lenient  en  parties  épnies.  ee  qnndiilnUxe  est  un  pnrallélo- 
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{flamme.  Celle  réc  ipiiM|ue  esl  immétiialemenl  iléinonlii't 
l’égalilé  des  Iriaiigles  AOH,  DOC. 

■H.  Lorsque  dans  un  [landtéloi'rnmme  l’iin  îles  angles  est 
droit,  tous  les  antres  le  sont,  et  le  quadrlla- 
ti-re  est  un  reclauffle  'Jiff.  3(i). 

Si  l’angle  \ esl  droil , l'angle  Oj(pos(*  Il 
l'csl  aussi  ( 'f2);  les  aiigli*s  H el  D sonl  droils 
connue  suppléments  d’angles  droils. 

Dans  un  rectaiiffle  les  diuffonalessont  éga- 
/«/car  les  Iriangles  reclangles  .MIC,  B VD,  sonl  égaux. 

i5.  L n losange  est  un  paralUdogramme  [Jig.  37);  car  les 
«|ualre  côlés  élaiil  égaux  , il  en  esl  de  niêine  des 
angles  opposés  (V2). 

Dans  un  losange,  les  diagonales  sonV perpen- 
diculaires entre  elles.  La  diagonale  .VC  esl  p(‘r- 
pendicnlaire  sur  le  inilit'ii  de  DB,  j)nis(jne  les 
puinls  A cl  C sonl  (‘galeinenl  disianls  des  poinls 
1)  el  B.  La  diagonale  DB  esl  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  .VC,  puisque  les  poinls  D el  B sonl 
égalemenl  disianls  des  poinls  .\  el  C (25). 


46.  Le  carré  réunit  les  propriétés  du  rectangle  et  du  lo- 
Fig.  38.  sauge  [Jig.  38)  : ses  diagonales  sont  (‘gales 
. el  perpendiculaires  enlre  elles. 

47.  Pitrmi  les  trapèzes,  on  considère  les  tra- 
pèzes rectangles  dans  h'squels  un  celle  esl  per- 
pendiculaire aux  deux  C('ilés  parallèles;  cl  les 
trapèzes  isocèles  ou  symétriques  dans  les(|ucls  les  deux  cèles 
non  parallèles  sonl  égaux  [Jig.  3y). 

Dans  un  trapèze  isocèle,  les  angles 
formés  par  les  côlés  parallèles  avec  les 
deux  autres  côlés  sont-é^aux.  Menons 
DE  parallèle  à CB  : la  figure  DCBE 
sera  un  parallélogramme,  el  l’on  aura 
DE  = CB.  Puisqu’on  a D.V  = CB  par  livpollièsc,  le  Irianglc  .VDE 
sera  isoc/îlc  ; l’angle  A sera  donc  égal  à l’angle  DE.V  el,  par 
suile,  à l'angle  B (35).  Les  angles  D el  C sonl  alors  égaux 
comme  supplémenls  d’angles  égaux. 

48.  Deux  parallélogrammes  sonl  égaux,  lorsqu’ils  onl  un 
angle  (’gal  compris  enlre  deux  côlés  égaux  chacun  à chacun; 
deux  rectangles  sont  égaux,  lorscpi’ils  onl  deux  côlés  adjacenls 
égaux  chacun  à chacun;  deux  losanges  sonl  égaux,  lorsqu’ils 
onl  un  ci4l(V  égal  el  un  angle  égal;  deux  carrés  sonl  égaux, 
lors<|u’ils  onl  un  côté  égal  (40  . 


Fin.  39. 
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CHAPITRE  II. 

IA  C.IRC.O^FÉRENCK  DK  (.ERtLE 


I.  — Des  arcs  et  des  cordes. 

W.  La  circonférence  de  cercle  est  le  lieu  géométrique  de 
tous  les  points  d’un  plan  à égale  distance  d’un  point  intérieur  • 
nommé  cenhe.  C’est  la  seule  ligne  courbe  qu’on  considère 
dans  les  éléments. 

I>a  portion  de  surface  plane  limitée  par  la  circonférence 
s’appelle‘ce/-c/c. 

Toute  ligne  menée  du  centre  à la  circonférence  est  un 
rayon  : tous  les  rayons  sont  égaux.  On  désigne  une  circonfé- 
rence par  son  rayon. 

On  appelle  arc  une  portion  quelconque  de  |a  circonférence  : 
la  corde  d’un  arc  est  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  cet 
arc.  A chaque  corde  correspondent  deux  arcs  dont  la  somme 
constitue  la  circonférence  : on  ne  s’occupe  ordinairement  que 
du  plus  petit  de  ces  deux  arcs. 

Toute  corde  passant  par  le  centre  est  un  diamètre  : tous  les 
diamètres  sont  égaux  puisqu’ils  équivalent  à deux  fois  le  rayon. 

La  circonférence  est  une  courbe  convexe,  c’est-à-dire  qu’elle 
ne  peut  être  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points. 
S’il  en  était  autrement,  on  pourrait  mener  du  centre  à une 
même  droite  trois  droites  égales  ; ce  qui  est  inadmissible.  En 
effet,  d’un  point  à une  droite  on  ne  peut  mener  plus  de  deux 
obliques  égales  {24}. 

50.  La  plus  (rrande  corde  qu’on  puisse  mener  dans  une  cir- 
conférence est’ un  diamètre  ; tout  diamètre  divise  le  cer- 
cle et  sa  circonférence  en  deux  parties 
égales  [fig.  40). 

Soit  la  corde  .\B;  je  mène, par  le  point  .\ 
le  diamètre  AC,  et  je  joins  le  centre  O au 
point  B.  Le  triangle  AOB  donne. 

AB  < AO  -f-  OB  ou  A B < AC, 

Si  l’on  ])lic  maintenant  la  figure  le  long  du 
diamètre  AC  pour  rabattre  la  partie  supérieure  du  cercle  sur  sa 
partie  inférieure,  je  dis  que  les  deux  portions  de  circonférence 
déterminées  par  le  diamèt. c .\C  se  recouvriront  complète- 
ment. S’il  n’en  était  pas  ainsi,  si  le  point  B,  jiar  exemple,  tom- 
bait en  B,,  les  ravonsOl)  et  <4B,  seraieni  inégaux,  <le  sorte  qu’il 
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y aurait  des  points  de  la  circonférence  inégalement  éloignés 
du  centre. 

51.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  de  rayons 
égaux,  à des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes  égales; 
réciproquement , à des  cordes  égales  correspondent  des  arcs 
égaux,  pourvu  que  les  arcs  considérés  soient  tous  les  deux  plus 
petits  ou  plus  grands  qu’une  demi-circonférence  [Jig.  4')' 

Soient  lés  deux  cercles  de  rayons  égaux  OA  et  IC  : ces  deux 
cercles  coïncideront  nécessairement  si  l’on  fait  coïncider  leurs 

centres.  On  peut  les  faire  coïn- 
cider de  manière  que  le  point  C 
tombe  au  point  A.  Si  l’on  sup- 
pose alors  que  l’arc  CI)  soit  égal 
à l’arc  AB,  le  point  l)  tombera  au  •’ 
point  B.  Les  deux  cordes  CD 
et  AB  coïncideront  donc  et  se-  . 
ront  égales. 

Réciproquement,  si  les  cordes  CD  et  AB  sont  égales,  les 
deux  triangles  CID  et  AOB  seront  égaux  comme  ayant  leurs 
trois  côtés  égaux  chacun  à chacun.  L’angle  CID  sera  donc  égal 
à l’angle  AOB.  Si  l’on  porte  les  deux  cercles  l’un  sur  l’autre  de 
manière  que  les  rayons  IC  et  OA  coïncident,  le  rayon  ID 
prendra  la  direction  du  rayon  OB,  et  le  point  D tombera  au 
point  B.  Les  deux  arcs  CD  et  AB  coïncideront  donc  et  seront 
égaux. 

52.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  à un 
plus  grand  arc  correspond  une  plus  grande  conle,  et  récipro- 
quement. 11  est  bien  entendu  qu’on  considère  toujours  des 
arcs  plus  petits  qu’une  demi-circonférence. 

Soient  le  cercle  IC  égal  au  cercle  OA  et  l'arc  AU  plus  grand 
que  l’arc  CD  [fig.  4«)  : Je  dis  que  la  corde  AU  sera  plus  grande 
que  la  corde  CD. 

Je  prends  l’arc  AB  égal  à l’arc  CD  : la  corde  .\B  sera  égale  à 
la  corde  CD  (51  ),  et  la  question  sera  ramenée  à comparer  les 
deux  cordes  AH  et  AB.  Je  Joins  OB;  le  rayon  OB  se  trouvera 
nécessairement  dans  l’angle  AOH,  puisque  le  point  B doit  se 
trouver  entre  les  points  A et  II.  L’angle  AOB  sera  donc  plus 
petit  que  l’angle  AOII.  Si  l’on  compare  alors  les  deux  triangles 
AOB  et  AOH  qui  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux  côtés 
^égaüx,  on  en  conclura  immédiatement  All;>AB  (19). 

Iji  réciproque  est  évidente. 

On  voit  qu’il  existe  entre  deux  cordes  la  même  relation 
qu’entre  les  arcs  qu’elles  sous-tendent,  pourvu  que  ces  arcs 
soient  plus  petits  qu’une  demi-circonférence.  Si  l’on  considé- 
rait des  arcs  plus  grands  (pi'une  demi-circonférence,  la  corde 
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ur,  peiiie  ail  coiurairci|ue  l’arc  sérail  plusfiraiid. 

Il  csl  êvideiU  d’ailleurs  que  le  vap/tori 
de  deux  mes  n'est  pas  éf'al  à celui  de  Ictus 
cottles. 

Si  l’arc  AB  esl  double  de  l'arc  AC,  la  cordc 
AB  esl  plus  petite  ([ue  A(i-i-CB,  c’est-à-dire 
]dus  jieliie  tpie  le  double  de  la  corde  \C 

4^-)- 


II- — Perpendiculaires  et  parallèles  dans  le  cercle. 


’>3.  l.e  duuneire  perpendiculaire  à une  conle  divise  en  deux 
parties  éirales  cette  corde  et  les  mvs  tpt’elle  sous-tend  [fii;.  43). 

S(»ient  la  corde  CI)  el  le  diamètre  AB  qui  lui  esl  perpendi- 
culaire : plions  la  ligure  le  long  dn  ilia- 
inètre.AB.  l.e  point  1)  lombera  sur  IKi,  piiis- 
tpie  les  angles  en  11  élanl  droits,  111)  preiul 
la  direciion  do  IIC;  le  point  I)  lombera  aussi 
sur  la  demi-circonférence  ACB  : il  lotubera 
donc  an  |>oinl  C.  lll)  élanl  égal  à IIC,  le 
poinl  11  est  le  milieu  de  la  corde  Cl).  L’arc 
Bl)  coïncidani  avec  l’arc  BC,  ci  l’arc  Al) 
coïncidant  avec  l’arc  AC,  les  points  B et  A seront  les  milieux 
des  arcs  sous-tendus  par  la  cord(t  C.l). 

Le  diamètre  AB  remplit  cinq  conditions  : il  passe  jtar  le 
centre,  il  est  perpendiculaire  sur  la  corde  CD,  il  passe  par  son 
milieu  et  par  les  milieux  des  arcs  qu’elle  détermine.  Deux 
conditions  suflisant  pour  déterminer  une  droite,  dès  (prune 
droite  remplira  deux  des  ciinj  conditions  énoncées,  elle  rem- 
plira forcément  les  trois  autres,  lài  pariiculier,  si  l’on  joint  le 
centre  au  milieu  de  la  corde,  on  a un  diamètre  perpendiculaire 
sur  celte  corde  et  «lonl  les  exiiémilés  sont  les  milieux  des  arcs 
.sous-tendus  |)ar  la  corde. 

L(*  lieu  géométrique  des  jioinis  milieux  d'un  système  de 
cordes  parallèles  esl  évidemment  le  diamètre  mené  jterpendi- 
culairement  à leur  direciion. 


i'iR.  .i:i. 
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III 


oi.  Deux  cordes  éf^ules  sont  é<r(dement  cloit^nées  du  centre 
Kij,  /,}.  et,  de.  deux  cordes  inéf^ules,  la  plus  petite 

est  la  plus  éloif^uée  du  centre  (Jip;-  4Î)- 
Soient  les  deux  cordes  égales  AB  et  CD. 

\ .l’aliaisse  du  centre  stir  ces  cordes  les  per- 
pendicidaires  OE  et  01'.  Les  points  E et  E. 
j seront  I(*s  milieux  des  deux  cordes  ( H3).  Dès 
^ lors  les  deux  lriangl(*sj'eclangles  E()B,  FOC, 
seront  égaux  ('iB.  ?.“)  el  l’on  aura  OE  = OF. 
l’renons  inainlenant  un  arc  AC  [dus  petit 
fpie  Tare  ,AB  ; la  corde  A(!  sera  plus  peiilè  (pie  la  corde  AB  (5'2). 
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La  |ieri>ciuiiculaiio  OU  abaissée  tlu  ceiilre  sui-  la  corde  A(î, 
coupera  nécessairement  la  coi  de  AH  au  point  1,  car  les  points 
0 et  H sont  de  cotés  diliércnts  par  rapporta  AH.  On  aura  donc 
Oi<;OH.  01  étant  une  oblic|ue  à AU,  on  aura  à plus  lorte  rai- 
son OE<;|t)ll. 

La  réciproque  do  cette  proposition  est  évidente,  c.’est-à-iliro 
(|iie  les  distances  d(;s  cordes  au  centre  ont  entre  elles  la  même 
relation  inverse  <]ue  les  cordes  elles-mêmes,  sauf  dans  le  cas 
il’égalilé. 

5o.  Trois  points  non  en  lif'ne  droite  déterminent  une  cir- 
conférence l'i'i  ). 

Soient  les  trois  points  A,  H,  C,  non  situés  on  ligne  droite.  Je 
mène  les  droites  AH  et  H(].  J’élève  DK  perpendicidaire  sur  le 
milieu  de  Ail,  K(1  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  Hti.  Ces  deux  perpendiculaires  se. 
rencontreront  en  un  point  O ; en  elTel,  si 
l’on  joint  DK,  la  somme  des  angles  internes 
il’un  même  côté  ODK  et  OKI)  sera  inlé- 
rienre  à deux  angles  droits  (33).  Le  point  O 
•'tant  à la  fois  c‘galement  distant  des  points  A et  H et  des  points 
B et  C,  sera  à égale  distance  des  trois  [loinls  A,  H,  (].  Par  suite, 
si  du  point  O comme  centre,  avec  OA  pour  rajon,  on  décrit  une 
circonférence,  elle  passera  par  les  trois  points  donnés.  Et  comme 
il  n’v  a qu’un  point  0 à égale  distance  des  points  A,  B,  C,  il  n’y 
a aussi  qu’une  circonférence  jiassant  par  ces  points. 

D’après  ce  tliéorème,  trois  points  non  en  ligne  droite  sufli- 
sant  pour  déterminer  une  circonférence,  dés  que  deux  circon- 
férences auront  trois  points  communs  (49),  elles  coïncideront. 

5ü.  Lorsqu’une  droite  AH  rencontre  une  circonférence  en 
deux  points  A et  B {/if;.  4<>).  on  dit  qu’elle  est  sécante  à celte 
circonférence.  .Si  la  sécante  AH  tourne  autour 
du  point  A pour  venir  prendre  une  position 
telle  que  AH',  le  second  |)oint  d’intersection 
se  rapprochera  du  premier.  11  arrivera  un 
moment  oit  la  sécante  venant  en  AC, ‘les 
deux  jminis  d’intersection  H et  A se  réuni- 
ront en  un  seul.  On  dit  alors  que  la  droite  AC 
est  tauf^ente  à la  circonférence  au  point  A, 
qu’on  appelle  point  de  contact.  La  circon- 
férence étant  une  courbe  convexe,  la  tangente  AC  ne  peut 
avoir  qir'un  point  commun  avec  elle, -elle  la  /onc/te  en  ce  pohtl. 
On  peut  donc  définir  la  tangente  à la  circonférence,  une  droite 
(|ui  n’a  (|u’nn  point  commun  avec  elle;  mais  celle  définition, 
applicable  seulement  aux  courbes  convexes,  est  moins  générale 
que  la  priM  édenie. 


Fig.  !\H. 
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Toute  perpendiculaire  ù l'extrémité  d’un  rayon  est  tangente 
à la  circonférence  ; réciproqiipinenl,  toute  tangente  à la  cir- 
conférence est  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  mené 
au  point  de  contact  [fig.  47  )• 

Soit  ('!)  perpendiculaire  à l’exlrémité  du 
raxon  OA.  Toute  droite  telle  que  OB  sera 
obli(|ue  par  rapport  à CD.  On  aura  donc 
0B]> OA,  c’est-à-dire  que  le  point  B sera 
extérieur  à la  circonférence.  Le  point  B 
étant  (|uelconque,  la  droite  LD  n’aura  que  le 
point  A commun  avec  la  circonférence  : 
elle  lui  sera  donc  tangente  en  ce  point. 

Supposons,  réciproquement,  que  la  droite  CD  soit  tangente 
à la  circonférence  au  point  .A.  Le  point  B sera  extérieur  à la 
circonférence, et  l’on  aura  OB>OA.  Dès  lors  OA  représentera 
la  plus  courte  distance  du  centre  à la  droite  CD,  et  sera  perpen- 
diculaire sur  cette  droite. 

11  résulte  de  ce  théorème  que,  par  un  point  pris  sur  une  cir- 
conférence, on  peut  toujours  lui  mener  une  tangente,  mais  une 
seule. 

On  voit  aussi  qu’une  tangente  est  parallèle  au  système  de 
cordes  que  le  diamètre  mené  au  point  de  coiitacldivise  en  deux 
parties  égales  (53). 


B D 


37.  Deux  parallèles  interceptent  sur  une  même  circonférence 
des  arcs  égaux  [fg.  48  )• 

Soient  les  deux  parallèles  DE,  BC,  et 
soit  la  tangente  FG  qui  leur  est  parallèle. 
Le  rayon  OA  mené  au  point  de  contact 
sera  perpendiculaire  aux  cordes  DE,  BC  : 
le  point  A sera  donc  le  milieu  des  arcs 
DE  et  BC,  et  l’on  aura  arc  AD  = arc  AE. 
arc  AB  = arc  AC.  Il  en  résulte  évidemment  arc  BD  = arc  CE. 

Si  l'on  considérait  la  tangente  parallèle  à la  tangente  FG, 
cette  tangente  correspondrait  à l’autre  extrémité  du  diamètre 
qui  passe  par  le  point  .A  ; les  arcs  com|n  is  entre  ces  deux  tan- 
gentes seraient  donc  des  demi-circonférences. 


58.  Pour  trouver  la  plus  courte  ou  la  plus  grande  distance 
d'un  point  à la  circonférence,  il  faut  le  joindre  aù  cen- 
tre [Jig.  4o  ). 

Soit  le  point  A extérieur  à la  circon- 
férence dont  le  centre  est  O'.  Je  joins 
le  point  A au  centre;  en  prolongeant 
AO,  j’obtiens  deux  jioints  d’intersec- 
tion B et  C.  Menons  une  droite  quel- 
conque \D.  Le  triangle  OAD  df»n- 
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liera  OA  <^(U)-i- AI).  Helranchant  de  jiarl  et  d’autre  le  rajoii 
OB  et  le  ra\on  OD.il  restera  AB<[A1).  Ou  aura  de  même 
AO-t- 01)  3>  Al),  ce  qui  revient  à AC>  AI). 

Si  le  point  A est  intérieur  à la  circonférence,  le  triangle  OAD 
donne  OD  — OA  <]  AD  , et  si  l’on  remplace  01)  par  son  égal 
OB,  il  vient  encore  AB<  AD.  On  aura  de  même  AD  c^OA-i-OD 
ou  AD<^  AC. 

La  plus  courte  distance  cherchée  est  donc  AB,  la  plus  grande 
est  AC. 

On  appelle  normale  à une  courbe  la  perpendiculaire  élevée, 
au  point  de  contact,  à la  tangente  à cette  courbe.  Dans  le  cercle, 
toutes  les  normales  concourent  au  centre.  La  plus  courte  et  la 
plus  grande  distance  que  nous  venons  de  déterminer,  se  con- 
fondent avec  les  deux  normales  qu’on  peut  mènera  la  circonfé- 
rence par  le  point  donné. 

in.  — Positions  mutuelles  de  deux  circonférences. 

59.  Deux  circonférences  qui  ne  coïncident  pas  ne  peuvent 
avoir  plus  de  deux  points  communs  (55)  ; on  dit  alors  qu’elles 
sont  sécantes. 

Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  la  ligne  qui  joint 
leurs  centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  conte 
commune. 

En  effet,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
commune  passe  parles  centres  des  deux  circonférences (53) ; 
elle  se  confond  donc  avec  la  ligne  des  centres. 

Deux  circonférences  sont  tangentes,  lorsqu’elles  ont  en  un 
point  commun  une  tangente  commune.  O point  commun  est 
nécessairement  situé  sur  la  ligne  des  centres , car  les  rayons 
des  deux  circonférences  qui  sont  perpendiculaires  à la  tan- 
gente commune  ne  forment  qu’une  seule  et  même  droite.  Il 
est  évident  que  deux  circonférences  tangentes  n’ont  qu’un 
point  commun. 

60.  Deux  circonférences  ne  peuvent  occuper  que  cinq  posi- 
tions différentes,  l’une  par  rapport  à l’autre.  Elles  peuvent 
être  : extérieures  l’une  à l’autre,  tangentes  extérieurement, 

sécantes,  tangentes  intérieurement, 
intérieures  l’une  à l’autre. 

1®  Lorsque  deux  circonférences 
sont'extérieures  l’une  à F autre,  la 
distance  des  centres  est  plus  grande 
que  la  somme  des  rayons  [Jig.  5o). 
On  a,  en  effet, 

O0'  = 0.\  f- A \'-4-0'  A'. 


Fig.  5o. 
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-.>®  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieure- 
ment, In  (Ustunve  des  centres  est  égale  à la  somme  des  ru)-ons 
[Jig.  5i).  En  elfel,  1<*  point  de  coninrl 
(les  deux  cireoniï'rences  éuinl  sur  hi 


Ki';.  TiQ. 


lifino  deseenires,  on  nOO'=OA-|-0'A. 

3"  Lorsque  deux  circonférences  sont 
sécantes,  ta  distance  des  centres  est 
plus  petite  que  la  somme  des  rayons 
et  plus  grande  que  leur  différence 
{Jig-  5?.).  En  effet,  le  triangle  OBO' 
(ionne  OO' <;  (>B -i-  (VB.  Il  donne 
aussi  00'd-0'B>0B  cl,  par  suite, 
Ot)'>  OB— O'B. 

4"  L.orsque'deux  circonférences  sont 
tangentes  intérieurement , la  distance 
des  centres  est  égale  ét  la  différence, 
des  rayons  [fig.  53).  En  effet,  le  point 
do  conta('t  des  deux  circonférenres 
étant  sur  la  ligne  des  rentres,  on  a 
OU'  = OA  — O'A. 

5"  Lorsque  deux  circonférences  sont 
intérieures  l'une  à l'autre,  la  distance  des 
centres  est  plus  petite  que  la  différence 
des  rayons  [Jig.  54).  En  effet,  l'on  a 

O0'  = OA— 0'\'  — AA'. 


E('s  réciproques  de  ces  ein(|  propositions 
sont  évidentes,  .le  dis,  ]»ar  exemple,  tpie  si 
la  distance  des  centres  est  égale  à la  somme 
des  ravons,  les  deux  eireonférenees  sont  tan- 
gentes extérieurement.  En  effet,  si  elles  occu- 
paient une  des  ([uatre  autres  positions  possi- 
bles, la  distance  des  centres  serait  plus  grande 
ou  plus  petite  fpie  la  somme  des  ravons. 


IV. -r- Mesure  des  angles. 


- Gl.  Eomme  nous  l’avons  déjà  dit  en  aritlimeli(jue,  le  rapport 
de  deux  grandeurs  est  le  nombre  fpii  mesure  la  premii'n',  lors- 
(|u’on  prend  la  seconde  pour  unité. 

Lors(iue  deux  grandeurs  sont  commensurahles , ieiir  rap- 
port est  commcnsuralde  avec  l'unité , c’est-a-dire  (]u  il  est 
exprimé  par  un  nombre  entier  on  fractionnain'.  Soient  deux 
grandeurs.  A et  B,  désignons  leur  commune  mcMire  par  m, 
et  supposons  qu’on  ail  .\~i~m,  B=ç»/»i.  l-c  raj)poit  de  .V 
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à B sera 

• 1 7 /«  17 

• — — ou  — • 

9"'  9 

• • 

Lorsque  deux  {'randeurs  sont  //iroHi/ue/iif^m/j/M,  leuri"ip|iorl 
est  inconiniensnrahle  wec  /’h/i/V»?, c'est-à-dire  qu’il  ne  peut  »^lre 
(\priiné  ni  par  un  nombre  entier  ni  par  un  nombre  fraction- 
naire. Mais  on  peut  l’obtenir  avec  telle  approximation  qu’on 
veut  (9). 

Il  est  nécessaire  de  délinir  ce  qu’on  doit  entendre  par  deux 
rapports  incommcnsundtles  éj^nux.  Deux  rappoits  incommen- 
surables sont  éf'aux  lorsqu’ils  ont  la  même  expression  numé- 
rique pour  le  même  degré  d’approximation,  et  cela  quel  que  soit 
le  degré  d’approximation  choisi. 


(1*2.  Dans  le  même  cercle  on  dans  des  cercles  égaux,  les 
anp,les  au  centre  égaux  correspondent  à di  s arcs  égaux,  et  ré- 
ciproquement [fig,  55). 

On  appelle  angle  au  centre  un  angle  dont  le  sommet  se 
confond  avec  le  centre  de  la  circonférence  considérée.  Suppo- 
Fic  rô.  sons  que  l’angle  AOB  soit  égal  à 

l’angle  A'O'lV,  le  rayon  AO  é- 
tant  égal  au  rayon  A'O'.  Les 
deux  triangles  AOB,  A' O' B',  se- 
ront égaux  d’après  le  premier 
cas  d’égalité.  La  corde  AB  étant 
alors  égale  à la  corde  A' B',  l’arc  \B.sera  égal  à l’arc  A' B'. 

Héciproqnemenl,  si  l’on  suppose  l'arc  AB  égal  à l’arc  A' B', 
la  corde  AH  sera  égale  à la  corde  A' B',  les  deux  triangles  AOB, 
■A'O'lV,  seront  égaux  d’après  le  troisième  cas  d'égalité,  et  l'on 
en  conclura  l’égaillé  des  angles  AOB,  A'tl'B'. 

()3.  Le  rapport  de  deux  angles  quelconques  est  égal  à celai 
des  arcs  compris  entre  leurs  côtés,  et  décrits  de  leurs  sommets 

comme  centres  avec  un  même 
rayon  [Jig-  5(i). 

Soient  le>^  angles  AOC  et 
A'O'f,'.  Décrivons  de  leurs 
sommets  comme  centres  avec 
un  même  rayon  les  arcs'AO, 
V'C'.  Suppofibns  d’ajiord'r^p 
ces  arcs  aient  une  commune  mesure  contenue  5.  fyby  ]»ar 
exemple  , dans  l’arc  AL  et  3 fois  dans  l’arc.  A'f.SkNbu.s 
aurons  alors  ( (il  ) ' 

jVL  _5 
.V’  t;'  ~ 3‘ 


Fif;.  r»o. 


1 


vr 
/ \ 
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Joignons  aux  conlrosOel  O'  tous  los  points  de  division  des  arcs 
AC,  A'C'.  Nous  décomposerons  l'angle  AOC  en  5 angles  par- 
tiels tels  que  AOB,  et  l’angle  A' O' C'en  3 angles  partiels  tels  que 
A' O' B'.  Tous  ces  angles  partiels,  correspondant  à des  ^cs 
égaux,  seront  égaux  entre  eux  (62),  et  l’un  d’eux  pourra  servir 
de  commune  mesure  aux  angles  AOC,  A'O'C'.  On  aura  donc 

AOC  5 
A'O'C'  ~ 3’ 

Par  conséquent,  le  rapport  des  deux  angles  est  bien  égal  à 
celui  des  deux  arcs  interceptés. 

Supposons  maintenant  ((ue  les  deux  arcs  AC  et  A'C'  n’aient 
pas  de  commune  mesure.  Divisons  l’arc  A'C'  en  un  certain 
nombre  m départies  égales,  désignons  par  a l’une  de  ces 
parties.  Nous  aurons  A'C'  = ma.  Portons  a sur  AC  autant  de 
fois  que  possible  ; supposons  que  AC  contienne  p fois  a,  plus 
un  reste  r,  inférieur  .à  a et  nécessairement  incommensurable 
avec  a.  Nous  aurons  AC  = pn-\-  r.  Il  en  résultera 

AC  pa-\-  r P r 

A'  C'  ma  m ma 


La  fraction 


I 

rieure  a — • 
m 


- étant  inférieure  à i,  la  fraction  — ^ est 
a ma 

AC 

Par  suite,  représente  le  rapport 


infé- 


avec 


une  approximation  marquée  • 

Si  l’on  joint  aux  centres  O et  O'  tous  les  points  de  division 
des  arcs  AC,  A'C',  on  décomposera  l’angle  A'O'C'  en  m angles 
partiels  égaux  entre  eux,  nous  désignerons  l’un  de  ces  angles 
par  A,  et  l’angle  AOC  en  p angles  partiels  égaux  à A,  plus  un 
angle  R inférieur  à A.  On  pourra  donc  écrire 


A'O'  C'  = m A et  AOC  = p\  -+■  R. 


Il  en  résultera 

AOt:  _ />  A + R 
A'O'C'  ~ m\  ’ 

c’est-à-dire 

AOC  _ p R 
A'O'C'  ~ m /;/A' 


La  fraction  étant  inférieure  à i , la  fraction  — r <?st  inférieure 
. , A m A 

, P , 'OC 

a — Par  suite,  — représenté  le  rapport  -rrrrrrr  ap- 

m m ''  AOC 


proximalion  marquée  par  — 

III 
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Pris  avec  le  même  liegiM"  d’approximation,  les  deux  rap- 

Ai;  AOC  , . , . . 

ports  et  t/?v7v  donc  égaux,  et  cela  quel  que  soit 
A i.  A U 

le  degré  d’a|)proximation,  puisque  la  valeur  de  ni  est  romplé- 
tement  arbitraire.  Le  théorème  subsiste  donc  encore,  lors 
même  que  le  rapport  des  arcs  est  incommensvirable. 

Le  mode  de  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage. 
p>st  complètement  général  ; dans  tous  les  cas  analogues  à celui 
que  nous  venons  de  traiter,  nous  ne  le  répéterons  donc  pas, 
et  nous  renverrons  à ce  qui  précède. 

64.  Si  l’on  fait  correspoiulre  Vanité  d’arc  à Vanité  d’anf^lc, 
la  mesure  de  V angle  sera  exprimée  par  le  même  nombre 
abstrait  que  la  mesare  de  Varc  qu’il  intercepte. 

11  est  naturel  de  choisir  l’angle  droit 
pour  unité  d’angle.  Menons  par  le  centre 
d’une  circonférencedeuxdiamètres  AA',BB', 
perpendiculaires  entre  eux  [Jig.  57).  Ou 
l’ormera  ainsi  quatre  angles  au  centre  égaux 
entre  eux,  il  en  sera  donc  de  même  des  arcs 
correspondants,  k l’angle  droit  correspond 
par  suite  un  quart  de  circonférence,  et  nous 
devrons  prendre  ce  quart  de  circonférence  pour  unité  d’arc. 

Si  l’oii  veut  comparer  l’angle  quelconque  AOC  à l’angle 
droit  AOB,  on  aura  (63) 

. AOC  AC  ^ AOC  AC 

• “ OU  - • 

AOB  AB  i'*'^  11" 

Le  premier  membre  de  l'égalité  exprime  la  mesure  de  l’angle  . 

AOC,  le  second  membre  exprime  la  mesure  de  l’arc  AC.  Le 
même  nombre  abstrait  représente  donc  bien  les  deux  mesures. 

Si  l’on  dit  souvent  qu’im  angle  a pour  mesure  son  arc,  c’est 
seulement  pour  abréger  le  discours.  On  doit  dire  : la  mesure 
de  l'angle  est  égale  à celle  de  Varc  qu’il  intercepte. 

Pour  faciliter  l’expression  des  arcs,  on  a divisé  la  circonfé- 
. rence  en  36o  parties  égales  appelées  degrés;  chaque  degré, 
en  60  parties  égales  appelées  minutes;  chaque  minute,  en 
60  parties  égales  appelées  secondes.  Le  quart  de  la  circonfé- 
rence renferme  90  degrés  ou  54oo  minutes  ou  324000  se- 
condes. On  indiquera  un  arc  de  3a  degrés  a5  minutes 
27  secondes,  en  écrivant  32®  26'  17". 

Un  angle  de  3a®  25'  17"  sera  alors  un  angle  qui  inter- 
cepterait un  arc  de  3a®  25'  17"  sur  une  circonférence 
décrite  de  son  sommet  comme  centre  avec  an  rayon  qnel~ 
conque.  Pour  comparer  cet  angle  à l’angle  droit,  il  faut  com- 
parer 32°  25'  17"  à 90®.  Pour  effectuer  celte  comparaison,  on 
11.  3 
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devra  exprimer  en  secondes  le  nombre  complexe  32"-25'  17" 
et  remplacer  90“  par  324000".  On  trouvera  ainsi  pour  le  rap- 
port cherché  ' ' • 

65.  On  appelle  angle  inscrit  un  angle  formé  par  deux 
cordes  qui  se  coupent  en  un  même  point  de  la  circonférence. 

La  mesure  d'un  angle  inscrit  est  égale  à la  mesure  de  la 
moitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Nous  distinguerons  trois  cas  [Jig.5S].  Le  centre  de  la  circon- 
férence pourra  tomber  sur  l’un  des  côtés  de  l’angle.  Soit,  par 
exemple,  l’angle  ABC.  Joignons  OA.  Le  trian- 
gle AOB  sera  isocèle,  et  l’angle  .A  sera  égal  à 
l’angle  B.  L’angle  AOC  extérieur  au  triangle 
AOB,  étant  égal  à la  somme  des  deux  angles 
intérieurs  qui  ne  lui  sont  pas  adjacents  (37), 
sera  égal  au  double  de  l’angle  ABC.  Comme 
angle  au  centre,  l’angle  AOC  a la  même  me- 
sure que  son  arc  AC  ; l’angle  ABC,  qui  en  est 
la  moitié,  aura  donc  pour  mesure  celle  de  la  moitié  de  l’are 
AC(63). 

Supposons  que  le  centre  de  la  circonférence  tombe  entre 
les  deux  côtés  de  l’angle,  et  considérons  l’angle  ABD.  On 
mènera  par  le  sommet  B le  diamètre  BC.  L’angle  ABI)  étant  la 
somme  des  angles  ABC,  CBD,  sa  mesure  sera  égale  à la  somme 
de  leurs  mesures.  Elle  sera  donc  encore  la  même  que  celle  de  , 
la  moitié  de  l’arc  Al). 

Enfin,  si  le  centre  est  extérieur  à l’angle  considéré  ABE, 
on  mènera  encore  le  diamètre  BC.  L’angle  ABE  étant  la  dif- 
férence des  angles  EBC,  .ABC,  sa  mesure  sera  égale  à la  diffé- 
rence île  leurs  mesures,  c’est-à-dire  à celle  de  la  moitié  de 
l’arc  AE. 

La  mesure  de  l'angle  formé  par  une  tangente  et  une  corde 
aboutissant  au  point  de  contact,  est  égale  à la  mesure  de  la  moi- 
tié de  l’arc  sous-tendu  par  la  corde  [Jig.  59). 

Soit  l’angle  BAC.  Par  le  point  C,  menons 
CE  parallèle  à la  tangente  BI)  : les  arcs  AC  et 
AE  seront  égaux  (57).  Les  angles  BAC,  ACE, 
sont  d'ailleurs  égaux  comme  alternes-inter- 
nes  (31).  La  mesure  de  l’angle  BAC  sera 
donc  égale  à la  mesure  de  l’angle  ACE, 
c’esi-à-dirc  qu’elle  sera  égale  à celle  de  la 
moitié  de  l’arc  AE  ou  de  son  égal  AC. 

La  moitié  de  l’arc  AC  correspondant  à la  mesure  de  l’angle 
BAC,  la  moitié  de  l’arc  AEC  correspondra  à celle  de  l’angle 
supplémentaire  CAD;  car  la  somme  des  mesures  de  deux 
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angles  su|)plénicntaires  iloii  èire  égale  a In  mesure  de' deux 
angles  droits  ou  a une  demi-circoiiféreuee. 

On  appelle  segment  lu  portion  de  surface  circulaire  com- 
prise entre  un  arc  et  sa  corde  : a clia(|ue  corde  correspondent 
deux  segments.  Tons  tes  angles  inscrits  dans  un  nu^me  seg- 
ment, c est-à-dire  ayant  leurs  sommets  sur  l’arc  <lu  segnumt  et 
leurs  cotés  terminés  à sa  corde,  sont  égaux.  Kn  effet,  tous  les 
angles  tels  que  ACH,  ADIt,  AEIt,  correspondent  au  même  arc 
J'n-  Torsqne  le  segment  considéré  est  un  demi-cercle, 
les  angles  inscrits  sont  droits,  puisrpie  leur 
mesure  correspond  au  quart  de  la  circonfé- 
rence. Suivant  que  le  segment  considéré 
est  plus  petit  ou  plus  grand  qu’un  demi-cer- 
cle, les  angles  qui  y sont  inscrits  sont  ohtns 
ou  aigus,  puisque  leur  mesure  est  alors  plus 
grande  ou  plus  petite  que  celle  d’un  angle 
droit.  On  dit  qu’un  segment  de  cercle  est 
capable  d'un  angle  donné,  lors(|ue  les  angles  inscrits  dans  ce 
segment  .sont  égaux  à l’angle  considéré. 

CG.  I.a  mesure  de  F angle  formé  par  deux  sécantes  qui  se 
croisent  à l’intérieur  de  la  circonférence,  est  égale  à la  somme 
des  mesures  des  arcs  interceptés  par  les  côtés 
de  l'angle  et  leuis  prolongements  [fig.  6i  ). 

Soit  l’angle  HAC.  Ses  côtés  interceptent  l’arc 
BC,  ses  côtés  |)rolongés  interceptent  l’arc  l>E. 
Joignons  CI).  I.’angle  BAC  extérieur  au  trian- 
gle CAI),  est  égal  à la  somme  des  deux  angles 
intérieurs  D et  C.  Sa  inesure  sera  donc  égale  à la 
somme  des  mesiiVesde  ces  deux  angles.  Elle  équivaudra  doue 
à la  moitié  de  l’arc  BC,  augmentée  de  la  moitié  de  l’arc  DE. 

G7.  La  mesure  de  l’angle  formé  par  deux  sécantes  qui  se 
croisent  à l’extérieur  de  la  circonférence,  est  égale  à la  dif- 
férence des  mesures  des  arcs  interceptés  par 
les  côtés  de  l’angle  [fig.  62). 

Soit  l’angle  BAC  dont  les  côtés  interceptent 
les  arcs  BC  et  DE.  Joignons  CD.  L’angle  BDC 
extérieur  au  triangle  ACD  sera  égal  à la  somme 
des  angles  intérieurs  A et  C.  L’angle  BAC  sera 
donc  égal  à la  différence  des  angles  BIX!  et 
DCE.  Sa  mesure  sera  égale  à la  différence  des 
mesures  de  ces  deux  angles,  c’est-à-dire  qu’elle 
équivaudra  à la  moitié  de  l’arc  BC,  diminuée  de  la  moitié  de 
l’arc  DE. 

Le  théorème  subsiste,  l’une  des  sécantes  ou  toutes  les  deux 
devenant  tangentes. 

3. 


Fil».  60. 
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ü8.  Lei  angles  opposés  d'un  (jii  ad  ri  la  1ère  inscrit  dans  une 
circonférence  sont  supplémentaires. 

On  dil  qu’un  quadrilalère  est  incril  dans  une  circonférenre, 
lorsque  ses  quatre  sommets  sont  sur  cette  circonférence.  Soit 
le  quadrilalère  ABCI)  [Jig.  63).  La  mesure  de 
l’angle  A correspondra  à la  moitié  de  l’arc 
Bt;D  (ü5),  celle  de  l’angle  C correspondra 
.à  la'moilié  de  l’arc  BAD.  La  somme  des  me- 
sures des  deux  angles  A et  0 équivaudra 
donc  à une  demi-circonférence,  c’est-à- 
dire  que  ces  angles  sont  supplémentaires. 

La  réciproque  de  celte  proposition  est  vraie,  fout  quadrila- 
tère dans  lequel  deux  angles  opposés  sont  supplémentaires,  est 
inscriptible.  Sujiposons  que  les  angles  A et  C remplissent  celte 
condition.  Si  l’on  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois 
sommets  U,  A,  B,  je  dis  qu’elle  passera  par  le  quatrième  som- 
met C.  S’il  n’en  était  pas  ainsi,  la  mesure  de  l’angle  C serait 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la  moitié  de  l’arc  BAI) 
(ÜG,  67);  cet  angle  ne  serait  donc  pas  le  supplément  de  l’angle  A. 

V. — Prol)Ièmeg  graphiques  sar  la  ligne  droite  et  la  circonférence 

de  cercle. 

69.  Résoudre  graphiquement  un  problème,  c’est  construire 
certaines  ligures  devant  satisfaire  à des  conditions  déterminées. 
L’exactitude  de  la  solution  dépend  de  rexactilude  des  construc- 
tions. Ün  n’emploie  dans  ces  sortes  de  constructions  que  la  ligne 
droite  et  la  circonférence  de  cercle,  c’est-à-dire  que  les  lignes 
qu’on  peut  tracer  à l’aide  de  la  règle  cl  du  compas. 

Nous  ne  dirons  rien  de  l’usage  et  de  la  vérification  de  ces 
instruments,  bien  connus  du  lecteur.  Nous  ferons  seulement 
remarquer  qu’on  doit  toujours  éviter  de  déterminer  un  point 
par  l’intersection  de  deux  lignes  se  coupant  sous  un  angle  trop 
aigu.  Dans  ce  cas,  en  effet,  par  suite  de  l’épaisseur  des  lignes  tra- 
cées, elles  semblent  coïncider  dans  une  étendue  plus  ou  moins 
grande,  et  il  y a incertitude  sur  la  position  du  point  cberché. 

Les  problèmes  très-simples  que  nous  allons  traiter,  servent 
de  base  à la  solution  graphique  de  la  plupart  des  problèmes  de 
géométrie. 

70.  C onstruire  un  angle  égal  à un  ari{;le  donné  [fig.  64  )^ 

Soit  l’angle  donné  A.  Du 

sommet  .V  comme  centre,  je 
décrirai  entre  les  côtés  de  cet 
angle  un  arc  DE.  Je  tracerai 
une  droite  BC  et,  du  point  B 
comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à AD,  je  décrirai  l’arc  de 
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cercle  indéfini  FG.  Sur  cel  arc.  à partir  du  point  F,  je  porterai 
une  ouverture  de  compas  FH,  égale  à la  corde  DE.  L’angle  II BF 
sera  égal  à l’angle  donné,  d’après  l’égalité  des  arcs  FH,  DE  ((>3). 

Cette  construction  permettra  de  trouver  le  troisième  angle 
d’un  triangle,  quand  on  connaîtra  les  deux  autres. 

71.  Conslrnire  un  triangle,  connaissant  un  angle  et  tes 
(leux  côtés  (jui  le  comprennent  {^fig.  65). 

Fis,  Ci  On  donne  l’angle  C et  le^  cô- 

tés a et  b.  Je  construis  un  angle, 
égal  à l’angle  C,  je  prends  sur  les 
côtés  de  cet  angle,  à partir  du 
sommet  C,  des  longueurs  égales 
aux  côtés  « et  b.  Le  triangle  ACB 
sera  évidemment  le  triangle  de-  ■”  . 
mandé.  On  aurait  pu  renverser  l’ordre  dans  lequel  on  a porté 
les  côtés  fl  et  6 : on  aurait  obtenu  le  même  triangle  retourné.  • 


72.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté  et  deux 
angles  [fg.  66). 

On  peut  toujours  supposer  que  les  deux  angles  donnés 
B et  C sont  adjacents  au  côté  donné  a (37),  Je  prends  une 


Fig.  C6. 


BAC  sera  le  triangle  demandé. 


longueur  BC  égale  à a.  Au 
point  B,  je  fais  un  angle  ABC 
égal  à l’angle  donné  B;  au 
point  C,  un  angle  ACB  égal 
à l’angle  donné  C.  Les  deux 
droites  B.\  et  C,\  se  coupe- 
ront au  point  A,  et  le  triangle 


On  aurait  pu  renverser  l’ordre  dans  lequel  on  a construit  les 
angles  B et  C,  c’est-à-dire  faire  l’angle  C au  point  B,  et  l’angle  B 
au  point  ('  : on  aurait  obtenu  le  même  triangle  retourné. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  somme 
des  angles  donnés  B et  C soit  inférieure  à deux  angles  droits  (37). 

Ti..  Construire  un  triangle,  connaissant  ses  trots  côtés 

Soient  a,  b,  c,  les  trois  côtés  donnés.  On  prendra  une  lon- 
gueur BC  égale  à a.  Du  point  B comme  centre,  avec  un  ravon 
Fig.  r>7,  égal  à c,  on  décrira  uft  arc 

de  cercle.  Du  point  C com- 

^ centre,  avec  un  rayon 

I y décrira  un  au- 

/ \ Ire  arc  de  cercle.  Si  les  trois 

roiés  ilonnessonl  bien  ceux 
d’un  Iriangle,  le  côté  a scia  plus  petit  que  la  somme  des 
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cùlés  b (*l  c et  pins  grand  que  leur  différence  (15),  c’est-à- 
dire  que  la  distance  des  centres  des  deux  arcs  sera  plus  pe- 
tite que  la  somme  de  leurs  rayons  et  plus  grande  que  la  dif- 
férence de  ces  mêmes  rayons  ; ces  deux  arcs  se  couperont 
donc  (60,  3”)  en  un  point  A,  qui  sera  le  troisième  sommet  du 
triangle  demandé. 

Les  arcs  de  cercle  se  couperont  aussi  au-dessous  de  la  ligne 
des  centres  ^Jig.  68),  en  un  point  A',  et  le  triangle  A'BC  ré- 
pondra aussi  à la  question.  La  ligne  AA',  qui 
joint  les  deux  sommets  A et  A',  sera  coupée 
perpendiculairement  par  BC  en  deux  parties 
égales  (59).  On  dit  alors  que  les  deux  triangles 
ABC,  A'BC,  sont  symétriques.  Si  l’on  échan- 
geait les  rayons  c et  6,  on  obtiendrait  deux 
nouveaux  triangles  A,BC,  .A',  BC,  symétri- 
ques par  rapport  à Bt],  qui  ne  seraient  que 
les  triangles  ABC,  A'BC,  retournés.  On  peut 
remarquer  que  les  quatre  triangles  BIIC, 
AHAi,  BH'C,  A'H'.V,,  seront  nécessairement 
isocèles.  La  perpendiculaire  11'  élevée  au  milieu  O de  BC,  pas- 
sera donc  par  les  milieux  1 et  1'  des  droites  AA,,  A' A',,  paral- 
lèles à Bl'.  Les  sommets  A et  A,,  A'  et  A',,  seront  donc  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  à la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  BC.  Lorsque  deux  ligures  planes  quelconques  ont, 
comme  les  deux  triangles  BAC,  BA'C,  leurs  sommets  symé- 
triques par  rapport  à un  même  axe,  elles  sont  égales,  c’est-à- 
dire  qu'elles  peuvent  coïncider,  comme  les  deux  triangles  dé- 
signés, par  renversement  ou  rotation  autour  de  l’axe. 

74.  Construire  un  triangle,  étant  donnés  deux  côtés- et 
l’angle  opposé  à l'un  d’eux. 

Soient  donnés  les  cotés  ê et  n et  l'angle  B.  Le  côté  b peut 
être  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  côté  a;  il  peut  lui  être  égal. 

Supposons  ô <(  a.  Je  ferai  [Jig.  69)  un  angle  égal  à l’angle 
donné  B.  Je  prendrai  sur  l’un  des  cotés  de  cet  angle  une  lon- 
gueur BC  égale  à a.  Du.  point 
C comme  centre,  avec  b pour 
rayon,  je  décrirai  un  arc  de 
cercle  qui  coupera  l’autre 
côté  de  l’angle  en  deux  points 
A et  A'.  Les  deux  triangles 
BCA , BC.A',  rempliront  les 

l’our  que  le  problème  soit  possible  ilans  le  cas  considéré, 
il  faut  <|ue  l’angle  donné  B soit  aigu  (37). 

Si  l’on  avait  b = CD,  ( D étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
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point  C sur  le  second  côté  de  l’angle  B,  l’arc  de  cercle  décrit’ 
du  point  C serait  tangent  au  [second  côté  de  l’angle,  et  il  n’y 
aurait  plus  qu’une  solution  qui  serait  le  triangle  rectangle  BCD. 

Si  6 est  > a (fif;.  70),  le  second  point  d’intersection  A'  se 
trouve  rejeté  au-dessous  du  point  B,  et  le  second  triangle  BCA' 
ne  répond  pas  à la  question,  puisqu’il  ren- 
ferme le  supplément  de  l’angle  donné  B au 
lieu  de  cet  angle  lui-méme.  Dans  ce  cas,  l’an- 
A gle  B peut  être  obtus.  S’il  est  droit,  les  deux 
solutions  conviennent;  mais  elles  n’en  font 
I en  réalité  qu’une  seule,  parce  qu’un  triangle 
rectangle  est  déterminé  lorsqu’on  connaît 
son  hypoténuse  et  l’un  des  côtés  de  l’angle 

droit  (26,  2“). 

' Si  b est  égal  à a,  le  second  point  d’intersection  A'  se  confond 
avec  le  point  B : il  n’y  a qu’une  solution  qui  est  le  triangle  iso- 
cèle B(JA. 

Le  problème  n’est  d’ailleurs  possible  dans  aucun  cas,  lorsque 
le  côté  b est  inférieur  à la  perpendiculaire  CD,  plus  courte 
distance  du  point  C au  second  côté  de  l’angle  B. 

En  résume,  un  triangle  n’est  pas  déterminé  par  la  connais- 
sance de  deux  de  ses  côtes  et  de  l’angle  opposé  à l’un  d’eux. 

Il  faut  examiner  les  données  pour  savoir  sUI  n’y  a qu’une  seule 
réponse  à la  question. 

75.  Construire  un  parallélogramme,  dont  on  connaît  deux 

côtés  adjacents  S.  et  "R  et 
l'angle  C qu’ils  forment 

Cette  question  revient 
évidemment  à construire 
un  triangle  EDF,  dont  on 
connaît  deux  côtés  et  l’angle 
compris;  puis  un  triangle  EFG,  dont  on  connaît  les  trois  côtés.  _ 

76.  Par  un  point  donné  sur  une  droite  donnée,  élever  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite  [fig.  72). 

Soit  la  droite  AB.  De  part  et  d’autre  du  point  donné  C,  je 
déterminerai  des  longueurs  égales  CA  et 
CB,  Des  points  A et  B comme  centres',  avec 
un  même  rayon  plus  grand  que  la  'moitié  de 
AB  ou  que  AC,  je  décrirai  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  couperont  en  D,  puisque  la 
distance  des  centres  est  plus  petite  que  la 
' " ^ somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur 

différence  qui  est  nulle.  La  ligne  CD  sera  la  perpendiculaire 
demandée,  car  les  deux  points  C et  D étant  également  éloignés 
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des  |)oints  A el  B,  Cl)  esl  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB. 

La  CüiislrucUoii  sera  d’aulanl  jilns  exacte,  que  les  points 
C et  1)  seront  plus  éloignés  l’un  de  l'autre  : deux  points  étant 
très-rapprochés,  une  erreur  très-petite  sur  la  position  de  l'un 
d’eux  en  produit  en  effet  une  très-grande  sur  la  direction  de 
la  droite  qui  les  Joint. 

ün  peut,  comme  vérification,  déterminer  au-dessous  de  AB 
un  troisième  point  de  la  perpendiculaire  CD. 

Si  l’on  ne  pouvait  prolonger  la  droite  AB  au  delà  du  point  B, 
et  si^  la  perpendiculaire  devait  être  élevée  au  point  B,  on 


Fig. 


c..' 
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pourrait  opérer  comme  il  suit. 

D’un  point  C pris  hors  de  la  droite  AB. 
on  décrirait  une  circonférence  ayant  CB 
pour  rayon.  Cotte  circonférence  coupe- 
rait AB  en  un  second  point  1).  On  mène- 
rait le  diamètre  DCE,  et  la  droite  BE  se- 

"ï  !>'■-, " rait  la  perpendiculaire  demandée;  car 

l’angle  DBE  est  inscrit  dans  uite  demi- 
circonférence  (Jig.  73). 

77.  J\n  un  point  pris  hors  d'une  droite,  lui  mener  une  per- 
pendiculaire [Jig.  74). 

Du  point  donné  C,  avec  un  rayon  con- 
venable, on  décrira  un  arc  de  cercle  qui 
coupera  la  droite  donnée  AB  en  deux 
points  A et  D.  Des  points  A elD  comme 
centres,  avec  un  même  rayon  plus  grand 
que  la  moitié  de  AD,  on  décrira  deux  arcs 
de  cercle  qui  se  couperont  en  E au-des- 
sous de  AB.  La  ligne  CE,  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  AD,  sera  la  perpendiculaire  demandée. 

78.  Division  d’une  droite,  d'un  arc  ou  d'un  angle,  en  deux 
parties  égales. 

Pour  diviser  la  droite  AB  en  deux  parties  égales  [fig-  75), 
Fig.  ;j.  des  points  A el  B comme  centres,  avec  un 
c même  rayon  notabicntent  plus  grand  (|ue  la 

moitié  de  AB,  je  décrirai  deux  arcs  de  cercle 
qui  SC  couperont  en  deux  points  C et  D,  au- 
dessus  et  au-slcssous  de  AB.  La  druite  CD,  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  AB,  déterminera 
le  milieu  E de  cette  ligne.  On  voit  que  le  pro- 
blème proposé  revient  à celui-ci  • élever  une 
perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une  droite. 

Si  l’on  veut  diviser  l’arc  ,\B  ou  l’angle  AOB 
en  deux  parties  égales  [fig.  7b),  on  détermi- 
neia  comme  piéccdemmcnl  un  point  E à égale  distance  des 
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poiiils  A ei  B.  Eli  joignant  ce  poinl  E au  centre  de  l’arc  ou 
ï Fie-  7C.  au  sommet  de  l’angle,  c’est-à-dire  au  point  O, 

* ® on  aura  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 

de  la  corde  AB.  Cette  perpendiculaire  divisera 
l’arc  ABaii  point  I)  en  deux  parties  égalés  (33)7 
elle  divisera  donc  aussi  l’angle  AOB  en  deux 
parties  égales  ( G^i). 

En  appliquant  la  même  construction  aux 
moitiés  obtenues  et  en  continuant  de  la  même 
manière,  on  voit  qu’oii  pourra  partager  une 
droite,  un  arc  ou  un  angle,  en  un  nombre  de  divisions  inar(|ué 
par  une  puissance  quelconque  de  2. 

79.  Reh'onver  le  centre  d'une  circonférence  ou  d'un  arc  de 

Fig.  77-  (A"-  77)- 

On  marquera  trois  points  A,  B,  C,  sur 
la  circonférence  ou  l’arc  donné;  on  obtien- 
dra ainsi  deux  cordej  AB  et  BC.  On  élèvera 
la  perpendiculaire  DE  sur  le  milieu  de  AB, 
la  perpendiculaire  FG  sur  le  milieu  de  BC. 
Ces  deux  perpendiculaires  se  croiseront  en 
un  poinl  O qui  sera  le  centre  cherché  (53). 

80.  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à une  droite 
donnée. 

Soient  la  droite  BC  et  le  poinl  A {Jîg.  78).  Par  le  point  A, 
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on  mènera  une  droite  quelconque  AC 
qui  vienne  couper  BC  au  point'  C.  On 
fera  ensuite  avec  AC,  en  prenant  le  poinl 
A pour  sommet,  un  angle  CAD  égal  à 
l'angle  ACB.  AD  sera  la  parallèle  de- 
mandée, puisque  les  angles  égaux  for- 
més sont  allernes-iniernes  par  rapport  aux  droites  BC,  AD, 
coupées  par  la  sécante  AC. 

On  aurait  pu  aussi  mener  une  droite  quelconque  telle  que 
AH,  et  achever  le  parallélogramme  ABCD  dont  les  deux  côtés 
adjacents  AB,  BC,  comprennent  l’angle  ABC  (73). 

On  aurait  pu  abaisser  du  poinl  A une  perpendiculaire  AEsur 
BC  (fig.  7g)  ; puis,  au  poinl  F,  élever  FD  perpendiculaire  sur 
BC.  Si  l’on  prend  FD  égale  à AE,  le  poinl  D appartiendra  à la 
parallèle  menée  par  le  poinl  A à la  droite 
BC(34). 

On  aurait  pu  encore  prendre  un  point  O 
quelconque  sur  BC  [Jig-  79),  et  du  poinl  O 
comme  centre,  avec  OA  pour  ra\on.  dé- 
crire une  ilemi-cireonféreiice  arrêtée  aux 
points  B et  C.  Portant  alors  la  distance  BV  de  C en  D,  le 
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point  D appartiendra  à la  parallèle  menée  par  le  point  A à 
BC{57). 

* 

81.  On  peut  abréger  toutes  les  constructions  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  à l'aide  de  Véquerre  et  du  rapporteur.  On 
pourra  notamment,  en  se  servant  de  l’cqucrre  et  de  la  pro- 
priété des  .nngles  correspondants,  tracer  très-exactement  des 
parallèles.  Nous  n’entrerons  dans  aucun  détail  sur  ces  instru- 
ments, dont  la  pratique  de  l’art  du  dessin  a dû  rendre  l'emploi 
familier  à tous  nos  lecteurs. 

82.  Par  un  point  donné  hors  d'un  cercle,  mener  une  tan- 
gente à ce  cercle  (Jig.  8o). 

Soient  le  cercle  dont  le  centre  est  0,  et  le  point  A.  Joignons 
OA  et,  sur  0.\  comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence 
Fig.  8o.  qui  rencontrera  forcément  la  circonfé- 

rence donnée  en  deux  points  B et  B'.' 
Les  droites  AB  et  AB'  seront  les  tangen- 
^ tes  demandées.  En  effet,  les  angles  OB.4 
et  OB'A  sont  droits  comme  angles  inscrits 
dans  une  demi-circonférence.  I.es  droites 
AB,  AB',  sont  donc  perpendiculaires  à 
l’extrémité  des  rayons  OB,  OB'  (56). 

Remarquons  l’égalité  des  deux  triangles  rectangles  OBA, 
OB'A.  lis  ont  la  même  hypoténuse  OA  et  OB=OB'.  On  en 
conclut  l’égalité  des  deux  tangentes  ,\B  et  AB',  et  celle  des 
deux  angles  O.AB,  OAB'. 

.Ainsi,  par  un  point  pris  hors  d'un  cercle,  on  peut  lui  mener 
deux  tarif'entes,  ces  tangentes  sont  égales,  et  elles  sont  égale- 
ment inclinées  sur  la  ligne  qui  joint  leur  point  de  concours  au 
centre. 

83.  Mener  une  tangente  commune  à deux  circonférences 
données. 

La  tangente  commune  peut  laisser  les  deux  circonférences 
d’un  même  côté  ou  de  côtés  différents.  Dans  le  premier  cas, 
c’est  une  tangente  commune  extérieure  ; dans  le  second,  c’est 
une  tangente  commune  intérieure. 

1“  Soient  les  deux  circonfé- 
rences O et  0'  et  la  tangente 
commune  extérieure  AA'.  Me- 
nons les  rayons  OA  et  O'.A'.  Ces 
rayons  seront  parallèles  et,  si 
l’on  mène  par  le  point  0'  la  pa- 
rallèle O'B  à AA',  la  figure  O'  A'AB 
sera  un  rectangle,  de  sorte  que 
OB  représentera  la  différence 
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des  deux  rayons  OA  el  O' A'.  Par  conscqneiU,  si  du  point  O 
cuninie  centre,  avec  OB  pour  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 
rence, elle  sera  tangente  à la  droite  O'B  qui  est  parallèle  à la 
direction  de  la  tangente  commune.  Il  en  résulte  immédiate- 
ment la  construction  suivante  [Ji^-  81). 

Du  point  0 comme  centre,  avec  la  différence  des  rayons  des 
circonférences  données  pour  rayon,  on  décrira  une  circonfé- 
rence. Du  point  O',  on  mènera  à cette  circonférence  la  tan- 
gente O'B.  On  prolongera  le  rayon  OB  jusqu’au  point  A où  il 
rencontre  la  circonférence  O et,  par  le  point  A,  on  mènera  AA' 
parallèle  à O'B  : AA'  sera  la  tangente  commune  demandée. 
Comme  on  peut  mener  par  le  point  O'  au  cercle  OB  deux 
tangentes  O'B  et  O'C,  il  y aura  en  général  deux  solutions  AA' 
et  DD'. 

Le  problème  sera  possible  tant  que  le  point  O'  sera  exté- 
rieur au  cercle  OB,  c'est-à-dire  tant  que  la  distance  des  centres 
des  circonférences  données  sera  plus  grande  que  la  différence 
de  leurs  rayons.  Si  la  distance  00'  est  égale  à la  différence  des 
rayons,  le  point  O'  se  trouvera  sur  la  circonférence  OB  et  sur 
la  ligne  des  centres  : les  deux  solutions  se  réduiront  à une 
seule,  qui  sera  la  tangente  commune  aux  deux  circonférences 
données,  alors  tangentes  intérieurement. 

Ainsi,  deux  circonférences  extérieures  l'une  à l’autre,  tan- 
gentes extérieurement  ou  sécantes,  admettent  deux  tangentes 
communes  extérieures.  Deux  circonférences  tangentes  inté- 
rieurement n’en  admettent  plus  qu’une  seule.  Il  n’existe 
aucune  solution,  lorsque  les  circonférences  données  sont  in- 
térieures l’une  à l’autre. 

2®  Soient  les  deux  circonférences  0 el  0'  et  la  tangente 
commune  intérieure  EE'.  Menons  les  rayons  OE  et  O'B'.  Ces 


Fig.  8-j. 


rayons  seront  parallèles  et,  si 
l’on  mène  par  le  point  O'  la 
parallèle  O'F  à EE',  la  figure 
Û'E'EF  sera  un  rectangle,  de 
sorte  que  OF  représentera  la 
somme  des  deux  rayons  OE 
et  O'E'.  Par  conséquent,  si  du 
point  O comme  centre,  avec 
OF  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence,  elle  sera  tan- 
gente à lu  droite  O'F,  qui  est  parallèle  à la  direction  de  la  tan- 
gente commune.  Il  en  résulte  immédiatement  la  construction 
suivante  [fig.  82). 

Du  point  0 comme  centre,  avec  la  somme  des  rayons  des 
circonférences  données  pour  rayon,  on  décrira  une  circonfé- 
rence. Du  point  O',  on  niència  à cette  circonférence  la  lan- 
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gcnle  O' F.  Par  le  poinl  E,  où  le  rayon  OF  rencontre  la  circon- 
férence O,  on  tracera  EE'  parallèle  à O' F : EE'  sera  la  tangente 
conunune  demandée,  (iomnie  on  peut  mener  par  le  point  O' 
au  cercle  OF  deux  tangentes  O' F et  O'G,  il  y aura  en  général 
deux  solutions  EE'  et  Hll'. 

Le  problème  sera  possible  tant  que  le  point  O'  sera  exté- 
rieur au  cercle  OF,  c’est-à-dire  tant  que  la  distance  des  centres 
des  circonférences  données  sera  plus  grande  que  la  somme  de 
leurs  rayons.  Si  la  distance  00'  est  égale  à la  somme  des  rayons, 
le  point  ü'  se  trouvera  sur  la  circonférence  OF  et  sur  la  ligne 
des  centres  : les  deux  solutions  se  réduiront  à une  seule  qui 
sera  la  tangente  commune  aux  deux  circonférences  données, 
alors  tangentes  extérieurement. 

Ainsi,  deux  circonférences  extérieures  l’une  à l’autre  ad^ 
mettent  deux  tangentes  communes  intérieures.  Deux  circonfé- 
rences tangentes  extérieurement  n’en  admettent  plus  qu’une 
seule.  Il  n’existe  aucune  solution,  lorsque  les  circonférences 
données  sont  sécantes,  tangentes  intérieurement  ou  intérieures 
l’iinc  à l’autre. 

Les  deux  tangentes  communes  extérieures  se  coupent  en  un 
même  point  situé  sur  la  ligne  des  centres.  En  effet,  elles  se 
coupent,  la  somme  des  angles  DAA',  ADI)'  {Jig.Sx)  étant  in- 
férieure à deux  angles  droits  ; et  les  points  O et  O'  appartien- 
nent à la  bissectrice  de  l’angle  qu’elles  forment  (27). 

Les  deux  tangentes  communes  intérieures  se  coupent  aussi 
en  un  même  point  S de  la  ligne  des  centres  [Jig.  8a).  En 
effet,  elles  forment  deux  angles  opposés  par  le  sommet,  les 
points  0 et  0'  appartiennent  aux  bissectrices  de  ces  angles,  et 
les  bissectrices  des  angles  opposés  par  le  sommet  sont  en  ligne 
droite  ( IV). 

Dans  le  cas  des  tangentes  communes  extérieures,  si  les 
rayons  des  deux  circonférences  données  étaient  égaux,  la  cir- 
conférence OU  se  réduirait  à un  point,  et  la  tangente  O'B,  pa- 
rallèle à la  direction  de  la  tangente  commune,  se  confondrait 
avec  la  ligne  des  centres.  Dans  ce  cas,  les  deux  tangentes  exté- 
«ieupes  seraient  parallèles  à la  ligne  des  contres.  Quant  aux 
tangentes  intérieures,  leur  point  de  concours  S serait  au  milieu 
de  la  distance  des  centres  : c’est  ce  que  prouve  la  comparaison 
des  triangles  OSE,  O'SE'  qui,  dans  le  cas  considéré,  deviennent 
égaux.  s. 

On  doit  appliquer  la  méthode  que  nous  avons  employée 
pour  résoudre  la  question  proposée,  toutes  les  fois  qtt’on 
n’aperçoit  pas  rapidement  la  solution  du  problème.  Cette 
méthode  consiste  à supposer  te  problème  résolu,  à tracer  la 
ligure  correspondanti',  et  à <>tudier  sur  celle  ligure  la  liaison 
des  doum'cs  et  dos  inconmios. 


Ou  )iii,  h'v  C ^^ogl 
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84.  Dam  tout  quadrilatère  circonscrit  à une  circonférence, 
les  côtés  opposés  forment  des  sommes  éi^ales  [fi(:ç.  H3). 

On  dit  qn’iin  ([nadrilalère  est  cirronsrrii 
à une  circonférence,  lorsque  tous  ses  côtes 
sont  tangents  à cette  circonférence. 

Les  tangentes  issues  d’un  même  point 
étaiH  égales  (82),  on  aura 

AE  = AU,  BE  = BF,  CG  = CF,  DG  = DH . 

Si  l’on  ajoute  toutes  ces  égalités  membre  à 
membre,  il  viendra  évidemment 

AB  + CD  = AD+  BC. 

La  réciproque  est  vraie.  Supposons  qu’on  ait 
AB  CD  = AD  + BC, 

Je  dis  que  le  quadrilatère  est  circonscriptible ; c'est-à-dire 
que  si  l’on  trace  un  cercle  tangent  aux  trois  côtés  AD,  AB,  BC 
[le  centre  de  ce  cercle  sera  à la  rencontre  des  bissectrices  des 
angles  A et  B ^82)],  sa  circonférence  sera  nécessairement  tan- 
gente au  quatrième  côté  DC.  En  effet,  s’il  n’en  était  pas  ainsi,  on 
pourrait  mener  par  le  point  D une  tangente  DI  à cette  circon- 
férence. Le  quadrilatère  DABI  étant  circonscrit,  on  aurait  à 
la  fois 

AB -t- Dl  = AD  4- B1  et  DC<DI-t-IC. 

On  en  conclut,  en  ajoutant, 

AB-t-DC<AD4-BC; 


Fie  «3. 


ce  qui  est  contraire  à l’hvpotlièse. 

85.  Décrire  sur  une  droite  donnée  comme 
ment  capable  d’un  atif'le  donné  [fig-  B4)- 


corde,  un  seg- 


On  veut  décrire  une  circonférence  pas- 
sant par  les  points  A et  B,  et  telle,  que  l’un 
des  deux  segments  correspondant  à la 
corde  que  ces  points  déterminent  soit 
capable  de  l’angle  donné. 

Je  mènerai  par  le  point  B une  droite  CD 
faisant  au-dessous  de  AB  un  angle  ABC 
égal  à l’angle  donné.  J’élèverai  BO  per- 
pendiculaire à CD  et  EO  perpendiculaire  à 


AB,  le  point  E étant  le  milieu  de  AB.  Les  droites  Bü  et  EO  se 
couperont  nécessairement  au  point  O.  Du  [»oint  O comme 
centre,  avec  OB  pour  rayon,  je  décrirai  une  circonférence  qui 
sera  la  circonférence  demandée.  En  effet,  la  droite  CD  sera 
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tangente  à celte  circonférence,  el  l'angle  donné  ABl'  inira  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  AB.  Or  tous  les  angles  .AFB,  in- 
scrits dans  le  segment  siipéiienr  à AB,  aiirmil  aussi  ponrinus- 
sure  la  nmilié  de  l'arc  AB  : ils  seront  donc  égaux  à l’angle  ABC. 
et  le  segment  AFB  sera  bien  capable  de  l'angle  donné. 

Si  l’on  suppose  une  ilroite  A B,  el  si  l'on  deninnile  le  lien 
"éométri ipte  /les  sommets  des  anirles  épiii/x  à un  anple  donné, 
dont  les  côtés  passent  constamment  par  les  extrémités  A et  B, 
ce  lien  sera  une  circonférence  décrite  sur  AB  comme  cor/le 
cl  telle,  /pte  l’an  des  serments  correspondants  soit  capable 
de\l'an^le  /lonné.  Kn  efl’el,  tous  les  angles  inscrits  dans  ce' 
segment  seront  égaux  a l'angle  donné,  et  tous  ceux  doni  le 
sommet  sera  intérieur  ou  cMérieur  à la  eireonlérence,  avant 
une  mesure  plus  grande  ou  plus  petite  ipie  celle  de  l’angle 
donné  (üO,  07  b seront  plus  grands  ou  jdiis  petits  ipie  lui. 

I.orsiiu’on  veut  rapporter  sur  une  carte  un  |nunt  remar- 
quable M,  on  choisit  trois  points  A,  B,  C,  déjà  mar(|ués  sur 
ectle  carte.  On  mesure,  .à  l’aide  d’in- 
struments spéciaux,  les  angles  AMB, 
BMC.  Kn  décrivant  sur  AB  el  sur  BC  des 
segments  capables  des  angles  AAIB, 
BMC,  on  obtient  deux  lieux  géomé- 
triques du  point  M.  Ce  point  se  trou- 
vera donc  sur  la  carte,  au  second  point 
d’intersection  des  deux  circonférences  ipii  ont  déjà  le  point  B 
commun  {Jig-  ^5], 


CHAPITRE  III. 

LES  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 


I.  — Des  lignes  proporbonnelles  dans  le  triangle. 

86.  On  dit  qu’une  droite  est  partagée  au  point  M en  deux 
parties  AM  et  MB  proportionnelles  à deux  nombres  donnés. 


5 et  i4  par  exemple,  lorsqu  on  a 


On  peut  toujours  effectuer  ce 
seule  manière  de  l’effectuer  : il 

Fig.  86. 

— I , . 1 — 

AM  S X 


_5 

•4 

partage,  mais  il  n’y  a qu’une 
faut,  en  effet,  diviser  AB  en 
5-|-i4  ou  If)  parties  égales, 
et  prendre  pour  .AM  les  cinq 
premières  divisions,  pour  MB 
les  quatorze  autres.  Ainsi,  il 
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n existe  entre  K et  h qu’un  point  M dont  les  distances  à ces 
mêmes  points  soient  dans  un  rapport  donné. 

Il  n'existe  aussi  sur  le  prolongement  de  AB  qu’un  point  N 
dont  les  distances  aux  points  A et  B soient  dans  un  rapport 
donr^. 

Supposons  qu'on  ail 

’ AN  _p 

BN~g‘ 

Si  le  point  N s’éloigne  sur  la  droite  d’une  quantité  x,  on 
aura 

AN p + X 

BN  ~ q -h  X ' 

le  rapport  diminuera;  si  le  point  N se  rapproche  vers  la  gauche 
d’une  quantité  x,  le  rapport  deviendra 

AN p — X 

BN  ~ q — X ' 

il  augmentera  [Arith.,  139).  11  n’esl  donc  égal  à ^ que  pour 
une  seule  position  du  point  N. 

87.  Toute  droite  parallèle  à l’un  des  côtés  d'un  triangle 
divise  les  deux  autres  en  parties  proportionnelles  [Jig.  87). 

Soit  le  triangle  ABC,  soit  la  droite  DE 
parallèle  au  côté  BC.  Supposons  que  les 
deux  segments  AI)  et  DB  admettent  une 
commune  mesure,  et  qu’elle  soit  conte- 
nue 3 fois  dans  AI)  et  2 fois  dans  DB,  par 
exemple.  On  aura 

AD  3 
DB  ~ 2’ 

Par  les  points  de  division  F,  G,  M,  on  mènera  des  parallèles 
à BC  ou  à DE.  Je  dis  que  les  divisions  que  toutes  cês  parallèles 
déterminent  sur  le  côté  AC  sont  aussi  égales  entre  elles.  Me- 
nons GO  parallèle  à AC,  et  comparons  les  deux  triangles  AFK 
et  GDO.  Ces  triangles  sont  égaux,  car  leurs  côtés  égaux  AF  et 
GD  sont  adjacents  à des  angles  égaux  chacun  à chacun  comme 
correspondants.  On  en  conclura  AK  = GO.  Mais  la  figure 
GOEL  étant  un  parallélogramme,  on  aura 

' GO  = LE,  d’où  AK  = LE. 

On  prouverait  de  la  même  manière  l’égalité  de  AK  et  des 
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aulros  di\isiüiis  de  A(’..  \K  pourra  donc  servir  de  commune 
mesure  aux  deux  segmenls  AE  ol  EC.  ei  l’on  aura 

AE  3 

E(;~3.’ 

puisqvie  celte  commune  mesure  est  conienue  3 fois  dans  AE  cl 
•}.  fois  dans  EC. 

Les  segmenls  AD  et  I>B  d'une  part,  AE  cl  EC  d’autre  part, 
présentant  le  même  rapport,  ces  segments  seront  pi-oportion- 
nels,  et  l’on  aura 

Al)  _ AE 
1)B  “ EC‘ 

On  en  déduira  W) 

— AÜ  AB  _ AC 

AI)  ~'AE  l)Bi“  i:C‘ 

Il  résulte  du  théorème  démontré  que  doux  droites  quel- 
conques sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  une  série 
de  parallèles  [fi g-  88). 

Soient  les  deux  droites  AC  et  DF  cou- 
pées par  les  parallèles  AD,  BE,  CF.  On 
mènera  Ali  parallèle  à DF.  Le  triangle 
CAR  donnera  alors 

AB_  \C. 

BC  ~ GH' 


Fie  88. 


Mais  AG  = DE,  GÏI  = EF  (3i).  On  aura  donc 


AB  _ DE 
BC  ~ EF  ' 

On  aura  aussi 

AU  — J!’!  AU— 

AB  “ DE  BC  ~ EF  ‘ 

88.  La  récipro(iiie  Ay\  théorème  précédent  est  vraie,  c’est-à- 
dire  que  si  une  droite  divise  deux  côtés  d’un  triangle  en 
parties  proportionnelles,  elle  est  parallèle  au  troisième  côté 

[fifî-  87)- 

Soit  le  triangle  ABC.  Supposons  que  la  droite  DE  divise  les 
côtés  AB  cl  .\C  en  parties  proportionnelles  : je  dis  (|ue  DE 
sera  parallèle  au  côté  liC.  En  effet,  si  l’on  menait  par  le  point 
D une  ])arallèle  au  côté  BC,  elle  couperait  le  côté  AC  en  par- 
ties proportionnelles  à .AD  et  à DB.  Le  côté  AC  étant  déjà  di- 
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visé  au  point  E de  celle  manière,  celte  parallèle  passerait 
nécessairement  parle  point  E (815),  c’est-à-dire  (pi’elle  se  con- 
fondra avec  la  droite  DE. 

Si,  dans  le  théorème  direct  (87),  les  sej?;menls  AD  et  DB 
n'avaient  pas  de  commune  mesure,  on  aurait  rticoursaii  moile 
(le  démonstration  déjà  indiqué  (<>3). 

89.  La  bissectrice  de  l’angle  d'un  triangle  divise  le  côté:  op- 
posé en  segments  proportionnels  aux  côtés  qui  comprennent 

Fin-  «<)•  l'angle  [Jig.  89).  ’ 

Soit  le  triangle  VBf],  soit 
BD  la  bissectrice  de  l'angle 
B : je  dis  qu’on  aura 

\ D _ U1 

dc~'(;b’ 

Par  le  point  C,  je  mène  à BD  la  parallèle  CE  jusqu’à  la  ren- 
contre de  AB  prolongé.  On  a alors  dans  le  triangle  \CE  (87)  ; 

IL*  — 
dc~be' 

Considérons  le  triangle  CBE.  L’angle  en  C de  ce  triangle 
est  égal  à l’angle  CBD,  puisque  ces  angles  sont  alternes- 
inlernes  par  rapport  aux  parallèles  CE  et  BD  coupées  par  la 
.sécante  CB.  De  même,  l’angle  en  E est  égal  à l’angle  DBA, 
puisque  ces  angles  sont  correspondants  par  rapport  aux  mêmes 
parallèles  coupées  par  la  sécante  EA.  I.es  angles  CBD,  DBA, 
étant  égaux,  il  on  est  de  même  des  angles  en  C et  en  E du 
triangle  CBE  ; ce  triangle  est  donc  isocèle,  et  l’on  a BE;=  CB. 

On  a donc  bien 

AD  _ B 
ÜC  CB‘ 

90.  La  bissectrice  de  l'angle  'extérieur  d’un  triangle  coupe 
le  côté  opposé  en  un  point  dont  les  distances  aux  extrémités 
de  ce  côté  sont  proportionnelles  aux  côtés  qui  conipiennent 
l’angle  intérieur  adjacent  (Jig.  89]. 

Considérons  l'angle  extérieur  CBE  et  menons  sa  bissectrice 
BF.  Je  dis  qu’on  aura 

FA  _ ^ 

FC  ~ CB‘ 

Par  le  point  C,  je  mène  (H1  parallèle  à BF  jusqu'à  la  ren- 
contre du  côté  AB.  Le  triangle  ABF  donne  alors  (87) 

FC  — BG' 

Considérons  le  triangle  CBG.  Ce  triangle  sera  isocèle  : l’an- 
gle C est  égal  à,  l’angle  FBC,  puisque  ces  angles  sont  alternes- 
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inleritps  j)ar  rappurl  aux  parallèlos  ('.(î,  BF,  el  à la  sécanle  CB; 
l'aiifilo  C est  égal  à l’angle  FBE,  puisque  ces  angles  sont  cor- 
respondants par  rapport  aux  inèines  parallèles  ; les  deux  an- 
gles et  G sont  donc  égaux,  et  l’on  a CB  = BG.  On  a donc  bien 

FA  _ ^ 

FC  “ CB' 


I>es  /fV/'/»/o^«ej  des  deux  propositions  précédentes  sont  évi- 
dt'iites.Lc  point  1),  (|ui  partage  \l]  en  segments  proportionnels 
aux  cotés  ÂBel  CB,  étant  un  point  unique  (SB),  toute  droite 
BO  (jui  ilétermine  un  point  jouissant  (le  cette  propriété  se 
confond  avec  la  bissectrice  de  l’angle  B.  De  iiu'nie,  le  point  F', 
situe  sur  le  prolongement  de  AI],  dont  les  distances  aux  points 
A et  C forment  un  rapport  égal  a celui  des  C(^tés  AB  et  CB, 
étant  aussi  un  point  uni(|ue  [8ü),  toute  droite  BF  qui  délcr- 
iniiie  un  point  jouissant  de  cette  propriété  se  confond  avec  la 
bissectrice  de  l’angle  extérieur  (^BE. 


Fig.  1(0. 


fil.  Le  lieu  ç'L-onié trique  de  tous  les  points  d'un  plan  dont 
les  distances  d deux  points  donnés  sont  dans  un  rapport  donné, 
est  un  circonférence  de  cercle  [Jlg.qo). 
Soient  les  deux  points  donnés  \ et 
’ C,  soient  M et  N les  deux  lignes  dont 
le  rapport  représente  le  rapport  don- 
né. Je  détermine  sur  AC  un  point  D 
l(*l,  (|u’on  ait 


AD 

DC 


M 

N 


le  point  D appartiendra  au  lieu  cherché.  Je  détermine  sur 
pr(dongement  de  .\(]  un  point  F tel,  iiu’on  ait 

M 

FC  “ .N  ■ 

le  point  F appartiendra  au  lieu  demandé. 

Supposons  que  le  point  B du  plan  soit  un  des  points  du  lieu. 
( lu  allia  alors 

M 

CB“ 

'Dès  lors,  si  l’on  forme  le  triangle  ABC,  BD  sera  la  bissectrice 
de  l’angle  intérieur  ,\B(’,  et  BF  sera  la  bissectrice  de  l’angle 
extérieur  CBE  (90).  Les  droites  BD  et  BF  étant  bissectrices 
d’angles  supplémentaires  seront  à angle  droit  { 13),  el  parsuiie, 
si  l’on  décrit  une  circonférence  sur  F'D  comme  diamètre,  elle 
passera  par  le  point  B.  Tous  les:  points  du  lieu  appartiennent 
donc  à cette  circonférence. 

Il  reste  à prouver  que  tous  les  points  de  la  circonférence 
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appartiennent  au  lieu.  Prenons  un  poinl  B (|uclconque  sur  la 
circonférence  dont  FD  esl  le  diamèire.  Joignons-le  au\  points 
D el  F el  formons  le  triangle  ABC.  Menons  par  le  point  les 
parallèles  CE  el  CG  à Bl)  el  .i  BF.  Ces  parallèles  seroiil  a angle 
droit,  puisque  l’angle  DBF  esl  droit  ; il  en  résulte  que  la 
circonférence  décrite  sur  EG  comme  diamètre  passe  |>ar  le 

poinl  C.  Mais  le  triangle  ACE  donne  le  triangle  ABF 

• IM^  lir.. 


^ FA  AB  , , 

donne  : on  en  conclut,  a cause  du  rapport  rommnn, 

r ( .,  I 


AB  AB  U , 

«“BT 

Le  poinl  B esl  donc  le  centre  de  la  circonférence  décrite  sur 
EG  comme  diamètre,  et  l’on  a 

BE  = CB. 

. AD  AB  ^ . , AD  AB  M ^ 

L égaillé  deviendra  donc  . = — = de  sorte 

que  le  point  B est  un  point  du  lieu. 

Le  lieu  géométrique  demandé  est  donc  bien  la  circonférence 
décrite  sur  DF  comme  diamètre,  les  points  D el  F étant  ceux 
de  la  ligne  AC  qui  r('*pondenl  .à  la  question. 

IL  — De  la  similitude. 


92.  Deux  polygones  d’un  même  nombre  de  côtés  sont  sem- 
blables,  lorsqu’ils  ont  leurs  angles  égaux  chacun  à chacun  et 
compris  entre  côtés  proportionnels,  les  côtés  proportionnels 
étant  d’ailleurs  disposés  datis  le  même  ordre. 

On  appelle  homologues  les  parties  qui  se  correspondent  dans 
deux  polygones  semblables  ; ainsi,  les  sommets  des  angles 
égaux  sont  des  points  homologues,  les  diagonales  qui  joignent 
des  sommets  homologues  sont  des  lignes  homologues. 

On  appelle  rapport  de  similitude  de  deux  polygones  sem- 
blables le  rapport  constant  qui  lie  deux  côtés  homologues. 

On  voit  facilement  qu’on  peut,  dans  un  polygone  quel- 
conque, changer  la  proportion  des  côtés  sans  faire  varier  les 
angles,  ou  faire  varier  les  angles  sans  changer  les  côtés.  Ainsi, 
étant  donné  le  polygone  ABCDE  [fig.  gi),  si  l’on  mène  IH 
Fig.  91.  parallèle  à EA,  on  formera  un  nouveau  pen- 

tagone qui  aura  les  mêmes  angles  que  le 
pentagone  proposé;  mais  la  proportion  des 
côtés  ne  sera  plus  la  même,  puisque  les 
côtés  ED  et  AB  sont  devenus  plus  petits, 
tandis  que  les  côtes  BC  et  CD  n’ont  pas 
changé.  On  pourrait  aussi  conserver  aux 

' 

' Digiti^=-J  by  Google 


GÉOMÉTIUE. 


5a 

eûtes  les  mêmes  longueurs  et  altérer  les  difl'érenls  angles, 
en  supposant  des  articulations  aux  différents  sommets,  et  eu 
rapprochant  par  exemple  le  sommet  A du  sommet  D.  Il  résulte 
de  cette  remarque  que,  si  l’on  considère  deux  polygones 
quelconques,  la  proportionnalité  des  côtés  ne  sera  pas  une 
conséquence  de  l'égalité  des  angles,  et  réciproquement. 

Cette  dépendance  n’a  lieu  que  pour  les  triangles,  et  la 
théorie  de  leur  similitude  s’en  trouve  beaucoup  simplifiée, 
comme  on  va  le  voir. 

93.  Si  Port  coupe  un  triangle  par  une  parallèle  à l’un  de 
ses  côtés,  le  triangle  partiel  qu'on  déter- 
mine est  semblable,  au  triangle  proposé 

(A'-  9’)- 

Soit  le  triangle  ABC.  Je  mène  la  paral- 
lèle DE  au  côté  BC.  Les  deux  triangles  ABC, 
ADE,  ont  évidemment  leurs  angles  égaux 
chacun  à chacun.  DE  étant  parallèle  à BC, 

\B  AC 
AD  “ AE  ■ 

Traçons  EF  parallèle  à AB,  on  aura 

AC  _ BC 
AE  “ BF ■ 

La  figure  DEFB  étant  un  parallélogramme,  on  peut  remplacer 
BF  par  son  égale  DE  et  écrire 

AB  _ AC  _ BC 

ad  — ae  — de' 

Les  deux  triangles  ABC,  ADE,  ayant  leurs  angles  égaux  et 
leurs  côtés  homologues  proportionnels,  sont  semblables. 

9V.  Peux  triangles  sont  semblables  lorsqu’ils  ont  leurs  angles 
égaux  chacun  à chacun  [Jig.  gS  ). 

Soient  les  deux  triangles  ABC, 
A'B'C'.  L’angle  A est  égal  à 
l’angle  A',  l’angle  B égala  l'angle 
B',  l’angle  C égal  à l’angle  C'.  Pre- 
nons AD=  A' B'  et  AE  = A'C': 
joignons  DE.  Les  deux  triangles 
ADE,  A'B'C',  seront  égaux  d’a- 
près le  premier  Cas  d’égalité  (17).  L’angle  D sera  donc  égal  à 
l’angle  B'  et  par  conséquent  à l’angle  B.  Les  deux  angles  D et 
B étant  dans  la  position  de  correspondants  par  rapport  aux 
droites  DE,  BC,  et  à la  sécante  AB,  ces  droites  seront  parai- 


FiR.  ^7.. 

\ 

/\ 

I)/ \ E 

B Fc 

on  a 
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léles,  et  le  triangle  ADt  sera  semblable  au  triangle  ABC  (93)  : 
il  en  sera  donc  de  même  du  triangle  A'B'C'. 

95.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  leurs  côtés 
proportionnels  chacun  à chacun  [Jig-  ). 

Soient  tes  deux  triangles  ABC,  A'B'C',  et  supposons  qu’on 
ail 

AB  _ VC  _ BC 

A^”  A'C'  “ B'C'  ■ . 

Prenons  AD  = A' B',  AE  = A'C' : joignons  DE.  On  aura 
La  ligne  DE  sera  parallèle  à BC,  et  le  triangle  ADE 

Al)  AL 

sera  semblable  au  triangle  ABC  (93).  On  aura  alors 
AD  “ AÉ  “ de’ 

Si  l’on  compare  celte  suite  de  rapports  égaux  à celle  qui 
résulte  de  l’hypollièse,  on  verra  que  les  cinq  premiers  termes 
étant  les  mêmes  de  part  et  d’autre , on  doit  aussi  avoir 
DE=  B'ty.  Les  deux  triangles  ADE,  .A'B'C',  sont  donc  égaux 
d’après  le  troisième  cas  d’égalité  (19)  et  le  triangle  .A'B'.C'  est 
semblable  au  triangle  ABC. 

Les  deux  théorèmes  précédents  prouvent  que  l’égalité  des 
angles  entraîne,  pour  les  triangles,  la  proportionnalité  des 
côtés,  et  réciproquement.  11  sera  donc  permis  de  définir  deux 
triangles  semblables,  fieux  triangles  qui  sont  équiangles,  par 
exemple.  Au  point  de  vue  pratique,  il  suffira  de  vérifier  que 
les  deux  triangles  considérés  ont  deux  angles  égaux  chacun 
à chacun , puisque  la  somme  des  angles  d’un  triangle  est 
constante. 

Il  existe  pour  les  triangles  d'autres  caractères  très-simples 
de  similitude,  utiles  à connaître,  et  que  nous  allons  parcourir. 

96.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels  [Jig.  g3). 

Soient  les  deux  triangles  ABC,. A'B'C'.  On  a l’angle  A égal 

\B  \(' 

à l’angle  .A'  et,  de  plus,  = T,~rr‘  Prenons  AD  = .A'B', 

\ l>  AL 

.AE  = .A'C',  et  joignons  DE.  Les  deux  triangles  ADE  et  A'B'C' 
seront  égaux,  d'après  le  premier  cas  d’égalité.  On  aura  d’ailleurs 

AB  _ AC 
AD  “ AE’ 

Par  conséquent,  DE  sera  parallèle  à BC,  le  triangle  ADE 
sera  semblable  au  triangle  ABC,  et  il  en  sera  de  même  du 
triangle  A'B'C', 
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07.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu’ils  ont  leurs  côtés 
parallèles  on  perpendiculaires  chacun  à chacun. 

Noms  avons  vu  (:5o,  3G)  (jue  deux  angles  qui  avaient  leurs 
eùlés  parallèles  ou  perpendiculaires  étaient  égaux  ou  supplé- 
mentaires. Désignons  les  angles  des  deux  triangles  considérés 
par  \ et  A',  B et  B',  Cet  C'.  On  ne  pourra  faire  sur  les  relations 
qui  doivent  lier  ces  angles  deux  à deux,  que  les  quatre  hypo- 
thèses suivantes  ; 


\ 

A'  = 

2->, 

B 

-1- 

B'=  2**, 

C -H  C'  = 2'* 

A 

-i- 

A'  = 

B 

-1- 

Cb 

II 

sa 

C = C' 

\ 

-t- 

A'  = 

B = B', 

c = C' 

A = 

A', 

B = B', 

c = C' 

La  première  hypothèse  doit  être  riîjetée  , la  somme  des 
angles  des  deux  triangles  ne  pouvant  être  égale  à six  droits. 
Klle  ne  peut  pas  non  |)lus  être  égale  à quatre  droits  augmentés 
de  d(Mix  fois  l’angle  C : la  seconde  hypothèse  est  donc  aussi 
inadmissible.  La  troisième  hypothèse  entraîne  la  condition 
A = A'  : elle  n’est  donc  qu’un  cas  particulier  (celui  où  les 
triangles  proposés  sont  ivctangles)  de  la  quatrième  hypothèse, 
qui  est  la  seule  viaie.  I,es  triangles  considérés  étant  équiangles 
sont  semblables  (9o). 

Il  faut  remarquer  que  les  côtés  proportionnels  sont  toujours, 
dans  les  triangles  semblables,  (q>posés  aux  angles  égaux.  Dans 
le  dernier  cas  examiné,  les  côtés  homologues  sont  parallèles  ou 
perpetidiculaires  entre  eux. 

98.  Deux  parallèles  sont  coupées  en  parties  proportionnelles 
par  une  série  de  sécantes  issues  d'un  même 
point  [Jig.  94). 

Soient  les  deux  parallèles  AD,  EH,  cou- 
pées par  les  sécantes  OA,  OB,  OC,  OD. 

Les  triangles  OAB,  OEF,  sont  semblables 
(93)  et  donnent 

im  _ ^1 

OF  ~ Ef‘ 

De  même,  la  similitude  des  triangles  OBC,  OF(î,  permet 
d’écrire 

(^  _ BC 
ÔF  ~ FC‘ 

On  aur.i  donc 


AJl  _ 

EF  ~ F(î 
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On  proiiverail  de  la  même  manière  i|ue 
IK:  _ Cl) 

. IT.  T.ll’ 

lai  réciproque  de  celle  proposilioii  esl  vraie.  Si  les  deux 
purtillèles  \I),  KH,  sunl  coupées  proporlioiinéllemeiil  pur  une 
série  de  sécantes  AK,  RF,  K(j,  HH,  ces  sécantes  aboutissent  à un 
même  point  O. 

Supposons  que  les  deux  droiUîs  VEel  K(î  se  reiieoiurenl  on 
mi  cerlain  poinl  O.  On  a par  h^  polliése 

^ _ BÇ 

KF  ~ F(i‘ 


Joignons  OF  : celli'  ligne  pmiongée  devra  couper  AI]  en  par- 
ties proporlionnelles  an\  .segments  EF  et  F(i,  d’après  le  théo- 
rème direct.  Or  AK  esl  déjà  divisée  de  celle  manière  an  poinl 
B;  OF  prolongée  passera  donc  par  le  poinl  R,  c'est-à-dire  qnc 
les  trois  points  B,  F,  O,  sont  en  ligne  droite.  On  prouverait  de 
même  que  HH  prolongée  passe  par  le  poinl  O. 


99.  Deux  polyfrones  semblables  peuvent  toujours  se  décom- 
poser en  un  même  nombre  de  trianf^les  semblables  et  .sembla- 
blement disposés  {Jig’Ç)l>)‘ 
Soient  les  deux  polvgones 
semblables  ARCHE,  A'B'C'D'E'. 


Fi(;.  93. 
R 


h- ■ ■A 


■ ,’o  ■ 


K\  à)- , prends  un  poinl  O quelcon- 
V que  dans  l’intérieur  du  premier 
polygone,  et  Je  le  décompose 
en  Iriangles  en  joignant  ce 
iV  poinl  O à tous  ses  sommets.  Il 

faut  déterminer  dans  le  second  polygone  le  poinl  O',  bomologue 
ilu  poinl  O.  Pour  cela,  je  fais  en  A',  avec  A' R',  un  angle  égal 
à l’angle  B.\0  et  en  B'  un  angle  égal  à l'angle  ABO.  Le  triangle 
,\BO  et  le  triangle  A'B'O'  sont  semblables  (95),  et  le  point  O' 
est  riiomologne  du  poinl  O.  Je  joins  le  point  O'  à tous  les  som- 
mets du  polygone  A'B'C'D'E'.  Comparons  les  Iriangles  BOC, 
B'O'C'.  Los  deux  polygones  étant  semblables,  l'angle  B du 
premier  est  égal  à l'angle  B'  du  second;  les  deux  triangles 
AOB,  A'O'B',  étant  semblables  par  construction,  l'aiigle  .ABO 
esl  égal  à l’angle  A'B'O'.  L’angle  OBC,  différence  des  angles  B 
et  ABO,  est  donc  égal  à l’angle  O'B'C',  différence  des  angles 
B'el  A'B'  O'.  La  similitude  des  deux  polygones  entraîne  l’égalité 


AB  BC 
A'B'  “ B'C'  '■ 
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Cflli'  (li‘s  (leux  li'iiiiigles  AÜR,  A'O'B',  üoniip 

\B  _ OB  . 

A' B'  ~ b' B ' f 

ou  aura  donc 

O B _ Bj^ 

o^ir  “ ïï'77’ 

l’ar  suite , les  deux  iriangles  BOC,  B'O'Ç',  seront  sein- 
Llaldps  ronime  avant  un  angle  (^gal  compris  entre  côtés  pro- 
Itortionnels. 

On  prouverait  de  la  mi'une  manière  la  similitude  des  triangles 
OU),  C'O'l)',  DOK.  D'O'E',  EGA,  KO' A'. 

Il  faut  remaniuer  (|ue  le  point  O ])nuiTail  se  confondre  avec 
run  des  sommets  A du  polygone  ABC.DE  ; son  homologue  O' se 
confondrait  alors  avec  le  sommet  A'.  Les  deux  polygones  se- 
raient disisés  en  triangles  semblables  parles  diagonales  homo- 
logues j)artant  des  sommets  A et  A'.  Cette  remarque  prouve 
(|uc,  dans  deux  j)olygones  semblables,  le  rapport  de  deux  dia- 
gonales homologues  est  égal  au  rapport  de  similitude  des  deux 
polygones.  éV  rapport  ci/  celui  de  deux  lignes  homologues 
tracées  d'une  maniéré  quelconque  dans  les  deux  polygones. 

Le  point  O pourrait  être  extérieur  au  polygone  ABCDE.  Le 
même  théorème  subsisterait,  en  convenant  de  regarder  le 
polygone  comme  composé  d'une  série  de  triangles,  les  uns 
additifs,  les  autres  ior«//«c//yi.  Ainsi  [Jig.  {(6)  on  pourra  re- 
garder lo  polygone  ABCI>E  comme  composé  des  triangles 
additifs  S\B,  S\E,  SEI),  et  des  triangles  soustractifs  SBC, 
S('.I).  Le  raisonnement  sera  le  même  (pie  précédemment. 

100.  lieux  polygones  composés  d'un  même  nombre  de 
trianules  semblables  et  semblablement  disposés,  sont  semblables 

[fg-  95)- 

Soient  les  deux  polygones  AB(]I)E,  A'B'C'D'ïi'.  Supposons 
(jii'ils  soient  d(>com posés  en  triangles  semblables  OAB,  O' A'  B', 
OBC.O'B'C',  OCl),  O'C'I)', etc.  Lesangles  des  deux  polygones 
seront  égaux  comme  sommes  d’angles  égaux.  Si  l'on  compare, 
pai  exemple,  l’angle  B et  l'angle  B',  ou  verra  ipie  l’angle  B est 
la  somme  des  angles  ABO,  OBC,  et  ipie  l’angle  B'  est  la  somme 
des  angltt»  A'B'O',  O'B'C'.  Les  angles  ABO  et  A' B' O',  OBC  et 
O'B'C.',  sont  'd’ailleurs  égaux  par  suite  do  la  similitude  des 
triangb^s  OAB  et  O'  \'B',  OBC  et  O'B'C'.  La  similitude  de  ces 
mêmes  triangh^s  permet  de  poser 

\B  _ BO  BO  _ BC 
VB~  ~ lî'T»^’  inr  ~ BT.’- 
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AB  _ BC 
A' B'  “ B'C'' 

On  prouverail  de  incinc  que 

BC  Cl) 

= 9 otr 

B'C'  C'D' 


Les  deux  polygones  oni  donc  leurs  angles  égaux  el  leurs 
côtés  homologues  proportionnels  : ils  sont  donc  semblables. 

En  supposant  que  le  point  O sc  confonde  avec  le  sommet  A, 
chacun  des  polygones  considérés  comprend  h — 2 triangles, 
en  désignant  par  n le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones.  La 
similitude  de  chaque  couple  de  triangles  exigeant  2 conditions, 
la  similitude  des  deux  polygones  exigera  2« — 4 <^onditions. 
Leur  égalité  en  exige  in  — 3 (iO).  C’est  là  une  loi  générale,  le 
nombre  des  conditions  d’égalité  surpasse  toujours  de  i le 
nombre  des  conditions  de  similitude,  parce  qu’il  faut  dans  ce 
cas  ajouter  aux  conditions  de  similitude  cette  condition  parti- 
culière, que  le  rapport  de  similitude  est  égal  à 1 : la  propor- 
tiont^jlité  des  côtés  se  change  alors  en  égalité. 

WtTSi  l’on  joint  un  point  quelconque  S <1  tous  les  sommets 
d’un  polygone  ABCDE,  et  si  l'on  prend  sur  les  droites  SA,  SB, 
SC,  etc.,  des  points  A',B',C',  etc.,  tels,  qu’on  uit 

^ _ SB  _ SC  _ SI)  _ SE 
SV  “ SÏT  — SC  ” SD'  ~ SE'  ’ 

les  deux  polygones  .ABCDE,  A'B'C'D'E' , sont  semblables 

(A'-  96)- 

Fig.  ,jG.  En  effet,  les  deux  trian- 

gles SAB,  SA' B',  ayant  un 
angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels,  sont 
semblables  : le  côté  .AB  sera 
parallèle  au  côte  A' B',  et 
l’on  aura 

Al  _ 

A'B'“SB'’ 





y ■ D' 

I)' 


En  coinpiirant  les  deux  triangles  SBC,  SB' (7,  on  prouverait  le 

BC 

j)ai-allélisme  des  côtés  BC,,  B'(7,  et  l’égalité  des  rapports 
SB 

et  etc.  Les  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E',  ayant 
leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  auront  toits 
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leurs  nngles  égaux;  ils  auront,  de  plus,  tous  leurs  côtés  pro- 
poiTionnels  : ils  seront  donc  semblables. 

Remarquons  que  les  points  A',  B',  C',  etc.,  peuvent  être  pris' 
soit  sur  les  côtés  SA,  SB,  SC,  etc.,  soit  sur  les  prolongements 
de  ces  côtés  : le  point  S s’appelle  cenhv  de  similitude,  les 
droites  SA,  SA',  SB,  SB',  etc.,  sont  les  rnyons  vecteurs  des 
points  A,  A',  B,  B',  etc.  Lorsque  les  deux  polygones  sont  du 
môme  côte  du  point  S,  ils  sont  senddaldement  placés;  lors- 
qu’ils sont  de  part  et  d’autre  du  point  S , ils  sont  inversement 
placés. 

La  léciproque  du  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  est 
vraie.  Si  deux  polrppmes  semblables  ont  leurs  côtés  parallèles, 

les  droites  qui  joignent  les 
sommets  homologues  se  croi- 
sent en  un  même  point  qui 
est  le  centre  de  similitude  des 
deux  polygones  (Jig.  9'j). 

Soient  les  deux  polygones 
ABC  DE,  A'B'C'D'E',  qui 
remplissent  les  conditions  de 
l’énoncé.  Joignons  AA'  et  BB'.  Soit  S le  point  de  rencontre  de 
ces  deux  droites.  Les  deux  triangles  SAB,  SA' B',  seront 
semblables  comme  équiangles,  puisque  AB  et  A' B'  sont  pa- 
rallèles, et  l’on  aura 

_ AB 

Â'S“  B'S—  A'B'‘ 

Joignons  SC  et  SC',  et  comparons  les  triangles  BSC,  B'SC'. 
L’angle  en  B sera  égal  à l’angle  en  B',  à cause  des  parallèles 
BC,  B'C'.  On  aura  d’ailleurs 

AB  _ BS 
A'B'~B'S’ 

par  suite  de  la  similitude  des  polygones.  On  aura  donc  aussi, 
d’après  ce  (|ui  précède. 

BC  _ IW 
B'C' ~ B' S' 

et  les  deux  triangles  BS(],  B'SC',  seront  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entn*  côté's  proportionnels.  Ils 
seront  donc  équiangles,  et  les  rayons  SC  et  S<7  ne  formeront 
(|u’une  seule  et  même  ligne  droit!?.  On  prouverait  de  même 
que  DD'  et  EE'  passent  par  le  point  S. 

Plusieurs  instruments  ingénieux  employés  |)our  réduire  les 
dessins,  sont  basés  sur  le  théorème  que  nous  venons  d’établir; 
nous  citerons  le  panlogiaphe. 
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102.  Le  rapport  des  périmètres  de  deux polygoœs  senibUtbles 
estéj^al  au  rapport  de  similitude  des  deux  polyf’ones  f)7  ). 

Les  deux  polygones  ABCDE,  A'B' C'D'E',  éianl  semblables, 
on  a 

AB  _ BC  ^ Cl)  _ DE  _ EA 
A'  B'  “ B'  C'  — C'  D'  ~ D' E'  ~ E'  A'" 

Un  théorème  connu  permet  donc  de  poser  immédiatement 

AB  -t-  BC  + CI)  -1-  DE  -I-  EA  AB 
A'B'-hB'C'+C'D'+D'E'-i-E'A'  “ A'B'" 

Le  numérateur  du  premier  membre  de  l’égalité  obtenue  repré- 
sente la  somme  des  côtés  du  polygone  ABCDE,  c’est-à-dire  son 
périmètre  P;  le  dénominateur  de  ce  mémo  premier  membre 
représente  le' périmètre  P'  du  polygone  A'B'C'D'E'.  On  aura 
donc 

P _ AB 
P'  — .VB'' 

ni.  — Relations  métriques  entre  les  différentes  parties  d’un 
triangle. 

103.  Pour  simplifier  les  éfioncés,  on  appelle  en  géométrie 
produit  de  deux  lignes  le  produit  des  nombres  qui  expriment 
leurs  mesures  par  rapport  à la  même  unité  ; carré  d'une  ligne, 
le  carré  du  nombre  qui  exprime  sa  mesure. 

Si  l’on  a 

A C 
B “ï)’ 

A,  B,  C,  D,  représentant  des  longueurs  ou  les  nombres  qui  l*!S 
mesurent  lorsqu’on  les  rapporte  à une  meme  unité,  on  dit  que 
D est  une  quatrième  proportionnelle  à A,  B,  C. 

Si  les  moyens  B et  C sont  égaux,  on  aura 

A B 
B ~ I)’ 

D est  alors  une  troisième  proportionnelle  à A et  B.  Dans 
ce  cas,  B,  à son  tour,  est  une  moyenne  proportionnelle,  entre 
A et  D,  et  l’on  a B’  = A X D. 

On  appelle  projection  d’un  point  .\  suruno 
ligne  droite  XY,  le  pied  a de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  A sur  XY.  Si  l’on 
donne  une  droite  limitée  AB,  sa  projection 

sur  XY  est  la  longueur  ab  qui  sépare  les  pro- 

“ * jections  de  .ses  points  extrêmes  {^fig.  98). 

lOL  Si  du  sommet  de  F angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
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on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  r hypoténuse  : chaque  côté 
de  l'anf'le  droit  est  moyenne  proportionnelle  entre  sa  projec- 
tion sur  l’hypoténuse  et  l’hypoténuse  elle-même;  la  perpen- 
diculaire abaissée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segments  quelle  détermine  sur  F hypoté- 
nuse [fig.  99). 

Soit  le  triangle  rectangle  ABC,  soit  la 
perpendiculaire  AD  abaissée  du  sommet  A 
sur  riijpoténuse  BC.  Cette  perpendiculaire 
partagera  le  triangle  proposé  en  deux  trian- 
gles partiels,  (|ui  lui  seront  semblables  et  qui  seront,  par  con- 
séquent, semblables  entre  eux.  En  effet,  les  deux  triangles 
rectangles  ABC  et  ABD  ayant  l’angle  aigu  B commun,  sont 
équiangles  et  semblables;  il  en  est  de  même  des  triangles  rec- 
tangles \B('  et  ADC,  qui  ont  l’angle  aigu  C commun. 

Si  l’on  compare  successivement  les  triangles  ABD  et  ABC, 
.\DC  et  ABC,  on  pourra  donc  écrire 
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AB  “ BC’ 

cd__m: 

AC  “ BC’ 


d’où  AB’=BD.BC; 
d’où  AC’=  (>D.  B(.’. 


Il  faut  se  rappeler  que  les  côtés  proportionnels  sont  les  côtés 
opposés  aux  angles  égaux. 

Si  l’on  compare  ensuite  les  triangles  partiels  ABD,  ADC,  on 
aura 

= d’où  AD>=BD.CD. 

Si  l’on  décrit  un  cercle  sur  BC  comme  diamètre,  il  passera 
par  le  sommet  A (65)  ; on  peut,  par  conséquent,  énoncer  sous 
la  forme  suivante  les  propriétés  démontrées  : 

Toute  corde  est  moyenne,  proportionnelle  entre  le  diamètie 
qui  passe  par  F une  de  ses  extrémités , et  sa  projection  sur  ce 
diamètre;  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  quelconque 
de  la  circonférence  sur  un  diamètre  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre. 

lOo.  Si  l'on  exprime,  numériquement,  par  rapport  à une 
même  unité,  les  trois  cotés  d'un  triangle,  rectangle,  le  carré  du 
nombre  qui  représente  F hypoténuse  est  égal  à la  somme  des 
carrés  des  nombres  qui  représentent  les  deux  côtés  de  F angle 
droit  [fig.  99). 

l.e  tbéorèiue  précédent  vient  de  nous  donner  les  deux  éga- 
1 ités 

AB  = BD.BC. 

ACt=  CD.BC. 
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Ajoulons-les  membre  à membre,  cl  motions  dans  le  second 
membre  BC  en  fadeur  commun;  il  viendra 

AB’-t-AC>  = (BU  + CD).BC. 

BD  -H  CD  = BC.  On  aura  donc 

AB'-i-  AC’=  BC'. 


On  peut  facilement,  ep  ayant  égard  à cette  relation,  trouver 
l’un  des  côtés  d’un  triangle  rectangle,  lorsqu’on  connaît  les 
deux  autres. 

Si  l’on  donne  les  côtés  de  l’angle  droit  égaux  à 4“  et  à 3”,  on 
aura  immédiatement,  en  représentant  l’Iiypolénuse  par  z. 


2'  = 4'-f- 3'=r  ?.5,  d’où  - = 5. 

Si  l’on  donne  l’hypoténuse  égale  à i3'‘  et  l’un  des  côtés-  de 
l’angle  droit  égal  à S**,  on  aura  immédiatement,  en  représen- 
tant par  X le  côté  inconnu, 

i3'  = 5’  + a?',  d’oii  æ:'  = i3'  — 5'  = i44  cl  x=i?,. 

Le  rapport  de  la  diagonale  du  carré  à son  côté  est  exprimé 
par  la  quantité  incommensurable  sfô.. 

Le  triangle  ABC  [fig.  loo)  étant  rectangle 
f‘C  'eo-  isocèle,  donne 


AC'=  AB’+BC’  = 2\B', 


et 


On  doit  remarquer  que  les  théorèmes  relatifs  à la  similitude 
des  triangles  {9i,  95),  joints  à celui  du  carré  de  l’hypoténuse, 
sont  les  plus  importants  de  la  géométrie.  (]ar  toutes  les  figures 
peuvent  se  décomposer  en  triangles  quelconques,  cl  tout 
triangle  quelconque  peut  se  décomposer  en  deux  triangles 
rectangles  par  une  perpendiculaire  abaissée  de  l’un  des  som- 
mets sur  le  côté  opposé.  On  aura  donc  constamment  à appliquer 
, les  propositions  indiquées. 


Fig.  loi. 


106.  Dans  tout  triangle,  le  carré  du  côté  opposé  à un  angle 
aigu  est  égal  à la  somme  des  earrés  des  deux  autres  côtés, 

moins  le  double  produit  de 
l’un  d’eux  par  la  projec- 
tion de  l’autre  côté  sur 
la  direction  du  premier 
(//T-'O')- 

Soit  le  triangle  .ABC  dans 
lequel  l’angle  C est  aigu. 
Considérons  le  côté  AB  opposé  à cet  angle.  Du  sommet  A,  j'a- 
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baisse  sur  le  cùlé  oppose  lu  perpendiculaire  \D  : elle  tombera 
en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle,  suivant  que  l’angle  B .sera 
aigu  ou  obtus.  Dans  le  premier  cas,  on  aura 

DB  = Bt;— CD; 

dans  le  second,  on  aura 

DB  = CD— BC. 

Dans  les  deux  cas,  on  aura 

DB>  = BC’  + CD>— aBC.CD. 

Le  triangle  rectangle  ABD  donne  d’ailleurs 
\B>  = AD’-HDB'. 

On  aura  donc,  en  remplaçant  DB’  par  sa  valeur, 

AB’  = AD’ 4-  BC’ 4-CD’—  ? BC.CD. 

Le  triangle  rectangle  AD(^  permettant  de  remplacer 
AD’  + CD’  par’AC’, 

il  viendra 

AB’  = BC’4-  AC’— 2BC.CI). 


107.  Dans  tout  triangle,  le  carré  du  côté  opposé  à un  angle 
obtus  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  plus 

le  double  produit  de  l'un  d’eux  par 
la  projection  de  l’autre  côté  sur  la 
direction  du  premier  [Jig-  102  ). 

Soit  le  triangle  .ABC  dans  lequel 
l’angle  C est  obtus.  Considérons  le 
coté  AB  opposé  à cet  angle.  Du 
sommet  A,  j’abaisse  sur  le  côté  op- 
posé la  perpendiculaire  VD  ; elle  tombera  en  dehors  du 
triangle,  et  l’on  aura 


d’oii 


DB  = BC+CD. 


DB’  = BC’  4-  CD’ 4-  2 BC.  CD. 


Le  triangle  rectangle  ABD  donne  d’ailleurs 


AB’  = AD’4-DB’. 


On  aura  donc,  en  remplaçant  DB’  par  sa  valeur, 

VB’=  \D’4-  BC’4-CD’4-2BC.CD. 

Le  triangle  rectangle  U)C  permettant  de  substituer  .AC’  à 
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il  viendra 

\B»  = BC’  + VC’  -t-  a BC  .Cl).  - 

Si  l’on  rapproche  les  ihéorèmes  précédents,  on  voit  que 
l'angle  d'un  triangle  est  nécessairement  aigu,  obtus  ou  droit, 
suivant  que  le  carré  du  côté  opposé  est  inférieur,  supérieur  ou 
ésal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

Etant  donnés \B  = 7'',  AC  = 5",  BC  = 4*»  proposons-nous  de 
déterminer  la  hauteur  du  sommet  A au-dessus  du  côté  BC  ou 
la  perpendiculaire  Al).  Comme  f l’emporte  sur5'-i-4’,  l'angh» 
opposé  au  côté  AB  est  obtus,  et  l’on  peut  poser 

AIP  = BC’ AC’ -t- 2 BC . Cl), 

c’est-à-dire 

49=  i6-|-a5-|-8CD. 

On  en  déduit 

Cl)=  I. 

Le  triaiiftle  rectangle  ADC  donne  alors 

Al)  = v/a5  — I ou  AD  = \/a4  = 4 . ^)î) 
à moins  de  o,ooo5  par  excès. 

108.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés 
est  égale  à deux  fois  la  somme  des  carrés  de  la  moitié  du  troi- 
sième côté  et  de  la  médiane  correspon- 
dante (Jig-  io3). 

Soit  le  triangle  ABC  : la  médiane  qui 
correspond  au  côté  BCest  la  droite  AD  qui 
joinllcsommet  A aumilieu  Ddu  côté  BC. 
L’un  des  angles  en  1)  est  aigu,  l’autre  est 
obtus,  sauf  le  cas  du  triangle  isocèle;  mais  alors  le  théorème 
est  évident.  Le  triangle  ADC  donne 

AC’  = CD’-(-  AD’  -H  aCD.  DE. 


fii; . I o3 . 

‘ A 


Le  triangle  ADB  donne  à son  tour 

AB’=  BD’ -H  AD’  — 2 BD.  DE. 

Si  l’on  ajoute  ces  deux  égalités  membre  à membre  et  si  l'on 
remarque  que  CD  = BD,  il  viendra,  en  réduisant, 

AC’ -T- AB’ = 2 (CD’  +■  AD’). 

Si  la  droite  BC  ne  change  pas  et  si  la  somme  des  carrés  des 
côtés  AC  et  AB  reste  constante,  ces  côtés  variant  eux-mêmes, 
l’égalité  précédente  prouve  que  la  valeur  de  la  médiane  AD 
restera  constante.  Par  conséquent,  le  Heu  des  points  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  éi  deux  points  fixes  est  con- 
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stanie,  est  une  circotifémnce  de  cercle  qui  a pour  centre  le  mi- 
lieu de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

Si  l’on  a 

VC’  + AB>  = w’, 

il  viendra 

,h>=3.((;ü’-+- Al)’),  d’où  AD=  — Cl)’. 

Telle  sera  l’expression  du  rayon  de  la  circonférence.  Le  pro- 
blème est  impossible,  lorsqu’on  a m'c^aCI)’. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  d’un  quadrilatère  quelconque 
est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diagonales,  augmentée  de 
quati-e  fois  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  tes  milieux  des  diagonales  [fg.  io4). 

Soit  le  quadrilatère  ABCl).  Soient  E et 
F les  milieux  des  diagonales  A(^  et  BD. 
Les  deux  triangles  ADI],  ABC,,  donneront 

AD’  -I-  DC’  = a ( AE’  + DE’), 
AB’-+-BC’=2(\E’-i-BE’). 

Si  l’on  ajoute  ces  deux  égalités  membre  à membre,  il  vient 
AB’  -)-  BC’  -i-  DC’  -I-  AD’  = 4 AE’-+-  2 (BE’  -+- DE’). 

Le  triangle  BEI)  donne  d’ailleurs 

2{BE’4-DE’)=4  (BF’-l-EF’). 

On  aura  donc 

AB’ -4-  BC’  -h  DC’  -I-  AD’  = 4 AE’  -+-  4 BF’-l-4 EF’. 

Mais  de  a \E  = AC,  on  déduit  4'^E’  = A(?;  de  même,  de 
aBF  = BD,  on  déduit4BF’=  BD’.  Il  restera  donc 

AB’  -f-  BC’+  DC’-t-AD’=  AC’ -4-  BD’ +-4 EF’. 

S’il  s’agit  d’un  parallélogramme,  la  distance  EF  devient  nulle. 
Par  conséquent,  dans  tout  parallélogramme,  la  somme  des 
carrés  des  côtés  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales. 

109.  Dans  tout  triangle,  la  différence  des  carrés  de  dcu.r 
côtés  est  égale  au  double  produit  du  troisième  côté  par  la 
proiection  sur  sa  direction  de  la  médiane  correspondante 
{fg.  io3). 

Nous  avons  déjà  trouvé  les  deux  égalités 


Fij».  10.'^. 


A 


B 


AC’  = ( :i)’  + AD’  -4-  a CD . DE. 
A B’  = BD’  -4-  Al)’—  a BD , DE. 
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Rotranrlions-les  monibre  à inembr»!,  en  remarquant  que 
CD=BD  : il  viendra 


c’est-à-dire 


AC«  — AB’  = 4C1).DE, 
AC>— AB»  = 2BC.DE. 


Remarquons  que  si  les  points  B et  C restent  lixes,  tandis 
que,  les  rôtés  AC  et  .AB  variant,  la  différence  de  leurs  carrés 
tlcineure  constante,  l’égalité  précédente  prouve  que  la  projection 
DE  ou  la  position  du  point  E reste  aussi  constante.  l’ar  ron.sé- 
(|uent,  le  lien  des  points  dont  ta  différence  des  carrés  des 
distances  à deux  points  fixes  est  constante,  est  une  perpendi- 
culaire à la  droite  qui  joint  les  points  fixes. 

Si  l’on  a 

AC’  — AB’  = w’, 

il  viendra 

m’=5.BC.DE,  d’où  DE= -S^- 

7-dL 

’l’elle  est  la  valeur  de  DE.  On  portera  cette  valeur  de  DE,  à 
partir  du  point  D milieu  de  BC,  à droite  ou  à gauche  de  ce 
point,  et  le  lieu  se  composera  en  réalité  des  deux  perpendicu- 
laires élevées  à BC  par  les  points  obtenus. 

110.  Le  produit  de  deux  cotés  d’un  triante  est  égal  au 
carré  de  la  bissectrice  de  l'angle  qu’ils  forment,  augmenté  du 
produit  des  deux  segments  que  cette  bis- 
sectrice détermine  sur  le  troisième  côté 
{fi g.  io5). 

Soit  le  triangle  AB(],  soit  la  bissectrice 
CD  de  l’angle  C.  Formons  l’angle  DBE  égal 
à la  moitié  de  l’angle  C.  Les  deux  triangles 
ACD  et  DBE  seront  évidemment  équiangles 
et  semblables.  L’angle  CAD  sera  donc  égal 
à l’angle  DEB,  et  il  en  résultera  la  simili- 
tude des  deux  triangles  ACD,  CBE.  On  aura,  par  suite  de  celte 
similitude, 

^ = d’où  AC.  CB  = CD.  CE.  * 

CE  CB 

On  peut  remplacer  CE  par  CD  -1-  DE  : on  aura  abus 


AC.CB  = CD’-t-CD.DE. 

La  similitude  des  triangles  ACD,  DBE,  donne  d’ailleurs 


(J) 

DR 


AD 

DÉ’ 


d’où  CD.DE  = AD.DB. 


II. 
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En  substiluaiii  dans  régaliii*  inétt-denie,  nous  aurons  donc 
AC.CB  = CD’-t- AD  .DB. 


Nous  pourrons,  à l'aide  des  Ihéoréines  établis  (106, 107, 108, 
110),  calculer  les  hauteurs  des  différents  sommets  d’un  triangle 
par  rapport  aux  côtés  opposés,  \gs  médianes  Ae  ce  triangle,  les 
bissectrices  de  ses  angles,  en  fonctiondes  trois  côtés  du  triangle. 

Le  produit  de  deux  côtés  (f  un  triangle  est  encore  égal  au 
produit  de  la  hauteur  qui  correspond  au  troisième  côté  par  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
{fg.  io6). 

Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans  une 
circonférence,  on  dit  que  la  circonférence 
lui  est  circonscrite. 

Soit  le  triangle  ABC  inscrit  dans  la  cir- 
conférence O,  soit  perpendiculaire  sur 
•VB.  Les  deux  triangles  rectangles  A(]l),  (IBE 
sont  semblables;  car  l’angle  ADC.  et  l’angle  EB(]  sont  inscrits 
dans  le  même  segment.  On  aura  donc 


^ d’où  .\C.CB  = CE.  CD. 

CL  (.B 

IV.  — Des  lignes  proportionnelles  dans  le  cercle. 

111.  Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d’un  cercle  on  lui  mène 
des  sécantes,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  intersec- 
tions de  chaque  sécante  avec  In  circonférence 
est  constant  l^fig.  107). 

Supposons  d’abord  le  point  donné  intérieur 
au  cercle.  Par  ce  point  E,  menons  deux  cordes 
quelconques  AB  et  CD.  Joignons  AC  et  BD. 
Nous  formerons  deux  triangles  AEC,  DEB;  ces 
triangles  sont  équiangles,  car  les  angles  en  E 
sont  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  en  C et  en  B sont 
égaux  comme  inscrits  dans  le  même  segment.  La  similitude 
des  triangles  considérés  permellia  donc  de  poser 

= AF..»E  = CE.nE. 

On  énonce  quelquefois  cette  importante  propriété,  en  disant 
(jue  deux  cordes  quelconques  se  coupent  dans  une  circonfé- 
rence en  parties  inversement  proportionnelles. 

Supposons  maintenant  le  point  donné  extérieur  au  cercle. 
Par  ce  point  E,  menons  deux  sécantes  quelconques  EAB,  EDC 
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ÎJig.  108].  Joignons  AC  cl  BD.  Les  deux  triangles  AEC,  DEB 
Pig  ,os.  seront  semblables.  En  effet,  ils  ont  l'angle  E 
g ' commun,  et  les  angles  C et  B sont  égaux 

è comme  inscrits  dans  le  même  segment.  On 
pourra  donc  poser 

tt-EB’  ec.ei.  = eb  ea. 

On  énonce  quelquefois  celle  propriété 
en  disant  que  deux  sécantes  issues  d’un 
même  point  sont  inversement  proportionnelles  à leurs  parties 
extérieures. 

Si  l’on  conçoit  que  la  sécante  EC  tourne  autour  du  point  E, 
de  manière  à devenir  la  tangente  EF,  le  théorème  ne  cessera 
pas  d’être  vrai,  mais  à la  limite  la  sécante  entière  se  confon- 
dra avec  sa  partie  extérieure.  On  aura  donc 

EP  = EB.EA. 


O,  qui  prouve  que,  lorsqu’une  tangente  et  une  sécante  par- 
tent d'un  même  point,  la  tangente  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  exté- 
Flg.  109.  rieiire  'Jig.  109)* 

y-  On  peut  d’ailleurs  le  démontrer  directement 
/\  • comme  il  suit.  Soient  la  tangente  EF  et  la  sé- 
j*  / 1 canle  EAB.  Joignons  AF  et  BF.  Les  deux  trian- 

gles  EBF,  EVF,  sont  semblables.  En  effet,  ils 
^ ^ _;L-  ont  l’angle  E commun,  et  l’angle  EBF  est  égal 

/ ,i  l’angle  EFA,  puisque  ces  deux  angles  ont 

\ . ^ pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  AF.  On 

— ' aura  donc 


-■ 


EB  EF  . 

rï?  = fcT’ 

Er  EA 


EB  EA. 


tl2.  La  réciproque  de  la  proposition  précédente  est  vraie. 
/.orsque  deux  droites  Al).  BC,  prolongées  s’il  r a lieu,  se 
Fi(;.  110.  coupent  en  un  point  E tel, 

E qu’on  ait 


/ >,e 

"r- / A 


AE,DE=  BE  CE. 


//  // ® \ ' leurs  extrémités  A,  D,  B, 

l''  '/  sont  situées  sur  une  même  ctr- 

* A » conférence  [Jig,  110). 

Divisons  les  deux  membres  de  l’égalité  donnée  par  BE.DE. 
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On  aura 


CÉOMÉTIUE. 

AE  _ CE 
BE  ~ DE’ 


Les  deux  irianplcs  ACE,  BDE,  auront  donc  un  an^lc  com- 
nuin  ou  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Ces 
triangles,  étant  alors  semblables,  seront  équiangles.  Par  consé- 
quent, si  l’on  décrit  sur  Cl)  comme  corde  un  segment  capable  de 
l’angle  CAI),  la  circonférence  qui  passera  par  les  trois  sommets 
C,  A,  D,  passera  aussi  par  le  quatrième  sommet  B;  en  effet,  les 
angles  en  A et  en  B sont  égaux  d’après  ce  qu’on  vient  de  dire. 

113.  Lorsque  deux  droites  forment  respectivement  des  an- 
gles égaux  avec  les  côtés  d’un  même  angle,  on  leur  donne  le 
nom  de  droites  anti-ptirallèles. 

Soit  l’angle  A coupé  par  les  droites  BC,  DE;  si  les  angles 
ABC,  AED,  sont  égaux,  les  droites  BC  et  DE  sont  anti-paral- 
iii).  Prenons  AE' = AE  et  AD'  = AD,  joignons 
D'E'  : les  deux  triangles  ADE,  AD'E'  se- 
ront égaux,  et  l’angle  AED  sera  égal  à l’angle 
AE'  D',  L’angle  ABC  sera  donc  lui-même  égal 
à l’angle  AE'D',  et  la  droite  BC  sera  paral- 
lèle à la  droite  E'D'.  On  aura  donc 


lèles  Ifig. 
Fie-  " 


AB 

ÂE' 


c’est-à-dire 


AB  AC  . 
XÏ  = ÂD’ 


AC 

■ AD’ 

AB.AD  = AC.AE. 


Les  distances  du  sommet  de  l'angle  aux 
points  d’intersection  de  chacun  de  ses  cotés 
avec  les  deux  droites  anti-parallèles,  for- 
ment donc  un  produit  constant. 

Si  le  point  D se  confondait  avec  le  point  B,  on  aurait 

AB’  = AC.AE. 


Lorsque  les  deux  droites  anti-parallèles  se  eroisent  en  un 
même  point  sur  F un  des  côtés  de  i angle,  la  distance  du  sommet 
à ce  point  est  donc  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments 
comptés  sur  l’autre  côté  de  l’angle. 

La  propriété  qu’on  vient  de  démontrer  permettrait  de  rendre 
plus  rapide  l’exposition  de  quelques-uns  des  théorèmes  pré- 
cédents. Considérons,  par  exemple  [fig.  lo'j),  les  cordes 
AB,  CD.  Les  angles  en  A et  en  I)  étant  égaux  comme  inscrits 
dans  le  même  segment,  les  droites  AC,  DB,  sont  anti-parallèles 
par  rapport  aux  côtés  de  1 angle  E : on  aura  donc  immé- 
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\E.BE  = CE.DE. 

9 J 

On  voit  que  deux  droites  anti-parallèles  déterminent  deux 
triangles  semblables,  qui  deviennent  semblablement  placés  par 
lenversemenl. 


T. — Problèmes  sur  les  lignes  proportionnelles. 


Il 4.  Division  dune  ligne  droite  en  un  certain  nombre  de 
parties  égides  (Jig.  112). 

Fi(j.  lia.  Soit  A à diviser  en  cinq  parties  égales.’ 

» Je  forme  un  angle  quelconque  CBD  et,  sur 

le  côté  BC,  je  porte  une  longueur  BE  égale 
à la  droite  A.  Sur  l’autre  côté  BD,  je  porte, 
à la  suite  l’une  de  l’autre,  cinq  fois  de  suite 
la  longueur  arbitraire  BF.  Soient  II  et  G les 
deux  derniers  points  de  division.  Je  Joins 
GE  et,  par  le  point  H,  je  mène  H K parallèle 
à GE. EK  sera  la  cinquième  partie  de  BE  ou  de  A.  On  a,  en 
effet,  à cause  des  parallèles. 


EK  _ GH  _ ^ 

BE  “ BG  “ 5' 

il5.  Division  dune  ligne  droite  en  parties  proportionnelles 
à des  lignes  données  ou  à des  nombres  donnés  {Jig.  1 13). 

Soit  à diviser  la  droite  A en  parties  pro- 
portionnelles aux  droites  M,  N,  P.  Je  forme 
un  angle  quelconque  CBD  et,  sur  le  côté 
BC,  je  porte  une  longueur  BE  égale  à A.  Sur 
l’autre  côté  BD,  je  porte  successivement  des 
longueurs  BF,  FG,  GH,  respectivement 
égales  aux  longueurs  M,  N,  P.  Je  joins  le 
point  H au  point  E,  et  je  mène  à la  droite 
HE  les  parallèles  GK,  FL.  La  droite  BE  ou 
A sera  divisée  aux  points  L et  K,  comme 
l’exige  l’énoncé.  On  aura,  en  effet,  à cause 
des  parallèles, 

1^  _ BF  _ M Uv  _ FG  _ N 

LK  ~ FG  “ N KE  “ GH  ~ P ’ 

d'où 

BL  _ LK  _ KE 
M ~ \ ~ P ■ 


Fig  ii3. 
k’ 

1 

Ri"  • 
fl 1 


Si  l’on  devait  partager  A proportionnellement  à des-nombres 
donnés,  on  représenterait  ces  nond)res  par  des  droites  en  fai- 
sant choix  d’une  certaine  unité,  et  l’on  opérerait  comme  ou 
vient  de  l'indiquer.. 
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116.  Construire  la  ijualrième  proportionnelle  à trois  droites 
données  [fig.  Mi})- 


Fig. 


Il  |. 


Mt- 

N>— 

PI- 


proportionnelle  demandée;  car  on  aura 

^ _ ^ M _ 

Al)  “ AE  N ~ AE 


Soient  M,  N , P , les  trois 
droites  données.  Je  forme  un 
anpic  quelconque  BAC.  Sur  le 
côté  .AB,  je  prends  .AB  = \I  et 
.VI)  = X ; je  prends,  sur  le  coté 
AC,  AC  = P.  Je  joins  BC  et,  par 
le  point  I),  je  mène  DE  paral- 
lèle à BC.  .VE  sera  la  quatrième 


(103). 


Si  les  lignes  N et  P étaient  égales,  .VE  serait  la  troisième 
proportionnelle  aux  lignes  M et  N. 

117.  Construire  la  moyenne  proportionnelle  à deux  lignes 
données  [Jig.  1 15). 

Soient  les  deux  ligues  données  A et  B.  Je 
porte  ces  lignes,  de  C en  D et  de  I)  en  E,  sur 
une  droite  indéfinie.  Sur  CE  comme  diamètre, 
je  décris  une  demi-circonférence.  J’élève  parle 
point  0,  DF  perpendiculaire  au  diamètre  : DF 
est  la  mojenne  proportionnelle  demandée  : on. 
a en  effet 

DF  = CD.  DE  = A.  B (lOi). 


Fig.  ii5. 


Berna rquons  que,  si  les  lignes  .A  et  B sont  inégales,  le  rayon  OF 
sera  toujours  plus  grand  que  la  perpendiculaire  FD.  On  vérifie 
ainsi  géométriquement  que  la  moyenne  proportionnelle  à deux 
lignes  inégales  est  plus  petite  que  leur  moyenne  arithmétique. 

Lorsque  les  lignes  A et  B sont  trop  grandes  pour  qu’il  soit 
commode  de  les  porter  à la  suite  l’une  de  l’autre,  on  opère 
comme  il  suit.  On  prend  sur  une  droite 
indéfinie  [Jig.  1 16)  CD  = A , (lE  = B.  On 
décrit  sur  CD  coinine  diamètre  une  demi- 
circonférence,  et  au  point  E on  élève  EF 
perpendiculaire  au  diamètre.  La  moyenne 
proportionnelle  demandée  sera  la  corde 
CF.  On  a en  effet 

CF’  = CD.CE  = A.B  (lOA). 


Fig.  lit). 


On  aiirail  pu  aussi,  dans  le  cas  considi'ré,  décrire  une  demi- 
circonférence  sur  ED  comme  diamètre  ; ED  représente  la  dif- 
lérence  des  deux  lignes  <lonnées.  Si  l’on  mène,  |iar  le  point  C. 
une  tangente  ('C  à celte  ciKenfcrcnce.  (itî  représcntcia  la 
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inojeime  pmporlionnclle  cliercliée  ; car  on  aura  «micoit 

c(î’  = (:d.c;e  = a.b  (iii). 

On  a évideininenl  CO' = B ^ ^ ^ ^ ■ üc  inèino  , 

1 2 

A — B 

O'Iî  = O'I)  = — ^ — Le  triangle  CÜ'G  est  d'ailleurs  rectangle 

en  G.  11  en  résulte  que  la  demi-somme  de  deux  lignes,  leur 
moyenne  proportionnelle  et  leur  demi-différence,  peuvent 
être  représentées  par  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle. 

118.  Construite  deux  droites  connaissant  leur  somme  et 
leur  produit  [fig.  117). 

Soit  BC  la  somme  donnée,  soit  A la  droite 
"7-  dont  le  carré  égale  le  produit  donné.  Sur  BC 
comme  diamètre,  je  décris  une  demi-circon- 

II  rérence.  Au  point  B,  j’élcve  sur  le  diamètre 

| /[  K B('  la  perpendiculaire  BD  et  Je  la  prends 

{ \ J égale  à A.  Par  le  point  1)  ainsi  obtenu,  je 

® r*  c mène  la  parallèle  DEE'  au  diamètre  BC. 

(]ette  parallèle  coupe  généralement  la  cir- 
conférence en  deux  points  E ctE';  par  ces  points,  j’abgisse 
sur  le  diamètre  B(^  les  perpendiculaires  EF,  E'F'.  Les  deux 
droites  demandées  seront  BF  et  FC  ou  BF'  et  F'C  : ces  deux 
solutions  n’en  font  qu’une  seule,  car  on  a évidemment 
BF'  = FC  et  F'C  = BF;  on  a bien  d'ailleurs  BF  -t-  FC  = BC  et 
BF.FC  = EF’=A>. 

Pour  que  la  parallèle  DEE'  rencontre  la  circonférence,  il 
faut  que  A ne  surpasse  pas  le  rayon  de  la  circonférence  Ou  la 

BC 

moitié  de  la  somme  BC  ; A étant  égale  à la  parallèle  de- 
vient tangente  à lu  circonférence.  Le  produit  de  deux  lignes 
dont  la  somme  est  constante  est  donc  maximum  lorsque  ces 
deux  lignes  sont  égales.  Nous  retrouvons  ainsi  par  la  géomé- 
trie un  tbéorème  déjà  démontré  au  point  de  vue  algébrique. 

119.  Construire  deux  droites,  connaissant  leur  différence 
et  leur  produit  [fig.  1 18). 

Soit  B<]  la  différence  donnée,  soit  A la 
Fie-  ii8..  droite  dont  le  carré  égale  le  produit  donné. 

Sur  BC  comme  diamètre,  je  décris  une  cir- 
conférence. Au  point  B,  j’élève  sur  le  dia- 
mètre BC  la  perpendiculaire  BI)  et  je  la 
prends  égale  à A.  Par  le  point  D ainsi  obtenu 
et  le  centre  de  la  circonférence,  je  mène 
la  sécante  DEF.  Les  deux  lignes  demandées 
seront  la  sécante  entière  DF  et  sa  partie  ex- 
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lérieurc  DE.  On  a en  cficl 

DF  — DE  = EF  = BG  el  DF.DE=DB*  = A>  (111). 

Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre,  pcr- 
incUent  de  construire  les  racines  des  équations  du  second  degré. 

120.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  c'est- 
à-dire  la  partager  de  manière  que  le  plus  grand  segment 
soit  une  moyenne  proportionnelle  à 
la  ligne  entière  et  au  plus  petit  seg- 
ment{fig.nç)). 

Nous  avons  déjà  traité  cette  question 
en  algèbre  ( À Ig.  élém.  196)  : nous  allons 
la  reprendre  au  point  de  vue  de  la  con- 
struction géométrique  à appliquer.  Je 
représente  par  a la  ligne  donnée  AB, 
par  X le  plus  grand  segment  cherché  BC  : le  plus  petit  seg- 
ment AC  sera  alors  a — æ-.  On  doit  avoir 


FiB-  "<> 


On  en  déduit 


v'‘  = a [a  — ’x). 


a , /a' 


ou 


Considérons  la  première  racine  x’  = — ^ y/ ^ -4-  aC  Pour 

construire  le  radical,  on  n’a  qu’à  élever  en  A une  perpendicu- 
laire .AE  égale  à la  moitié  de  .\B,  puisà  joindre  EB.  On  aura  évi- 
demment EB  = y/ ^ -+-  11  faut  retrancher  de  EB,  ^ 

ED;  BD  = EB  — ED  représentera  donc  x',  et  l’on  pourra  por- 
ter cette  longueur  sur  BA  en  décrivant,  du  point  B comme 
centre  avec  BD  pour  rayon,  l’arc  de  cercle  DC. 

La  racine  x"  est  égale,  en  valeur à - -t-  i 

2 V 4 

Pour  construire  cette  racine,  il  faut  donc  ajouter  ^ ou  EF 

àEB;  BF  représentera  donc  numériquement  x".  Si  du  point 
B comme  centre,  avec  BF  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  vienne  couper  le  prolongement  de  AB  à droite  du 
point  B,  on  obtiendra  un  nouveau  point  qui  répondra  à la 
question  entendue  d’unemanière  plusgénéralc(voirr,/fy^à'Are). 


AC  est  égale  à o — x'  ou  à o ^ ~ ^ v + c’(!st-à-di 


re 
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Il  Psl  imponanl  (le  se  rappeler  que  le  plus  grand  segment 
d’une  droite  a divisée  en  moyenne  et  extrême  raison  a pour 
expression 

fi( — I -t-  v'5'  • ' ' 

' 2 

et  que  le  plus  petit  segment  de  cett(^  droite  est  égal  à 

rt(3  — 

2 

l'2I . Construire  sur  une  ligne  donnée  un  triangle  ou  un  poly- 
gone semblable  à un  triangle  ou 
à un  polygone  donné  [fig.  i?.o). 

Si  l’on  veut  eonslniire  sur  la 
ligne  A' B',  homologue  de  AB, 
un  triangle  semblahle  au  triangle 
ABC,  on  fera  l’angle  B'A'C'  <'gal 
à l’angle  BAC  (‘t  l’angle  A'B'C' 
égal  à l’angle  ABC.  Le  triangle 
A'B'C'  et  le  triangle  ABC  seront 
semblables  comme  équiangles. 

Si  l’on  veut  construire  sur  la  ligne  A' B',  homologue  de  AB, 
un  polygone  semblable  au  polygone  AB(;i)E,  on  décomposera 
le  polygone  donné  en  triangles  en  menant  du  sommet  A les 
diagonales  AC,  AI).  On  construira  alors  sur  A' B'  un  triangle 
A'B'C'  semblable  au  triangle  .\B(];  puis,  sur  A'(7  homologue 
de  AC,  un  triangle  A'C'D'  semblable  au  triangle  Afil);  enfin,  sur 
A'  D' homologue  de  Al),  un  triangle  A'  D' E'  semblable  au  trian- 
gle AED. Les  deux  polygones  ABtiDEct  ,\'B'C'I)'E'  seront  sem- 
blables, comme  composés  d’un  même  nombre  de  triangles 
semblables  et  semblablement  disposés. 

122.  Construction  d’une  échelle  {Jig.  lai).  Quand  on  a levé 
le  plan  d’un  terrain,  il  faut  le  rapporter  sur  le  papier.  Le  rap- 
port d’une  droite  du  plan  à celle  qui  lui  correspond  sur  le 
terrain,  s’appelle  échelle  du  plan.  Si  ce  rapport  est  o,oi,  le 
plan  est  construit  à réchelle  de  o,oi  ou  au  centième. 

Par  extension,  on  appelle  échelle  graphique  une  figure  géo- 
métrique qui  permet  de  trouver  immédiatement  les  longueurs 
des  lignes  du  terrain,  réduites  dans  un  certain  rapport,  et,  réci- 
proquement, de  passer  des  lignes  mesurées  sur  le  plan  aux 
lignes  qu’elles  représentent  effectivement. 

Soit  à construire  une  échelle  de  jr-î — 5oon''  sont  alors  rc- 

' 5noo  . 

présentes  par  i'*  et  loo'*  par  o'',o2 


Fig.  ISO. 
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Sur  une  druite  iiuléUiiie  AB,  un  prend  une  lungueur 
AF  égale  ào'‘,o?.  el  on  la  divise  en  lo  parties  égales.  AF  repré- 


Fig.  121. 


seiUanl  loo”,  chaque  division  représentera  lo’*  : on  numéro- 
tera donc  les  points  de  division  o,  lo,  20 100.  On  porte 

alors  des  longueurs  égales  .à  AF  à la  suite  du  point  F',  el  on 
indique  ces  nou\ elles  divisions  par  les  nombres  100,  200, 
3oo,  etc. y de  manière  à atteindre  le  plus  grand  nombre  de  cen- 
taines de  mètres  (|u’on  puisse  avoir  à considérer.  Par  les  points 
A,  F,  100,  200,  3oo,  etc.,  on  élève  des  perpendiculaires  à la 
droite  AB.  On  porte  sur  l'une  d’elles  FE,  dix  fois  une  même 
longueur  arbitraire,  et  par  les  points  de  division  1,  2,  3,.. 
10,  on  mène  des  parallèles  à AB.  On  prend  sur  (]E,  à partir  du 
point  E,  une  longueur  EG  égale  au  dixième  de  .VF,  on  joint  F'G, 
et  par  les  points  de  division  de  AF  on  mène  des  parallèles  à FG. 

Les  centaines  de  mètres  sont  alors  représentées  par  les  divi- 
sions de  FB,  \es  dizaines  de  mètres  par  les  divisions  de  AF,  el 
les  neuf  premiers  multiples  du  mètre  par  les  portions  de  paral- 
lèles à AB  comprises  dans  le  triangle  FGE,  En  effet,  si  l’on 
considère  la  cinquième  parallèle  el  le  segment  L5  qui  lui  cor- 
respond, on  aura 

F5_I^_^ 

FE  GE  2 

GE  représente  lo'*,  L5  en  représentera  5. 

Si  l’on  veut  marquer  sur  le  plan  une  longueur  de  SaS*,  on 
place  l’une  des  pointes  du  compas  sur  l’inlerseclion  M de  la 
parallèle  à FG  qui  correspond  au  point  de  division  20  sur  AF, 
avec  la  parallèle  à AF  qui  passe  par  la  division  5 de  FE:  el  l’on 
amène  l’autre  pointe  du  compas  sur  la  parallèle  è FE  qui  est 
marquée  3oo  : on  a 3oo"  depuis  celle  parallèle  jusqu’à  FE, 
25**  depuis  FE  jusqu’au  point  M. 

Uécipro<iuement,  si  l’on  veut  savoir  la  longueur  réelle  d’une 
ligne  du  plan,  on  prend  une  ouverture  de  compas  égale  à celle 
ligne,  et  l’on  voit  immédialemenl  combien  elle  renferme  de 
centaines  <lc  mènes.  Supposons  «pi’t'lle  tombe  entre  200*'  et 


by  Google 


GÉOMÉTRIE. 

Soü**.  Ou  place  alors  l’une  des  poiules  du  compas  sur  la  paral- 
lèle 200  à FE,  el  on  la  fait  glisser  sur  celle  parallèle  jusqu'à  ce 
que  l’aulre  poinle  du  compas  vienne  renconlrer  un  poinl  d’in- 
lerseclion  des  parallèles  à .VF  el  des  parallèles  à FG  ou  couper 
l’une  des  paiallèles  à FG  eiiire  deux  parallèles  à AF.  Suppo- 
sons qu’on  reiiconlre  ainsi  la  parallèle  3o  à FG  enlrc  la  liui- 
lième  el  la  neuvième  parallèle  à AF.  La  longueur  clierchce 
renferme  d’abord  200“,  puis  So*,  puis  un  nombre  de  mèlres 
compris  enlre  8"  619“.  Celle  longueur  sera  donc  238“  ou  239“,  ^ 

à un  demi-mèlrc  près,  en  dèicrminanl  à vue  quelle  esl  la 
parallèle  à AF  la  plus  rapproebée  de  la  poinie  du  compas. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relalivemenl  au  lever  des  [dans 
s'appli(|ue  cvidemincnl  à la  représenialion  graphique  d’un  bà- 
liment,  d’une  machine,  d’un  objel  quelconi|uc. 


CHAPITRE  IV. 

MESURE  DE  l.A  CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 

I.  — Des  polygones  réguliers. 

123.  Cn  polygone  esl  lorsqu’il  a ions  scs  côtes  égaux 

el  loussesangles  égaux.  Parmi  les  Iriangles  el  lcsquadrilau*res, 
le  Iriangle  équilaléral  el  le  carré  soni  des  polygones  réguliiTS. 

Un  polygone  esl  inscrit  dans  un  cercle  lorsque  tous  ses  som- 
niels  apparliennenl  à la  circonférence  : on  dil  alors  que  le  cer- 
cle esl  circonscrit  au  polygone. 

Un  polygone  esl  circonscrit  à un  cercle  lorsque  scs  cèles 
sont  langenls  à la  circonférence  : on  dil  alors  que  le  cercle  esl 
inscrit  dans  le  polygone. 

Tout  Iriangle  esl  inscriptible  el  circonscriptible.  La  première 
proposition  esl  évidenle  : on  peul  loujours  faire  passer  une 
circonférence  par  trois  points  A,  B,  G, 
{Jig.  122),  non  en  ligne  droite.  Quant  à 
la  seconde  proposition,  on  voit  [Jig-  ia3) 
que  si  l'on  mène  les  bissectrices  des  an- 
gles du  triangle  .ABC,  elles  se  croiseroni 
nécessairement  en  un  même  poinl  O; 
car  le  poinl  de  rencontre  des  deux  bis- 
sectrices AO  ei  BO  étant  également  éloi- 
gné des  trois  côtés  du  iriangle,  appartient 
a la  bissectrice  du  troisième  angle.  Le 
poinl  0 étant  à égale  distance  des  trois 
côtés  du  triangle,  si  du  poinl  0 comme 
centre,  avec,  la  perpendiculain*  OU  abais- 
sée de  ce  point  sur  .AB  pour  rayon,  on  dé- 
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Fig.  n'|. 


cril  une  circonféi  cace,  elle  sera  langenle  aux  irois  cùlés  du 
triangle  ou  insrrile  dans  le  triangle. 

124.  Tout  polygone  régulier  est  inscriptible  et  circonscrip- 
tible  [Jig.  \i^). 

Soit,  par  exemple,  l’hexagone  régulier  ABCDEF.  Je  déter- 
mine le  centre  O du  cercle  qui  passe  par  les  trois  sommets 
B,  C : je  dis  qu’il  passera  aussi  par  le 
sommet  suivant  D.  J’abaisse  du  point  Ü sur 
BC  la  perpendiculaire  OG  ; le  point  G sera  le 
milieu  de  BC.  Comparons  les  deux  quadrila- 
tères OABG,  ODCG  : je  les  superpose,  en 
pliant  la  figure  suivant  l’axe  OG.  Les  angles 
en  G étant  droits,  GB  prend  la  direction  de 
GC  et  le  point  B tombe  en  C,  puisqu’on  a 
GB  = GC.  Les  angles  en  B et  en  C étant 
égaux,  puisque  le  polygone  est  régulier,  le  coté  B.\  prend 
la  direction  du  côté  Cü,  et  le  point  A se  confond  avec  le 
point  D,  puisqu’on  a B.V  = CD.  Le  point  O est  resté  fixe  ; les 
deux  droites  ()A  et  OD  ayant  mêmes  extrémités  coïncident  et 
sont  égales.  La  circonférence  décrite  du  point  O comme  centre 
avec  OA  pour  rayon  passera  donc  par  le  sommet  D;  on  prou- 
vera de  la  même  manière  qu’elle  doit  passer  par  tous  les  autres 
sommets  du  polygone  : ce  polygone  est  donc  inscriptible. 

Il  est  circonscriptible;  car  les  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  étant 
des  cordes  égales  de  la  circonférence  O,  sont  également  éloi- 
gnés du  point  O.  Par  conséquent,  si  du  point  O comme  centre, 
avec  la  perpendiculaire  OG  pour  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 
rence, elle  sera  tangente  à tous  les  côtés  du  polygone  donné 
en  leurs  milieux. 

Le  point  O,  centre  commun  du  cercle  circonscrit  et  du  cer- 
cle inscrit,  est  lé  centre  du  polygone  régulier.  Le  rayon  du 
cercle  circonscrit  est  le  rayon  du  polygone;  le  rayon  du  cercle 
inscrit  en  est  Vapothème.  L’angle  de  deux  rayons  consécu- 
tifs O.A,  OB,  est  Ynn^le  au  centre  du  polygone.  Tous  les  angles 
au  centre  sont  égaux,  puisqu’ils  interceptent  des  arcs  égaux. 
Le  nombre  des  côtés  du  polygone  étant  n et  la  somme  des  an- 
gles formés  autour  du  point  O étant  égale  à quatre  angles  droits, 
la  valeur  de  l’angle  au  centre  d’un  polygone  régulier  sera  ex- 
primée d’une  manière  générale  par 

On  peut  remarquer  que  les  angles  d’un  polygone  régulier 
étant  tous  égaux,  l’un  quelconque  d’entre  eux  a pour  expression 


2W  — 4 


- (39)  ou  2 — -•  /.'angle  d'un  polygone  régulier  et  son 


n ' ■ n 

angle  nu  centre  sont  donc  supplémentaires  ; leurs  moitiés  sont 
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dès  lors  cotnidèineiUairos  ; on  en  runclnl,  en  considéranl  le 
triangle  reciangli'  UOU,  dans  le<in^l  OU  est  la  bissectrice  de 
l’angle  an  centre  AOll,  (jne  BO,  à son  tour,  est  la  bissectrice 
de  l’angle  ABlidu  polygone.  Ainsi,  tout  rnyon  ilmse  en  deux 
jHirlies  égales  l’angle  au  sommet  duquel  il  aboutit. 

12a.  Si  l'on  partage  une  circonférence  en  un  nombre  quel- 
conque d’arcs  égau.r,  les  cordes  de  ces  arcs  formeront  un  poly- 
gone régulier  inscrit  ; les  tangentes  menées 
par  les  points  de  division  formeront  un  po- 
lygone régulier  circonscrit  (Jig.  i?.5). 

Supposons  qu’on  partage  la  circonférence 
en  II  parties  égales  et  (|u’on  joigne  les  points 
de  division.  Considérons  un  angle  quel- 
conque ABC  du  polygone  formé  : les  côtés 
de  cet  angle  interceptant  deux  divisions,  il 
aura  pour  mesure  la  moitié  de  n — ?.  divi- 
11  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  angles  du  poly- 
ses  angles  sont  donc  égaux.  Ooant  scs  côtés,  ils  sont 
égaux  comme  cordes  sous-tendant  des  arcs  égaux.  On  obtient, 
par  conséquent,  un  polygone  régulier. 

Supposons  (lu'on  mène  des  tangentes  à la  circonférence  par 
tous  les  points  de  division  obtenus,  ces  tangentes  formeront  un 
polygone  circonscrit.  Je  dis  que  ce  polygone  est  régulier.  En 
effet,  si  l’on  considère  les  triangles  A(ÎB,  BllC,  etc.,  on  voit 
que  ces  triangles  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent 
à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  : ces  triangles  sont  iso- 
cèles, deux  Uangentes  issues  d’un  même  point  étant  égales,  et 
l’angle  üBA  est  égal  à l’angle  IIBC,  ces  deux  angles  ayant 
«les  mesures  égales  par  hypothèse  ; d ailleurs  AB  = Bl..  Les 
angles  d.  II,  etc.,  sont  donc  tous  égaux.  (111,  qui  est  le  double 
de  BU,  est  égal  à HK,  qui  est  le  double  de  IIC.  Les  côtés  du 
polygone  circonscrit  sont  donc  tous  égaux.  Ce  polvgone  est, 
par  suite,  régulier. 

Étant  donné  un  polygone  régulier  inscrit,  si  l’on  prolonge 
ses  apothèmes  jusqu’à  la  rencontre  de  la  ciiconférence  et  que, 
par  les  points  ainsi  déterminés,  on  mène  des  tangentes, 
elles  formeront  un  polygone  régulier 
circonscrit  [^fig.  126). 

En  effet,  le  point  I)  étant  le  milieu 
de  l’arc  AB  et  le  point  E le  milieu  de 
l’arc  BC  (53),  l’arc  DE  sera  égal  à 
l’arc  AB.  Il  s’ensuit  «juc  les  nouveaux 
points  de  division  1),  E,  F,  etc.,  parta- 
geront la  circonférence  dans  le  même  nombre  de  jiartics  égales 
que  les  points  A , B.  C,  «-te.  Le  polygone  régulier  circon- 
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scrit  ainsi  obu-nu  a ses  cotés  parallèles  à ceux  du  polvgone 
régulier  inscrit,  et  ]es  raVuns  du  polygone  inscrit  prolongés 
sont  les  rayons  du  polygone  circonscrit  ; car  les  triangles 
rectangles  Mül>,  MOE,  étant  égaux,  MO  est  la  bissectrice  de 
l’angle  DOE  et  doit  se  confondre  avec  BO,  bissectrice  du  même 
angle. 

Reportons-nous  à la  fig.  lab.  Si  l’on  joint  le  point  D aux 
points  A et  B,  le  point  E aux  points  B et  C,  etc,  on  formera 
évidemment  un  polygone  régulier  inscrit  de  are  côtés,  si  le 
nombre  de  côtés  du  polygone  ABC...  est  n.  Le  périmètre  du 
nouveau  polygone  sera  plus  grand  que  celui  du  polygone 
ABC...,  puisqu’on  aura  BE-f-EC>BC. 

De  même,  si  l’on  mène  des  tangentes  à la  circonférence  par 
les  points  B,  C,  etc.,  et  qu’on  les  arrête  aux  tangentes  qui  for- 
ment le  polygone  circonscrit  LMN...,  on  obtiendra  un  polygone 
régulier  circonscrit  de  on  côtés.  Le  périmètre  de  ce  nouveau 
polygone  sera  plus  petit  que  celui  du  polygone  LMN...,  puis- 
(]u’on  aura  RS  <;  RM  -t-  MS. 

/iinsi,  à mesure  qu  on  double  successieemenl  le  nombre  des 
côtés  d’un  polygone  régulier  inscrit  dans  une  circonférence,  le 
périmètre  de  ce  polygone  augmente  en  restant  inférieur  nu 
contour  de  la  circonférence.  A mesure  qu’on  double  successi- 
vement le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  régulier  circonscrit 
à une  circonférence,  le  périmètre  de  ce  polygone  diminue  en 
restant  supérieur  au  contour  de  la  circonférence. 

Remarquons  que  le  triangle  rectangle  ROI  donne 


BO  — 01  < BI. 


La  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  d’un  polygone 
régulier  est  donc  toujours  plus  petite  que  la  moitié  du  côté 
de  ce  polygone.  .A  mesure  qu’on  double  le  nombre  des  côtés 
du  polygone,  .son  côté  diminue  et  tend  vers  zéro  : par  suite,  la 
tlifférence  entre  le  rayon  et  l’apothème  diminue  en  tendant 
aussi  vers  zéro,  à mesure  que  le  nombre  des  cotés  du  polygone 
augmente. 


127- 


126.  Deux  polygones  réguliers  qui  ont  le  même  nombre  de. 
côtés  sont  semblables,  et  le  rapport  de  leurs  périmètres  est  égal 

à celui  de  leurs  rayons  ou  de 
leurs  apothèmes  (fig. 

La  valeur  de  l’angle  d’un  poly- 
gone régulier  ne  dépend,  comme 
nous  l’avons  déjà  vu,  tpie  de  son 
nombre  de  côtés  ; les  deux  po- 
donc  leurs  angles  égaux.  Leurs 


A 1 

F n 

~7' 
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r B' 
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, AB  BC 

ruU's  sont  inopoiliüimels,  los  rupports  -T/üt’  etc.,  étant 

A J>  l>  <4 

nérossaii  emenl  identiques.  Ces  deux  polygones  sont  donc  sein- 
hlables.  • 

Les  périmètres  P et  P'  des  deux  polygones  formeront  alors 

un  rapport  égal  au  rapport  de  similitude  ou,  ce  qui  re- 

VF 

vient  au  meme,  OF  et  O' F'  représenUint  les  apothèmes 

des  deux  polygones  (102).  Mais  les  deux  triangles  rectangles 
AOF,  A'  O'  F',  sont  évidemment  semblables,  puisque  les  rayons 
AO  et  A'O'  so?it  bissecteurs  des  angles  A et  V'  des  deux  poly- 
gones. On  aura  donc 

AF  AO  OF 
A'F'  “ A'O' “ O'F' ’ 

et  l’on  en  conclura 

P AO  OF 
P'  ~ A'O'  “ O’  F'' 


II.  — Problèmes  sur  les  polygones  régnliers. 

127.  Inscrive  un  carré  dans  un  cercle  donné  128). 

Je  mène  deux  diamètres,  AC,  BI),  perpendiculaires  entre 
eux,  et  je  joins  leurs  extrémités  A,  B,  <1,  I).  Le  quadrilatère 
obtenu  est  un  carré  , car  la  circonférence  est 
divisée  en  quatre  parties  égales  par  les  angles 
au  centre  AOB,  BOC,  t]OI),  DO  .A,  qui  sont 
droits. 

Le  triangle  isocèle  rectangle  AOB  donne 

AB’  = 2 AO’,  d’où  AB  = AO  s[^.. 

Par  conséquent,  le  côté  du  carré  inscrit  est 
égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit  multiplié  par  la  racine  car- 
rée de  2. 

L(>  diamètre  du  cercle  inscrit  dans  le  carré  est  évidemment 
égal  à son  côté  AB.  I/upothème  du  carré  inscrit  est  donc  égulti  ' 
la  moitié  de  son  côté. 

Si  l'on  divise  en  deux  parties  égales  les  arcs  sous-tendus  par 
les  côtés  du  caiTé,  les  points  de  division  et  les  sommets  du 
carré  partageront  la  circonférence  en  huit  parties  égales.  Par- 
lant du  carré,  on  pourra  donc  facilement  inscrire  l’octogone 
régulier.  En  continuant  de  la  même  manière*,  011  inscrira  toute 
la  série  des  polygones  réguliers  ayant  pour  nombre  de  côtés 
une  puissance  entière  (|uelconque  de  a,  à partir  de  2’, 
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128.  Inscrire  un  hexaf^one  l't^gulier  et  un  triangle  éqnila- 
i/ral  dans  un  cercle  donné  [Jig.  lag)- 

Supposons  que  UC  rcprésciUe  le  côté  de  riicxagono  régulier. 

*> 

1,’angle  ail  contre  BOC  sera  égal  à ^ ou  a ^ d'angle  droit.  Le 
triangle  BOC  étant  isocèle,  chacun  des  an- 
gles  B et  C sera  aussi  égal  à ^ d’angle  droit. 

Par  conséquent , le  triangle  BOC  étant 
équiangle  est  équilatéral,  cl  le  côté  BC  de 
l’hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au  rajon 
BO  du  cercle  circonscrit. 

Pour  Inscrire  un  hexagone  régulier,  il  suffit  donc  de  porter 
six  fois  le  rayon  sur  la  ciivonférence. 

On  inscrira  le  triangle  éqihlatéral , en  joignant  de  deux  en 
deux  les  sommets  de  l’hexagone  régulier  inscrit. 

Si  l’on  considère  le  triangle  rectangle  ACI),  on  a immédia- 
tement 

AC^  = AD’  — CD’. 


On  a 

Il  viendra  donc 
AC’  = 4 AO’ 


AD  = ? AO  et  CD  = AO. 


■ AO’  = 3 AO’,  d’où  AC  = AO  s/3. 


Le  côté  du  triangle  équitâtéral  inscrit  est  donc  égal  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  multiplié  par  la  racine  carrée  de  3. 

Le  losange  ABCO  montre  que  l’apothème  du  triangle 
équilatéral  est  égal  à la  moitié  du  rayon  du  eerele  circonscrit. 

3 

La  hauteur  de  ce  triangle  est,  par  suite,  égale  aux  - du 
rayon. 

On  peut  remarquer  ici  que,  lorsqu’un  polygone  régulier  a 
un  nombre  de  côtés  pair,  comme  l’hexagone,  chaque  rayon  AO 
prolongé  donne  un  diamètre  AD;  tandis  que  lorsque  le  poly- 
gone régulier  considéré  a un  nombre  de  côtés  impair,  comme  le 
triangle  équilatéral,  à chaque  rayon  AO 
prolongé  correspond  un  apothème. 

Soit  le  triangle  équilatéral  inscrit 
ABC  [fig.  i3o).  Menons  les  apothèmes, 
prolongés  jusqu’à  la  circonférence, 
OH,  01,  OK.  Si  par  les  points  H,  I,  K, 
nous  menons  des  tangentes  à la  circou- 
lérence,  nous  formerons  un  triangle 
équilatéral  circonscrit  dont  les  côtés 
seront  parallèles  à ceux  du  triangle 
équilatéral  inscrit  (125).  Les  triangles  semblables  OAB,  ODE, 
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MOUS  doimoroiit  a lors 

Al’  — *1^  — 21]  — J. 

DE  — OD  ~ ÔTl  ~ â' 

Le  côté  du  triangle  équilatéral  elreonscrit  est  donc  double 
de  celui  du  triangle  équilatéral  inscrit.  Il  en  résulte  évidein- 
nieiu  que  toutes  les  lignes  tracées  dans  le  triangle  circonscrit 
sont  doubles  des  lignes  homologues  du  triangle  inscrit.  En 
particulier,  la  hauteur  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est 
triple  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Partant  du  triangle  équilatéral  et  de  l'hexagone,  on  pourra 
l'acilenient  inscrire  les  polygones  réguliers  de  12,  24,  4^- 
1)6,  etc.,  côtés,  en  opérant  successivement  la  bissection  «les 
arcs  considérés. 


121).  Inscrire  un  décagone  régulier  et  un  pentagone  régu- 
lier dans  un  cercle  [Jig.  i3i). 

Supposons  que  AB  représente  le  côté  du  décagone  régulier: 


4- 


l'angle  au  centre  ,\0B  sera  égal  à — ou  à ^d’angle  droit.  Le 

" 10  5 


Fii;.  i3i.  triangle  AOB  étant  isocèle,  chacun  des  angles 

à la  base  sera  égal  à ^ d’angle  droit.  Divisons 

l’angle  OA  B en  deu<  parties  égales  par  la  droite 

■\L  : l’angle  0\C  étant  égal  a g d’angle  droit 

comme  l’angle  AOB,  le  triangle  O VC  sera  iso- 
cèle, et  l’on  aura  0(;=  \C.  De  même,  l'angle 

2**  4** 

<;AB  étant  égal  à et  l’angle  ABO  à l’angle  AEB  sera  né- 


cessairement égal 


et  le  triangle  AtiB  sera  isocèle,  de 


sorte  qu’on  aura  AC  = AB.  Ainsi,  OE  = \B. 

tieci  posé,  la  droite  .\E  étant  bissectrice  de  l’angle  0\B  du 
triangle  AOB,  on  aura  (89) 


AO  OE  ...  OB  OE 

ÂB  ~ ËÏÏ’  ^ EKT  “ EB’ 


en  remplaçant  le  rayon  AO,  par  le  rayon  OB  et  AB  par  son  égal  ' 
OE.  On  en  déduit 

OC’  ou  AB’  = OB  .EB.  • 

C'est-à-dire  que  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  est  égal 
au  plus  grand  segment  du  rayon  du  cercle  circonscrit  divisé  en 
moyenne  et  extrême  raison  ( 120).  J1  aura  donc  pour  expression  _ 
OB(— i-j-y/5)  . • 

2 

.6 
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Pour  inscrire  le  pcniagone  ré{'iilicr,  il  suflira  île  joindre  de 
deux  en  deux  les  soiniiieis  du  déca{;one. 

Parlant  du  penlagone  el  du  décagone,  on  pourra  facilenieni  _ 
inscrire  les  polygones  réguliers  de  20,  /{o,  80,  160,  elc.,  côtés, 
en  opérant  siiccessivemenl  la  bisscction  des  arcs  considérés. 

Soient  AB  el  BC  [Ji^.  182)  deux  côtés  consécutifs  du  déca- 
gone régulier  inscrit  ; AC  représentera  le  côté  du  penlagone 
régulier.  Prolongeons  AB  de  manière  que 
Al)  soit  égal  au  layon  AO,  el  comparons  les 
deux  triangles  AOC,  AOI).  L’angle  .\OC  est 
4'' 

égal  à ^ comme  angle  au  centre  du  penta- 
gone régulier,  l'angle  OAD,  d’après  ce  qui 

4’' 

précède,  est  aussi  égal  a 


Il  en  résulte 


que  les  deux  triangles  comparés  sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  par 
suite  OI)  = AC.  Menons  par  le  point  1),  à la  circonférence 
circonscrite,  la  tangente  DE.  On  aura  DE’=DA.DB  (111  ).  On 
a d’ailleurs  AB’  = DA.DB.  Par  suite,  DE  est  égale  au  côté  du 
décagone  régulier  inscrit.  En  considérant  le  triangle  rectangle 
ODE,  on  arrive  donc  à ce  théorème  : Le  côté  du  pentagone  ré- 
gulier inscrit  est  V hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a 
pour  côtés  de  P angle  droit  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  le 
coté  du  décagone  régulier  inscrit. 


On  peut  remarquer  que  l’on  a ^ = ^ En  prenant 

un  arc  égal  à la  différence  des  arcs  qui  représentent  le  sixième 
elle  dixième  de  la  circonférence,  et  en  menant  la  corde  de  cet 
arc,  on  aura  donc  le  côté  du  penlédécagone  régulier  inscrit.  En 
partant  de  ce  polygone,  on  pourra  inscrire  les  polygones  de 
3o,  60,  120,  etc.,  cotés. 

On  sait  circonscrire  tous  les  polygones  réguliers  qu’on  sait 
inscrire,  puisqu’on  n’a  qu’à  mener,  par  les  sommets  du  po- 
lygone inscrit  considéré,  des  tangentes  à la  circonférence 
donnée. 


Fig  i33. 
r. 


130.  Le  rayon  d'un  cercle  el  le  côté  d'un  polygone  régulier 
inscrit  dans  ce  cercle  étant  donnés,  calculer 
le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  d'un 
nombre  double  de  côtés  [Jfig.  i33). 

Soit  AB  le  côté  donné.  J'abaisse  sur  AB  le 
diamètre  perpendiculaire  CD  ; AC  représen- 
tera le  côté  cherché.  On  a immédiatement 

AC’  = CD.CE  (lO'r). 
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( E = (H:  — OE  Pt  UE  = vO^’- 

puisque  le  triangle  VOE  est  rectangle.  On  peut  donc  (lélorniiner 
EE,  et  par  suite  A(%  en  fonction  d(‘s  qiianütés  données. 

Désignons  par  U le  rayon  du  cercle  donné,  par  e le  coté  AB 
du  polygone  donné,  par  le  diamètre  du  cercle  inscrit  dans  ce 
polygone,  c’csl-à-dirc  le  douBle  de  son  apothème  OE,  par  c' 
le  côte  A(]  cherché.  On  aura,  d’après  les  formules  précédentes  ; 


(,E_R — AC  ou  c'=y/2ll^R — j c’est-à-dire. 
c'=v^R  (aR-  </;. 

Les  formules  pratiques  à employer  seront  donc 
d=\J^K'—c\  c'=v'H(2R  — rf). 

Connaissant  le  côté  d’un  poiyfrone  réf'ntier  inscrit,  on  peut  ' 
facilement  trouver  le  coté  du  polygone  régulier  circonscrit 
semhlahle  [Jig.  i34).  En  se  reportant  au  n"  125,  si  l’on  con- 
serve les  notations  précédentes,  et  si  l’on  désigne  par  x lo 
côté  CD  cherché , les  triangles  AOB,  COD, 
donnent  immédiatement 


lE 


ou 


c’est-à-dir«>  d: 


y/4R'— c’; 


III.  — Mesure  de  la  circonférence. 


131.  D’après  le  principe  posé  (3),  on  peut  regarder  la  cir- 
conférence comme  un  polygone  régulier  d'un  nombre  infini  de 
côtés  infiniment  petits;  car  tous  ses  éléments,  considérés 
comme  égaux,  sont  à égale  distance  du  centre  et  également 
inclinés  les  uns  sur  les  autres.  On  peut  donc  appliquer  sur-le- 
champ  à la  circonférence  tous  les  théorèmes  relatifs  aux  poly- 
gones réguliers,  lorsque  ces  théorèmes  ne  dépendent  pas  de 
la  grandeur  et  du  nombre  des  côtés  des  polygones  considérés. 

132.  Si  l’on  voulait  préciser  davantage,  de  manière  à donner 
à la  conclusion  une  apparence  plus  rigoureuse,  on  emploierait 
la  considération  des  limites. 

Nous  savons  déjà  ce  que  c’est  qu’une  limite.  Il  est  évident 
que  lonqu’une  quantité  variable  a une  limite,  elle  n'en  a 

6. 
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qu’une  seule;  rar  elle  ne  peul  tendre  à la  lois  vers  deux  (|uan- 
lilés  finies  différentes. 

Lorsque  deux  quantités  vnriahles  s'approchent  de  leurs  li- 
mites, en  restant  toujours  égales  entre  elles,  leurs  limites  ellej- 
mémes  sont  éf^ales  quoi,  elles  pourraient  tendre  à la  fois 
vers  deux  limites  différentes. 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  quantités  variables  a 
pour  limite  la  somme  ou  la  différence  des  limites  de  ces  quan- 
tités. Soient  les  deux  quantités  variables  a;  et  vdontles  limites 
sont  reiirésentées  par  A et  B.  On  a 

{ A - Æ-)  4-  ( B —x)  = ( A -f-  B ) — (.r  4-j^-). 

X oonver};eant  vers  A et  y vers  B,  le  premier  membre  de 
l’égalité  s'approrbe  constamment  de  zéro  : il  en  est  donc  de 
mêmedu  second,  c’est-à-dire  que  la  limite  de  .r-t-  j est  A -t-  B. 

On  prouverait  de  mt*ine  que  la  différence  x — r-  a pour  li- 
mite A — B. 

Le  produit  de  deux  quantités  variables  a pour  limite  le  pro- 
duit des  limites  de  ces  quantités. 

Désignons  par  a la  différence  décroissante  qui  existe  entre  x 
et  sa  limite  A,  par  p la  différence  décroissante  entre  y et  sa 
limite  B.  On  aura 

A=X-|-a,  B:=)--(-13, 

d’où 

A B = .r  f -I-  av  4-  px  -t-  a^. 

Les  quantités  a et  p s’approchant  constamment  de  zéro,  il  on 
est  de  même  des  trois  derniers  termes  du  second  membre  et 
de  leur  somme.  Le  produit  variable  xj^  s’approche  donc  con- 
stamment du  produit  A B qui  en  est  alors  la  limite. 

Le  quotient  de  deux  quantités  variables  a pour  limite  le 
quotient  des  limites  de  ces  quantités,  pourvu  que  la  limite  du 
diviseur  ns  soit  pas  zéro. 

Désignons  par  q le  (|untient  variable  des  quantités  x et  )•. 
On  aura 

--  = q,  d'oi'i  .V  =y  . q. 

Il  en  résulte,  d'après  ce  qui  précède, 

limx 

lim  x=  lim  r X lim  (7,  don  limu  — -r 

' lim  f 

Ces  principes  presque  évidents  étant  posés,  il  est  facile  de 
démontrer  que  la  circonférence  est  la  limite  commune  des  pé- 
rimètres des  polygones  réfraliers  inscrits  et  circonscrits,  lors- 
qu'on double  indéfiniment  te  nombre  de  leurs  côtés. 

■le  désigne  par  p et  par  P les  périmètres  de  deux  poixgones 
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réguliers  somhliiblcs,  l'uii  iiisrril,  l’iiulie  cirronscril  i34). 
Nous  avons  vu  (liî5)  que  les  |térim»;lrcs  de  ces  polygones 
s’approchaieiil  coiistainmeul  de  celui  de  la  circonférence,  tout 
en  le  comprenant  toujours  efilre  eux,  à mesure  que  le  nombre 
Il  de  leurs  célés  doublait  indéfiniment.  Il  suflit  donc  de  prou- 
ver que  la  différence  P — a pour  limite  zéro. 

On  a 


\lt 


On  en  déduit 


c’est-à-dire 


OF 

OK’ 


d’oil 


P 

7>““OK 


(lo-i). 


P_„  OF  — OK 
~P  ~ OF  ’ 


Or  représente  un  quotient  variable  toujours  plus  grand 

ür 

que  le  rapport  de  la  circonférence  au  rayon  OF,  mais  qui  s’en 

1» 

approche  constamment  ; en  d’autres  termes,  a une  limite 

finie  ; EF  est  plus  petit  que  AF  : il  converge  donc  vers  zéfo, 
puisque  AF  converge  vers  zéro  (125).  Le  produit  qui  repré- 
sente P — P a donc  lui-méme  pour  limite  zéro. 

133.  Les  explications  dans  lesquelles  nous  venons  d’entrer 
nous  permettent  d'énoncer  cette  proposition  (12(i)  : 

Ueujc  circonférences  quelconques  sont  proportionnelles  à 
leurs  rayons  ou  à leurs  diamètres. 

En  désignant  par  It  et  K'  les  rayons  des  deux  circonférences 
données,  par  I)  et  D'  leurs  diamètres,  on  aura  donc 

. cire  K Il  h 

cÏTclr  “ lT~ÏF‘  . ' 

On  peut  écrire  cette  relation  fondamentale  comme  il  suit:* 


cire  K cire  il' 


D 


D' 


On  en  conclut  que  le  rapport  d'une  circonférence  à son  dia- 
mètre est  un  nombre  constant. 

Ce  rapport  constant,  qui  est  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence qui  a pour  diamètre  l’unité,  est  toujours  représenté 
par  ir. 

On  posera  donc  if’une  manière  générale  ^ , 

• ’ . "'ri  • ■Z 

cire  II 


: <7^ 


6Î9i:L 
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cire  R = sttK  cl  R 

' 7.  JC 

% 

(’unnuissant  le  nombre  abstrait  ic,  on  n'aura  doue,  pour 
trouver  la  longueur  d'une  circonférence,  qu'à  mesurer  son 
rayon.  La  première  formule  domie  la  circonférence  en  fonc- 
tion de  son  ravon,  la  seconde  donne  le  ra\on  en  fonction  de 
la  circonférence  correspondante. 

Si  l'on  veut  calculer  la  loiifrueur  l d'un  arc  de  n degrés  dans 
la  circonférence  de  rayon  R,  on  remarquera  que  l'arc  de  i”  est 
égal  à 

C»  jr  R 
3ÔÜ 

On  aura  donc 

. JC  R « j:  R /( 

3(h)  1 8o 

Cette  formule,  ipii  sert  à calculer  l’une  des  trois  i|uanli- 
tés /,  R,  n,  lorsi|ue  les  deux  autres  sont  données,  est  d'un 
usage  continuel  dans  les  applications. 

13V.  Deux  arcs  semblables  sont  proportionnels  à leurs 
rayons. 

On  entend  par  o/'c,«  semblables  des  arcs  qui  comprennent  le 
même  nombre  de  degrés  dans  des  circonférences  de  rayons 
différents. 

Soient  / et  /'  les  longueurs  des  deux  arcs  semblables,  R et  R' 
les  rayons  correspondants,  « le  nombre  de  degrés  de  chacun 
d'eux;  on  aura  ( 133) 

. JC  Rw  TT  R' n 

~“ôiïr’ 

d'oii 

l'  ~ R'  ■ 

11  est  bon  de  remarquer  que  lorsqu’un  angle  est  donné,  la 
longueur  de  l’arc  qui  lui  sert  de  mesure  change  avec  le  rayon 

choisi , mais  que  le  rapport  ^ demeure  invariable  pour  le 

K 

même  angle.  Aussi  emploie-t-on  souvent  ce  rapport  pour  dé- 
signer l’angle  considéré.  L'angle  est  alors  mesuré  par  l’arc 
qu’il  intercepte  sur  la  circonférence  de  rayon  i,  son  sommet 
étant  supposé  au  centre  de  cette  circonférence.  Dans  ce  cas, 

l’angle  droit  esl  représente  par^.  l'n  angle  él.Tnl  mesuré  ainsi 
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jiar  lo  nombre  abstrait  A,  son  nombre  île  ilcgrés  sera  évidem- 

iHo  A 
ment  - 


, puisiiue  îT  corres|ioiul  à un  angle  de  i8o“. 


135.  Cidcui  de.  n.  Il  s'agit  surtout  ici  de  démontrer  la  possibi- 
lité de  calculer  rr.  La  solution  complète  et  pratique  de  ^cette 
question  appartient  aux  mathématiques  supérieures, 
cire  R 

Nous  avons  ir=  ^ ^ . Par  conséquent,  pour,  trouver  k,  on 

peut  : 1“  se  donner  le  rayon  d’une  circonférence  et  cheit-fier  A 
calculer  sa  longueur  ; 2“  ie  donner  au  contraire  la  longueur 
d’une  certaine  circonférence  et  chercher  à calculer  son  rayon. 
C’est  la  première  méthode  que  nous  suivrons. 

Nous  allons  chercher  la  longueur  de  la  circonférence  dont 
le  rayon  est  pris  pour  unité.  En  prenant  la  moitié  de  cette 
longueur,  nous  aurons  le  nombre  tt. 

J'inscris  dans  la  circonférence  proposée  les  polygones  régu- 
liers de  4fH,  iG,  32,...,  côtés,  et  je  calcule  leurs  périmètres. 
Je  désigne  par  c,  c„  c,,  Oj,...,  les  côtés  de  ces  polygones;  par 

d,  d„  </„  </, les  diamètres  des  cercles  inscrits  dans  ces 

polygones;  et  je  fais  usage  des  formules  trouvées  (130)  : 

<■,  = V^ïl  (2  R — - </),  = 

Le  rayon  R étant  supposé  égal  à 1,  ces  fortnujes  devion- 
ilront  ; 

rf  = v'4  — C‘  ■)  c,=^\ji  — d. 

Le  côté  du  carré  inscrit  étant  égal  à Rv^2(127),  on  devra 
rcm|ilacer  c par  sjf..  On  aura  successivement  : 

</,  = v4  — c,  = ^2  — </, , 

r/,  = — c\  1 t'j  = y 


d,=  s//i—cl,  c,=  ^2—dt, 

d.  = V4  — ‘’î  ' 

Sup|)osons  qu’on  s’arrête  au  polygone  régulier  dont  le  côte 
est  représenté  par  c„  c’est-à-dire  au  polygone  de  25G  côtés. 
Hésignons  par  p le  périmètre  de  ce  imlygone  : il  aura  pour 
expression  />  = a5Gc.;  la  longueur  de  la  circonférence  consi- 
dérée est  supérieure  à p. 

Lberebons  le  péiimctre  I*  du  polygone  régulier  circonscrit 
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(le  256  côtés.  Nous  aurons  (126)  : 


P 

P 


(l'oii 


La  lo^igueur  de  la  circonférence  est  inférieure  à P. 

La  circonférence  tornbanl  cnhe  P et  p,  toutes  les  décimales 
commnne's  aux  expressions  de  ces  deux  périmètres  appartien- 
dront nécessairement  <i  l'expression  de  la  circonférence.  On 
obtiendra  donc  ainsi  la  longueur  de  la  circonférence,  et  l'on 
pourra  juger  en  même  temps  du  degré  d'approximation  atteint. 
En  divisant  par  2 le  nombre  trouvé,  on  aura,  en  divisant  aussi 
par  2 l’erreur  commise,  la  valeur  de  n. 

On  peut  réduire  le  calcul  à la  recherche  des  diamètres 
d,  rf, , </, , et  du  dernier  côté  En  effet,  si  l'on  rem- 
place dans  la  formule  d,  = — c)  , c.  par  sa  valeur  \j-?.  — d, 

il  viendra 

(/,  = <f->.  -t-  d. 

Chaque  diamètre  peut  donc  être  calculé  au  moyen  du  précé-  * 
dent.  Il  suffira  donc  d'exprimer  en  décimales,  jusqu’à  l’ordre 
indiqué,  les  valeurs  suivantes  ; 


d —\jï, 
f/,  = v'a  + d , 
d,  = y'2  -f-  it, , 
il,  = v/2  , 

il,  = d,, 

d,  — V 2 d,  f 

d,.  — -4-  d, , 


P — ?.5(>  c.. . 


En  allant  jusqu’à  la  liuiliéme  décimale,  on  trouve  ; 


d = 1 ,41421352, 

d,  = I ,H47')5qo5, 

(/,  = I ,i)(i  157055, 
d,  = I ,qqo36<)45, 
d,  = I ,9i)75<)0()i  , 
d,  = I ,9<j9397C>4  , 
d,=  I ,<>y()H49{o, 

On  remarque  que,  d’apres 
exposées  en  Arithmétique,  01 


c„  — 0,07.454302 
P =i6,283oi , 

P =6,283.49. 

les  théories  li^ipproxiiualion 
ne  peut  pas  i ompler  sur  plus 
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(ic  cinq  tléciinales  évadés  en  calculaiu  les  valeurs  de  jt  cl  de  I*. 
La  lonfjiicur  de  la  circunlerence  qui  a pour  rajon  l’anilé  sera, 
«l'après  les  valeurs  irotivées,  6,aH3  à un  demi-iuillinièlre  près. 
I>a  valeur  de  ir  sera  donc  3,i4i5  à un  qiiarl  de  inillimélre 
près.  En  comparant  cclK;  valeur  aux  expressions  connues,  ou 
voit  que  le  chiffre  des  dix-millièmes  est  lui-même  exact. 
.Archimède  est  le  premier  géomètre  qui  ail  indiqué  deux 

limites  de  ir:  ces  limites  sont  3 — et  3 — . On  emploie  sou- 

70  71 
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vent  la  première  — qui  ne  surpasse  pas  v de  2 millièmes. 

Mélius  a donné  pour  valeur  approchée  de  tt  l’expression 
355 

fractionnaire  — r,  facile  à retenir.  Ponr  la  former,  on  écrit 
1 13 

«leux  fois  de  suite  les  trois  premiers  nombres  impairs  ; on  ob- 
lieni  ainsi  1 13355  : les  trois  premiers  chiffres  forment  le  déno- 
minateur, les  trois  derniers  forment  le  numérateur. 

355 

L’expression  fractionnaire  est  exacte  jusqu’au  chiffre 
■ «les*millionièrnes. 

Lambert  a prouvé  que  jr  était  un  nombre  incommensuralde. 
En  voici  une  valeur  approchée  jusqu'à  la  i4’  décimale  : 

7T  = 3 , 1 4 1 5i)2(>535897<) 


Les  dernières  formules  indiqmms  conduisent  à une  expres- 
sion remarquable  de  e. 

De  d = on  déduit 


= 


</,  = V 2 -f- v'2  , 

»/*_,  = V 2 -+-  V 2 + V ?■  -!-  V 2 -h 

le  nombre  des  radicaux  superposés  étant  égal  à /i — i.  On  aura 
alors 

c»_,  = yS.  — f/,_.  , 

« ’est-à-dirc 


I — 2 — 7,  -f-  \f  2 \ 


2 -t-  v'2  -4- 


le  nombre  des  radicaux  superposés  étant  A . L’iinlice  A — 1 cor- 
respond à un  nombre  de  côtés  représenté  par  2*’".  On  aura 
donc 


_ _ y/._,  y , y O 


-h  V 2 -+-  • 
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üu,  en  preiuml  la  moilié. 


T = liiii  y/ 2 


le  noinliro  des  radicaux  superposés  élanl  h . 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

CiiAi’iTKE  I.  — i”  Si,  par  les  sommets  d’un  triangle,  oh  Iraco  des 
|iaralléles  aux  côtés  opposés,  on  forme  un  triangle  quadruple  du  premier; 
les  côtés  parallèles  sont  doubles  l'un  de  l aulrc. 

a"  Faire  usage  du  théorème  précédent  pour  démontrer  que  les  trois 
himtviirs  d'un  triangle  .se  rencontrent  en  un  même  point. 

3“  Toute  droite  <)ui  passe  par  le  point  de  rencontre  des  diagonales 
d un  parallélogramme,  est  ditisée  en  ce  point  en  deux  parties  égales;  la 
droite  considérée  di\isole  parallélogramme  en  deux  quadrilatères  égaux. 
C'est  à cause  de  ces  propriétés  que  le  point  de  rencontre  des  diagonales 
il'un  parallélogramme  est  appelé  centre  de  ce  |iarullélogramme. 

4”  bes  diagonales  de  deux  parallélogrammes  inscrits  l'un  dans  l’autre 
ont  le  même  point  de  rencontre. 

.V'  Un  peut  inscrire  dans  un  rectangre  des  parallélogrammes  dont  les 
côtés  soient  parallèles  aux  diagonales  du  rectangle.  Se  servir  de  cette 
propriété  pour  résoudre  le  problème  suivant  : 

Un  donne  une  table  de  billard;  dans  quelle  direction  faut-il  lancer  la 
bille  pour  qu’elle  revienne  au  point  de  départ,  apri's  avoir  successive- 
ment frappé  les  quatre  côtés  du  billard.  Un  admet  que,  la  bande  étant 
parfaitement  élastique,  la  bille  se  relève  toujours  de  manière  qug  l'angle 
de  rrflcjrion  soit  égal  à l’angle  d'inciilcwr. 

(’)"  Les  bissectrices  des  angles  d'un  ipiadrilatère  forment  un  autre  qua- 
ilrilatere,  dont  les  angles  opjiosés  sont  supplémentaires. 

7"  Les  bissectrices  des  angles  formés  en  prolongeant  les  côtés  d'un 
quadrilatère  se  coupent  sous  un  angle  égal  à la  demi-somme  de  deux 
angles  opposés  du  quadrilatère. 

(’.ii.vpiTiiK  il.  — i”  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d’une  cir- 
conlérence,  ipii  sont  égales  à une  droite  donnée. 

u“  Lien  des  centres  des  circonférences  qui , décrites  avec  un  même 
rayon,  coupent  une  circonférence  donnée  sous  un  angle  donné.  — Un  en- 
tend par  angle  de  deux  courbes  l’angle  de  leurs  tangentes  au  point  d’in- 
tersection. 

3"  Décrire  une  circonférence  qui  passe  |Kir  un  point  donné  et  touche 
une  circonférence  donnée  en  un  [xiint  donné. 

.f"  üérrire  une  circouférence  tangente  à une  droite  donnée  et  qui 
louche  une  circonférence  donné'e  en  un  point  donné. 

. à”  Lorsiproii  mène  deux  séi’antes  (pieiconques  par  le  iMiiiit  de  contact 
de  deux  circonférences  tangentes,  les  cordes  qu’elles  déterminent  sont 
l'arailèles. 

fi"  St  d un  point  (piehoiique  de  la  circonférence  circonscrile  à un 
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Iriaiiglu,  on  abaisse  des  (icrpendioilairos  sur  ses  colés,  les  pieds  de  ees 
jH,'Tj>cndi(’ulaires  sont  en  ligne  droite. 

7"  Construire  un  triangle  connaissttnt  un  edto,  l'un  des  angles  adja- 
eenls,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  cdlés. 

8"  Démontrer  que  le  diamètre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rec- 
tangle est  égal  à l’excès  de  la  somme  des  deux  célès  de  l'angle  droit  sur 
rhy|)Oténus(‘. 

g“  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  la  corde  commune  pro- 
longée est  le  lieu  des  points  do  encontre  des  tangentes  égales  menéc“s 
à ces  deux  circonférences. 

••  10“  Décrire  une  circonférence  qui  intercepte  sur  lU'ux  parallèles  des 

cordes  de  longueur  donnée. 

1 1”  Si  l'on  mène  une  sécante  |>ar  l’un  des  (Kiints  communs  à doux  cir- 
conférences qui  se  coupent,  les  tangentes  menées  par  les  autres  |)oints 
d’intersection  de  la  sécanU'  avec  les  deux  circonférences,  font  un  angle 
constant. 

la*  Par  un  point  A extérieur  à une  circonférence  U,  on  meno  une  sé- 
cante ACD  dont  la  partie  extérieure  .AC  est  égale  au  rayon;  si  I on  mene 
le  diamètre  AOb,  l’angle  CüA  est  le  tiers  de  l’angle  1H>H. 

iJ*  Soit  une  circonférence.  Si,  du  point  \ milieu  d’un  arc  H.AC,  on 
mène  deuxicordes  quelconques  AD  et  .AB  qui  coupent  la  corde  Ik.  aux 
(loinls  K et  (î,  les  quatre  (loints  D,  B,  G,  H,. appartiennent  à une  même 
circonférence. 

CiixeiTHK  111.  — 1°  Inscrire  un  carré  dans  un  demi-cercle  ou  dans 
un  triangle. 

1°  Ixïs  trois  médianes  d’un  triangle  concourent  en  un  même  point  qui 
divise  chacune  de  ces  lignes  dans  le  rapport  de  a à 1 à partir  du  sommet 
correspondant. 

3"  Si,  par  un  point  pris  dans  l’intérieur  d’un  cercle,  on  mène  deux 
conles  periiendiculaires  entni  elles,  les  deux  arcs  non  contigus  qu'elles 
déterminent  valent  en  somme  une  demi-circonférence;  la  somme  des 
carrés  des  quatre  .«egments  des  deux  cordes  est  égale  au  carré  du  dia- 
mètre; si  l’on  fait  varier  ht  position  des  cordes,  toujours  perpendicu- 
laires entre  elles  et  passant  toujours  par  le  mémo  point,  la  somme  de 
leurs  carrés  demeure  constante  ; trouver  l’expros-sion  de  celle  somme. 

Calculer  les  hauteurs,  les  médianes  et  les  bissectrices  d'un  triangle, 
dont  on  connaît  les  trois  côtés. 

.A”  Dans  tout  trajièze,  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  côtés  non  parallèles,  augmentée  du  double  pro- 
duit des  bases  |>arallèles. 

6“  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  triangle  équilatéral,  dont  un  côté 
soit  dirigé  parallèlement  à une  droite  donnée. 

7®  Constniire  un  polygone  de  jiérimèlre  donné  et  semblable  à un  po- 
lygone donné. 

8°  Tracer  doux  cercles  tangents  l'un  à l’autre  et  touchant  une  droite 
donnée  en  deux  jioints  donnés,  connais.sant  la  somme  ou  la  différence  de 
leurs  rayons. 

g"  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  l’angle  droit  d'un  triangle  rectangle, 
ilonl  les  doux  autres  sommets  glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  donnes. 

CuM'irnK  IV.  — 1"  Cidculcr  à moins  de  o'*.ooi  la  circonférence  qui 
a pour  rayon  la  diagonale  d’un  carré  dont  le  coté  c.st  égal  3*'.a.i. 


<)2  GÉOMÉTRIE. 

2°  (.'.alculer  à muins  d’une  seconde  le  ncunlire  de  degrés  de  I arc  égal 
à son  rayon., 

3°  Si  l’on  fait  rouler  un  cercle  à rinterieur  d'un  cercle  fixe  de  rayon 
double,  de  manière  qu’ils  soient  toujours  tangents,  un  |)oint  quelconque 
do  la  circonférence  du  cercle  mobile  dépérit  un  diamètre  du  cercle  fixe. 

Ÿ Démontrer  que  - est  compris  entre  3 et  4,  par  la  considération 
des  périmètres  de  l’hexagone  régulier  inscrit  et  du  carré  circonscrit. 

Étant  donnés  le  rayon  et  l'apothème  d’un  itolygone  régulier  inscrit, 
calculer  le  rayon  et  l’apothème  du  polygone  régulier  isopérimètre  qui  a 
deux  fois  plus  de  cotés  que  le  polygone  donné.  — C’est  sur  ce  théorème 
tiu'cst  basée  la  seconde  méthode  pour  calculer  -. 

(>"  Si  la  distance  des  centres  de  deux  cercles  qui  se  coupent  à angle 
droit  est  égale  au  double  de  l’un  des  rayons,  la  corde  commune  est  à la 
fois  le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit  dans  l’un  des  cercles  et  le  côté 
du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  l'autre. 

7”  Si  (leux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  à une  troi- 
sième circonférence,  et  si  la  somme  de  leurs  rayons  est  égale  à celui  de 
cette  troisième  circonférence,  l'arc  compris  entre  les  points  de  contact 
sur  la  grande  circonférence  est  égal  à la  somme  des  arcs  compris  sur  les 
circonférences  intérieures,  entre  leur  premier  point  de  rencontre  et  les 
mômes  points  de  contact. 

8°  Deux  diagonales  d'un, pentagone  régulier,  qui  n'aboutissent  pas  au 
môme  sommet,  se  coupent  en  moyenne  et  extrême  raison. 

9"  Étant  donnés  h'S  |>érimètrcs  de  deux  polygones  réguliers  inscrit  et 
circonscrit  semblabh's,  calcider  k's  périmètres  d(>s  deux  polygones  régu- 
liers inscrit  et  circonscrit  d’un  nombre  de  côtés  double. 
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136.  l^’aire  d’une  ligure  esl  la  mesure  de  sou  étendue  super- 
ficielle. 

Deux  ligures  équivalentes  ont  la  même  aire  sans  avoir  la 
même  forme. 

On  prend  pour  hase  d'un  triangle  le  côte  qu’on  veut,  la  hau~ 
re«/  du  triangle  esl  la  perpendiculaire  abaissée  du  somnrel  op- 
posé sur  la  base. 

La  biue  d’un  parallélogramme  est  un  côté  quelconque  de  ce 
parallélogramme;  sa  hauteur  la  distance  qui  existe  entre  la 
iiase  cl  le  côté  opposé  qui  lui  est  parallèle. 

Dans  un  trapèze,  les  bases  sont  les  deux  cotés  parallèles;  la 
hauteur  esl  la  distance  des  deux  bases. 

Dans  le  rectangle,  mais  seulement  dans  le  rectangle,  on 
donne  aussi  à la  base  et  à la  hauteur  le  nom  de  dimensions  du 
rectangle. 

L'unité  de  surface  est  le  carré  construit  sur  l’unité  de  lon- 
gueur, c’est-à-dire  le  mètre  carré.  Chercher  l'aire  d’une  figure, 
c'est  donc  chercher  combien  elle  renferme  de  métrés  carrés  et 
de  parties  du  mètre  carré. 

Sons  commencerons  par  cbercher  l’expression  de  faire  du 
rectangle,  et  nous  en  déduirons  ensuite  facilement,  par  des 
considérations  d’étiuivalence,  la  mesure  de  la  surface  des  au- 
tres figures  planes. 

137.  La  mesure  du  rectangle  est  représentée  par  le  produit 
des  mesures  de  ses  deux  dimensions. 

L’aire  d’un  rectangle  dépend  évidemment  de  sa  base  et’ 
de  sa  hauteur.  Cherchons  i|uelle  influence  la  variation  de 
la  hauteur,  par  exemple,  peut  avoir  sur  la  vaiialion  de  la 
surface. 
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Soient  deux  réel  angles  de  même  buse,  je  dis  qu'Us  seront 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  {^fif'.  i35). 

Deux  recUingles  ilo  mémo  ol  do 
P môme  liautour  sont  ôf;nu\,  puisqu’ils 
M p<mvcnt  coïncider.  Ceci  posé,  soient  deux 
>>  rectangles  avant  une  même  Ivase  UC  et 
* des  hauteurs  différentes  HA  et  HE.  On 
^ peut  toujours  les  supposer  placés  run 
dans  l’autre,  comme  l'indique  la  ligure. 
Admettons  rexislénce  d’une  commune  mesure  entre  les  deux 
hauteurs  HA  et  HE.  Si  cette  commune  mesure  est  contenue 
cinq  Cois  dans  HA  et  deux  fois  dans  HE,  oti  pourra  jmser 

M_5 

HE  ” 

Par  tous  les  points  de  division  C,  1,  L,  menons  des  parallèles 
à la  base  BC.  Nous  partagerons  le  rectangle  ABC.D  en  ciii(|  rec- 
tangles partiels,  et  le  rectangle  HCFE  en  deux  rectangles  par- 
tiels ; tous  ces  rectangles  partiels  seront  égaux  entre  eux 
comme  ayant  même  base  cl  même  hauteur.  On  pourra  pren- 
, dre  l’un  de  ces  rectangles  partiels  comme  commune  mesure 
entre  les  deux  rectangles  proposés.  On  aura  alors 

AHCD  _ 5 
HCFE  ~ 5t' 

Le  rapport  des  deux  rectangles  est  donc  égal  à celui  de  leurs 
hauteurs.  El  comme  on  peut  prendre,  au  contraire,  pour  base  du 
premier  rectangle  le  coté  B V et  pour  hase  du  second  le  cêlé  HE, 
de  sorte  qu’ils  ont  alors  BC  pour  hauteur  commune,  on  peut 
dire  aussi  que  deux  rectangles  de  m^me  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases. 

Il  en  résulte  immédiatement,  d’après  la  théorie  des  gran- 
deurs proportionnelles  [/Hg.  élém.,  58),  que  deux  rectangles 
quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  deux 
dimensions. 

Prenons  alors  deux  rectangles  quelconques,  dont  nous  dési- 
gnerons les  aires  i>ar  U et  r;  soient  B et  II  la  base  et  la  hauteur 
du  premier  rectangle,  b et  h la  hase  et  la  hauteur  du  second 
rectangle.  Nous  aurons 

R HxH  B_1I 
r~  b >:  h ~ b^  T 

Si  r représente  l’unilé  de  surface,  c’est-à-dire  le  mètre*  carré, 
b et  h représenteront  l’unité  de  longueur,  c’est-à-dire  le  im'*- 
Ire.  L’égalité  précédente  deviendra 


H H H 


Fip  i35. 
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Mais  rap|)Oi  t de  U à son  unité,  est  la  niesiiie  de  la  surfaec 
. . . . . Il  H 

du  premier  rcctaii};lo;  de  meme  -j-ïj et représentent  les  me- 
sures des  deuv  dimensions  de  ce  rectangle.  Ainsi  le  même 
nombre  abstrait  correspond  à la  mesure  du  rectangle  proposé, 
exprimée  en  mètres  carrés,  et  au  produit  des  mesures  de  la 
bauteuretde  la  base  du  rectangle,  expriméi's  en  mètres. 

C’est  ce  qu’on  énonce  d’une  manière  rapide,  mais  inexacte, 
en  disant  ; un  reclanf'le  a pour  mesure  le  produit  de  su  buse  pur 
sa  hauteur.  Cette  abréviation  n’a  pas  d'ailleurs  d'inconvénient, 
lorsqu’on  a bien  saisi  les  explications  précédentes. 

Si  la  commune  mesure  su|iposée  entre  les  bauteurs  H \ et  bl' 
n’existait  pas,  on  se  reporterait  aux  indications  déjà  données  à 
ce  sujet  (C3). 

On  voit  que  taire  it un  carré  est  représentée  pur  ta  seconde 
puissance  du  nombre  qui  mesure  son  côté.  C’est  de  là  (pic  vient 
le  nom  de  carré,  donné  en  arithmétique  à la  seconde  puissance 
d’un  nombre. 

138.  L'aire  (tun  parnllélof’ramme  a pour  mesure  le  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur  i36). 

Pjg  11,(5  Soit  le  parallélogramme  ABCI).  Par  les 

J,  ^ extrémités  de  la  base  AB,  je  mène  à AB  et 

' y à sa  parallèle  Cl)  les  perpendiculaires  AF  et 
BE.  Je  forme  ainsi  uii  rectangle  ABEF  qui  a 
même  base  AB  et  même  hauteur  AF  que  le 
’ parallélogramme  proposé.  Je  dis  que  ce  rec- 
tangle est  équivalent  au  parallélogramme  donné. 

En  effet,  ces  deux  figures  ont  une  partie  commune  ABEI)  et 
ne  diffèrent  que  par  les  triangles  ADF,  BCE;  si  l’on  démontre 
que  ces  triangles  sont  égaux,  on  aura  prouvé  l’équivalence  des 
deux  figures.  Or  les  triangles  rectangles  ADF,  BCE,  sont  égaux, 
parce  que  leurs  hypoténuses  AD  et  BC  sont  égales  comme  pa- 
rallèles comprises  entre  parallèles,  et  que  leurs  côtés  AF  et  BE 
sont  égaux  pour  la  même  raison. 

Mais  le  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur  (137);  telle  sera  donc  aussi  la  mesure  du  parallélo- 
gramme. 

Soient  deux  parallélogrammes  P,  P';  désignons  leurs  bases 
par  B,  B',  leurs  hauteurs  par  11,  H'.  On  aura 


Il  en  résulte 


P = BxH,  P'=B'xH'. 


B X H 


P'  ~ B'  X il' 
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Par  ronscquiMil.  deux pumllêloy^ruinmes  queteonques  sont  entre 
eux  connue  les  produits  respectifs  de  leurs  luises  pur  lents  linu- 
teiirs;  deux  piirullélogrummes  de  même  hase  sont  entre  eux 
comme  leurs  liuuteuis;  deux  parallélogrammes  de  même  hau- 
teur sont  entre  eux  comme  leurs  hases. 


139.  L’aire  d’un  triangle  a pour  mesure  la  moitié  du  produit 
de  sa  hase  par  sa  hauteur  {Jig.  i37). 

Soit  le  triangle  MUl.  Par  le  |)oinl  A,  je 
mène  \D,  parallèle  à ItC;  par  le  point  C,  je 
mène  CD  parallèle  à AB.  Je  forme  ainsi  le 
parallélogramme  ABCD.  Le  triangle  ABC 
est  évidemment  la  moitié  de  ce  parallèlo- 
gratnmè,  (pii  a meme  base  et  même  hau- 
teur que  lui,  puisque  les  deux  triangles  ABC  et  ACD  sont  égaux 
comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun. 

Le  parallélogramme  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  hase 
BC  par  sa  hauteur  AE  (138),  le  triangle  aura  pour  mesure  la 
moitié  de  ce  produit. 

Soient  T et  1'  deux  triangles  quelconques;  désignons  leurs 
hases  par  B et  B',  leurs  hauteurs  par  II  ei  H'.  On  aura 


Il  en  résulte 


B XII  .^.,  _B'xlC 

2 

T B X II 

T'  ~ B'  X II'  ' 


Par  conse(|uenl,  deux  triangles  quelconques  sont  entre  eux 
romnie  les  produits  respectifs  de  leurs  hases  par  leurs  hauteurs; 
le  rapport  de  deux  triangles  de  même  hase  est  égal  à celui  de 
leurs  hauteurs  ; le  rapport  de  deux  triangles  de  même  hauteur 
est  égal  à celui  de  leurs  hases. 

On  peut  exprimer  la  surface  d’un  triangle  éijuilatéral  en 
' fonction  de  son  côté.  Désignons  ce  côté  par  a.  La  hauteur 


du  triangle  sera  évidemment  i-gale  à 


. a s/3 

ou  a — par 


f . rt’ 

suite,  sa  surface  aura  pour  expression  — 

1 


Désignons  par  a,  h,  r,  les  trois  côtés  d’un  triangle  quel- 
conque ABC,  le  côté  a correspondant  au  sommet  A,  le  côté  h 
au  sommet  B,  le  côté  c au  sommet  C.  En  joignant  le  centre  O 
du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  [fg.  1 23)  à ses  trois  sommets, 
on  décomposera  ce  triangle  en  trois  triangles  partiels  dont  les 
hases  seront  les  côtés  ri,  h,  c,  et  dont  la  hauteur  commune  sera 
le  rayon  rdu  cercle  inscrit.  On  pourra  donc  exprimer  Taire  «lu 
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triangle  ABC  par  la  somme 


ar  br  cr 

1 1 ou 

a a a 


On  désigne  ordinairement  par  ay)  le  périmètre  d'un  triangle. 
En  représentant  par  S la  surface  du  triangle,  on  aura  donc 
la  formule  générale 

S = pr. 


Nous  avons  vu  (110)  que  le  produit  de  deux  côtés  a et  ô d’un 
triangle  était  égal  à la  hauteur  h correspondante  au  troisième 
côté  c,  multipliée  par  le  diamètre  a R du  cercle  circonscrit  au 
triangle.  On  a donc 

aô  = A.aR. 


Multiplions  par  c les  deux  membres  de  cette  égalité,  il  vien- 
dra 

abc  = /k:  . 1 l\. 


Mais  hc  représente  le  double  a S de  la  surface  du  triangle. 
On  aura  donc  nbc  = ^S\\,  d’ot'i  la  formule  générale 


liO.  L'aire  d’un  trapèze  a pour  mesure  le  produit  de  la 
demi-somme  de  ses  bases  par  sa  hauteur  (Jig.  i38). 

Je  partage  le  trapèze  donné  en  deux  triangles  |iar  la  diago- 

\B  X FF 

nale  BC.  Le  triangle  ACB  aura  pour  mesure  (139)  ^ , le 


Fig  i38. 


triangle  BCD  aura  pour  mesure  - — - — 

Le  trapèze  ABCü,  qui  est  la  somme  de  ces 
deux  triangles,  aura  donc  pour  mesure  la 
somme  de  ces  deux  mesures,  c’est-à-dire, 
en  mettant  la  hauteur  commune  EF  en  fac- 


teur : 


AB-t-CD 


XEF. 


2 

Si  par  le  point  G,  milieu  de  AC,  on  mène  GH  parallèle  aux 
deux  bases,  le  point  II  sera  aussi  le  milieu  de  BD  (87).  La  simi- 
litude des  triangles  .ABC,  GLC,  prouve  que  GL  est  la  moitié 
de  AB;  de  même,  la  similitude  des  triangles  CDB,  LHB,  prouve 
que  LH  est  la  moitié  de  CI).  GH,  somme  des  deux  segments 
GL  et  LH,  représente  donc  la  demi-somme  des  bases  du  tra- 
pèze. On  peut  donc  dire  encore  que  l’aire  d'un  trapèze  a pour 
mesure  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  ses  côtés  non  parallèles. 


H. 


! 
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141.  Mesure  de  lu  surfuce  d'un  polygone  quelconque. 

Pour  évaluer  l’aire  d’un  polvgone  (|in*lronquc,  on  penl  le 
décomposer  en  triangles,  soit  en  menant  tonies  les  diago- 
nales (^ui  aboutissent  à un  même  sommet,  soit  en  choisissant 
un  point  dans  son  intérieur  et  en  le  joignant  à tous  ses  som- 
meLs.  On  calcule  alors  l’aire  de  chatjue  triangle  formé,  on  fait 
la  somme  des  résuluus  obtenus,  et  on  a la  mesure  demandée. 

Lorsque  le  polygone  est  tracé  sur  le  terrain,  on  suit  ordi- 
nairement une  antre  méthode  [Jig.  '3(>). 

On  mène  la  pins  grande  diagonale  AF  du  polygone  proposé, 
et  l’on  abaisse,  des  sommets  extérieurs  sur  celle  diagonale, 
FiR.  i3g  les  perpendiculaires  BN,  CI’,  I)(J, 

g P EH,  ll(),  G(J.  Ces  perpendiculaires 

parlagenl  la  ligure  en  triangles  et 
trapèzes  rectangles.  En  mesurant  les 
différents  segments  déterminés  sur 
AF  et  les  perpendiculaires  abaissées 
" *•  sur  cette  droite , on  a tous  les  élé- 

ments nécessaires  pour  calculer  les  aires  des  différentes  parties 
du  ptdygone  et,  par  suite,  l’aire  de  ce  polygone  lui-même. 

Lors(|ue  le  pcdtgone  jtroposé  est  tracé  sur  le  papier,  on  peut 
le  transformer  en  un  triangle  équivalent  dont  on  cherche  en- 
suite la  surface  {Jig.  i4o). 

Soit  le  pentagone  ABtlDE.  Je  mène  la  diagonale  PB.  Par  le 
sommet  C,  compris  entre  les  sommets  P et  B,  je  mène  une 


:o  r 


;q  R 

i 


KIr.  i^o. 


parallèle  à PB,  et  je  prolonge  cette  parallèle 
CL  jusqu’à  la  rencontre  du  côté  AB  prolongé. 
En  joignant  PL,  je  remplace  le  sommet  C 
par  le  sommet  L situé  sur  AB,  c’est-à-dire 
je  remplace  le  pentagone  ABCPE  parle  qua- 
drilatère ALPE.  En  efl’el , ces  deux  ligures 
ont  une  partie  commune  ABPE;  elles  ne 
diffèrent  que  par  les  deux  triangles  PCB, 
PLB.  Ces  deux  triangles  sont  équivalents,  cômme  ayant  même 
base  PB  et  leurs  sommets  Cet  L situés  sur  une  même  parallèle 
à celle  base  commune,  de  sorte  qu’ils  ont  même  hauteur.  Par 
conséquent,  la  conslruclioi>  indiquée  a bien  transformé  le  po- 
lygone proposé  en  un  polygone  équivalent,  mais  ayant  un  côté 
de  moins.  En  opérant  de  même  sur  le  quadrilatère  ALPE,  on  le 


FÎR,  |/|I. 


ï*. 


transformera  en  un  triangle  équivalent  LPK, 
qui  pourra  alors  être  mesuré  à la  place  du 
polygone  ABCPE. 

La  construction  resterait  identique,  lors 
même  qtte  le  polygone  considéré  ne  serait 
pas  convexe.  Seulement,  dans  le  cas  de  la 
fig.  i4i,  on  obtient  le  pentagone  donné 
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ABCDEollequadi'ilaloiv  AB<;F,  en  relmnvhanl  surressivcmenl 
de  la  figure  loUile  ABCE  les  iriangles  é(iuivaleiUs  EDC,  EFC. 

Ü2.  Constmir/’  un  carré  équnaicnl  à un  polyf^one  donné. 
Construire  un  carré  équivaloni  à une  figure  donnée,  r'esi 
opérer  la  'quadrature  de  cette  figure. 

Supposons  d'abord  qu’on  veuille  construire  un  carré  équi- 
valent à un  triangle  donné.  Désignons  par  X le  côté  de  ce  carré, 
par  B la  base  et  par  H la  hauteur  du  triangle  proposé.  Il  fiiudra 
qu’on  ait 

2 2 


Le  côté  du  carré  cherché  s’obtiendra  donc  en  chcrcham  la 
moyenne  proportionnelle  à la  moitié  de  la  base  du  triangle  et 
à sa  hauteur. 

Si  l'on  veut  opérer  la  quadrature  d'un  parallélogramme  ou 
d’un  trapèze  et,  en  général,  d’une  figure  dont  la  surface  soit 
mesurée  par  le  produit  de  deux  lignes  données,  il  faudra  chef- 
cher  la  moyenne  proportionnelle  à ces  deux  lignes  : cette 
moyenne  sera  le  côté  du  carré  équivalent. 

S’il  s’agit  d’un  polygone  quelconque,  on  le  transformera 
d’abord  en  un  triangle  équivalent;  puis  on  fera  la  quadrature 
de  ce  triangle. 


Fig. 


143.  L'aire  dun  polygone  régulier  est  égale  à la  moitié  du 
produit  de  son  périmètre  par  son  apothème  [ftg.  i4^)- 

Soit  O le  centre  du  polygone  régulier  ABCDEF,  joignons-le 
à tous  les  sommets  du  polygone;  nous  le  partagerons  ainsi  en 
autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés,  et  tous 
ces  triangles  seront  égaux  entre  eux.  Consi- 
dérons en  particulier  le  triangle  AOB;  si 
,\B  est  sa  base,  l’apothème  0(î  du  polygone 
sera  sa  hauteur,  et  la  mesure  de  la  surface 

du  triangle  sera  égalé  a • Si  le  po- 

lygone proposé  a n côtés,  il  faudra  multiplier 
la  mesure  précédente  par  n pour  avoir  faire  du  polygone  : celle 

, . H AB  X 0(î  P X rt  ... 

aire  aura  donc  pour  expression ^ ou  — ^ — » en  dési- 

gnant par  P le  périmètre  du  polygone  et  par  a son  apothème. 


144.  L’aire  d'un  cercle  est  égale  à la  moitié  du  produit  de 
sa  circonférence  par  son  rayon. 

Si  l'on  considère  la  circonférence  comme  le  périmètre  d’un 
polygone  régulier  d’un  nombre  infini  de  côtés  infiniment  pe- 
tits (131),  on  peut  appliquer  immédiatement  à la  mesure  du 
cercle  la  formule  précédente  (143). 
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On  peut  aussi  remarquer  que  la  rirronférenre  élaiU  la  limilc 
(les  périmètres  des  polygones  réguliers  qui  y sont  inscrits,  en 
supposant  qu’on  double  indéfiniment  le  nombre  de  leurs 
côtés  (132),  le  cercle  est  en  même  temps  la  limite  des  aires 
de  ces  polygones.  De  plus,  le  rayon  de  la  circonférence  est  la 
limite  des  apothèmes  de  ces  mêmes  polygones  (125),  puisque 
la  longueur  de  leur  côté  tend  vers  zéro.  Soient  S,  1’,  a,  faire, 
le  périmètre  et  l’apothème  de  l’un  quelconque  des  polygones 
considérés  : on  aura  constamment  entre  ces  variables  la  rela- 
tion 


P Xrt 


(143). 


Donc  elle  aura  aussi  lieu  entre  les  limites  des  deux  membres 
de  l’égalité  posée  (132).  On  aura,  par  conséquent,  en  désignant 
par  R le  rayon  du  cercle. 


cercle  H = 


cire  R X R 

2 


Nous  avons  trouvé (133) 


cire  R = 2 ît  R : 


il  viendra,  en  substituant, 

cercle  R = ir  R’. 


Pour  calculer  l'aire  d'un  cercle,  il  faut  multiplier  le  carré 
Je  son  rayon  par  le  nombre  constant  w. 

14-5.  L'aire  d'un  secteur  est  égale  A la  moitié  du  produit  de 
l'arc  qui  lui  sert  de  base  par  le  rayon  du  cercle  dont  le  secteur 
fait  partie  [f  g.  i^^). 

Lin  secteur  est  la  portion  de  cercle  com- 
prise entre  deux  rayons;  l’arc  qui  corres- 
pond aux  extrémités  de  ces  rayons  est  la 
t base  du  secteur. 

En  suivant  une  marche  identique  .à  celle 
indiquée  pour  les  angles  au  centre  (63),  on 
jirouve  que  deux  secteurs  quelconques  sont  entre  eux  comme 
les  arcs  qui  leur  servent  de  bases. 

On  peut  donc  écrire,  en  considérant  le  secteur  AOR  et  . le 
cercle,  AO  tout  entier. 


secteur  AOR are  AB 

cercle  AO  cire  AO 


Il  en  résulte 

secteur  AOB  = 


arc  AB  X cercle  AO 


arc  AB  X AO 


cire  AO 


2 
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Si  I on  veut  introduire  le  nombre  de  degrés  n de  l’arc  AB, 
on  se  rappellera  la  l'ormulc 


arc  = (133). 


Il  viendra  alors 


i8o 


secteur  AOB  = 


7t  R’n 


36o  ’ 

en  remplaçant  AO  par  R. 

Cette  expression  est  facile  à retenir  : '7^  représente  le 

obo 

sec-leur  d'un  degré,  celui  qui  a pour  base  l’arc  do  1",  re- 

préseniera  donc  le  secteur  de  h". 

Nous  savons  déjà  ce  (|uc  c’est  qu’un  segment  (65).  Cber- 
ebons  l’aire  du  segnvent  AFB  {fig.  i43).  Il  est  la  différence  du 
secteur  correspondant  AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB. 

Si  l’arc  AB  correspond  au  côté  d’un  polygone  régulier  et  si 
l’on  sait  calculer  le  côté  et  l’apothème  de  ce  polygone,  on  aura 
immédiatement 

. 4/xD  3rc  AB  X AO  , 

sect . AOB  = > ’ 


ir.AOB: 

Par  suite,  on  pourra  écrire 
segment  AFB  = 


AB  X OH 


arc  AB . AO  — ’AB . OH 


S’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  posera 

- AOXBG 

tr . AOB  = > 


BCc  étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’extrémité  sur  AO. 
Il  en  résultera 


segment  AFB 


AO  (arc  AB  — BG) 
a 


La  trigonométrie  permet  dans  tous  les  cas  de  calculer  la 
perpendiculaire  BG,  quand  on  connaît  le  nombre  de  degrés  n 
de  l’arc  AB. 

Lorsqu’on  aura  à calculer  des  formules  où  il  entrera  un  nom- 
bre n de  degrés,  minutes  et  secondes,  le  mieux  sera  de  con- 
vertir les  minutes  et  les  secondes  en  parties  décimales  de  de- 
gré (voir  YÀrith.,  254). 
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Remarque  relative  au  Chapitre  III  du  Livre  premier. 

I VG.  Nous  avons  (liMnonlrôdaiis  le  chapiire  111  du  livre  l"im 
grand  nombre  de  relations  mimériqnes  entre  les  diverses  parties 
d’un  triangle,  ra|)portéesà  une  même  unité.  Dans  ces  relations 
il  entre  le  produit  de  deux  lignes  ou  le  rarré  d’une  ligne  ( 103)  ; 
ces  relatitms  reposent  presque  toutes  sur  la  première  démon- 
tré(*,  savoir  : /e  vari'ê  du  nombre  qui  représente  l'hypoténuse 
d'un  triaiiffle  revtun"le  est  éf^al  ù la  somme  des  carrés  des 
nombres  qui  représentent  les  deux  cô'tés  de  F angle  droit.  Nous 
savons  <|ue  l'aire  d’un  carré  est  représ«mtce  par  le  carré  du 
nombril  (|ui  exprime  son  côté  (137).  I)n  pourrait  donc  énon- 
cer le  tbéoréme  qu’on  vient  de  rappeler,  en  disant  ; Le  carré 
construit  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  équiva- 
lent à la  somme  des  carrés  construits  sur  les  côtés  de  l'angle 
droit.  Et  aucune  démonstration  spéciale  n’est  réellemeait  né- 
cessaire pour  exprimer  ainsi  ce  tliéorème,  et  pour  passer  du 
point  de  vue  algébrique  ou  métrique  au  point  de  vue  géomé- 
tri(|ue  ou  matériel.  I>a  même  remarque  s’a|)plique  à toutes  les 
propositions  déduites  <lu  théorème  du  carré  de  l’li}»'poténuse. 

Cependant,  pour  donner  un  exemple  du  genre  de  démons- 
tration directe,  emi)loyé  par  Euclide,  nous  établirons  de  nou- 
veau ce  tliéorème  l'ondamental  en  comparant  entre  elles  les 
aires  formées. 

Soit  le  triangle  rectangle  ABC  dont  riiypoténuse  est  .\C 
[J'ë-  '44)  ' je  construis  des  carrés  sur  ses  trois  cotés.  Je  re- 
marque avant  tout  que  l’angle  B du 
triangle  étant  droit,  le  côté  BDdu  carré 
construit  sur  .\B  est- le  prolongement 
du  côté  BC,  et  le  côté  B(»  du  carré 
construit  sur  BC  le  prolongement 
du  côté  AB.  J’abaisse  du  sommet  de 
l’angle  droit  sur  l’hypoténuse  la  per- 
pendiculaire Bk  et  je  la  prolonge  jus- 
qu’en 1.  Je  mène  les  droites  BL  etEC. 
Le  triangle  B.\L  a la  même  base  AL 
()ue  le  rectangle  .\Llk,  il  a la  môme 
hauteur  puisque  son  sommet  B appar- 
tient au  prolongement  de  Ik  : le  triangle  B.\L  est  donc  la 
moitié  du  rectangle  ,\Llk  (139).  On  prouverait  de  même 
que  le  triangle  E\C  est  la  moitié  du  carré  .\B1)E  : il  a la 
même  base  .VE  et  son  sommet  C appartient  au  ]ux)longcment 
de  DB.  Les  deux  triangles  B.VL,  E.\C,  sont  d’ailleurs  égaux' 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  : AL  = AC,  comme  côlésd’un  même  carré; 
AB  = AE  pour  la  même  raison;  l’angle  BAL,  composé  d’un 


Kig.  i44. 
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angle  droit  et  de  l’imgle  BA(^,  est  égal  à l'unglc  EAC  composé 
luissi  d’im  angle  droit  et  de  l’angle  B \C.  L’égalité  des  deux  trian- 
gles BAL,  E \C,  entraîne  l’étiuivalcnce  du  rectangle  ALIK  et  du 
carré  ABDE.  ün  démontrerait  de  même  (|uc  le  rectangle  ClIIK 
est  équivalent  au  carré  CBCiF,  eti  menant  les  droites  BH  et  AF. 
Le  carré  ALHC,  somme  des  deux  rectangles  ALIK,  T.HIK,  est 
donc  bien  équivalent  à la  somme  des  carrés  ABDE,  CBGF. 

Les  deux  rectangles  ALIK  et  CIliK  ont  même  hauteur,  leur 
rapport  est  donc  égal  à celui  de  leurs  bases  ( 137)  : en  rempla- 
çant les  rectangles  par  les  carrés  qui  leur  sont  équivalents,  on 
aura  donc 

BC’  ~ CK 

Ainsi^  les  carrés  des  côtés  de  l’ an  f;le  droit  d’un  triangle  rectangle 
sont  proportionnels  aux  projections  \de  ces  côtés  sur  l’hypo- 
ténuse. 

Le  rectangle  ALIK  et  le  carré  ALHC  ont  même  hauteur, 
leur  rapport  est  donc  égal  à celui  de  leurs  bases:  en  remplaçant 
le  rectangle  ALIK  par  le  carré  qui  lui  est  équivalent,  on  aura 

AB^  _ AK 
AC’  “ AC' 

C’est-à-dire  que  le  carré  de  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  et 
le  carré  de  V hypoténuse  sont  proportionnels  à la  projection 
du  côté  considéré  sur  V hypoténuse  et  à l' hypoténuse  elle-même. 

Le  lecteur  pourra'  interpréter  de  la  même  manière,  comme 
simple  exercice,  les  théorèmes  qui  s’appuient  sur  celui  que 
nous  venons  de  développer,  notamment  ceux  qui  sont  relatifs 
au  cari  é du  côté  opposé  dans  un  triangle  à un  angle  aigu  ou  à 
un  angle  obtus. 


CHAPITRE  II. 


RAI'PORTS  DES  AIRES  SEMRI,AHI.F.S. 


1 V7.  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  sont  proportion- 
nelles aux  cariés  de  leurs  côtés  homologues  (Jig.  i4^)- 

Soient  les  deux  triangles  sem- 
fii!  blables  abc,  A'B'C',soienlCDct 

t C'D'  les  hauteurs  de  ces  trian- 

gles. 


\ 


Z_L'\ 


B C 


On  aura  (139) 

ABXCD 


ABC  = 


n I» 


A'B'C'  = 


A' B'  X C D' 
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d’uil 

AHC  ABXCD  AB  _ CD 
A'  B'C'  “ A'  B'  X C'  D'  “ A'  B'  ^ C'  D'  ’ 

Les  deux  lriaii"les  i-cclangles  ACD,  A'C'D',  sont  semblables 
jiuisque  l’aiifde  A esl  égal  à l'angle  A'  (95).  On  pourra  donc 
écrire 

CD  AC  AB 
C'D'“  A'C'“A'B' 

d’après  la  simililude  des  triangles  proposés.  En  remplaçant  le 

CD  . , AB  , 

rapport  par  son  égal  *1  viendra 

ABC  AB  _ AB  AB= 

A' B'C'  ~ A'B'^  A'B'“  A' B"' 

Si  les  triangles  considérés  n étaient  ptis  semblables,  mais  si 

l’angle  A était  toujours  égal  à l’angle  A',  on  remplacerait  le  rap- 

CD  ,,  AC  . 

port  j^7-pr,  par  son  égal  rrr^,^  " viendrait 

ABC  _ -ABxAC 
A' B'C'  “ A'B'X  A'C'^ 

d’où  ce  théorème , : Les  aires  de  deux  triangles  qui  ont  un 
angle  égal,  sont  proportionnelles  aux  produits  respectifs  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

1A8.  Les  aires  de  deux  polygones  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  côtés  homologues  (fg.  i46]- 

Décomposons  les  deux  po- 
lygones proposés  en  un  même 
nombre  de  triangles  semblables 
et  semblablement  disposés,  en 
menant  les  diagonales  qui  cor- 
respondent aux  sommets  homo- 
logues C etc.  Ces  triangles  étant 
semblables,  on  aura  (1A7) 

BCA  _ BA>  ACE  AE’  ECD  ED’ 

bca  ba}  ace  ne'  ’ ecd  ed' 

La  similitude  des  polygones  donne  d’ailleurs 

B A _ ^ ^ BA’  AE’  _ ED’ 

bn  ae  ed  bn'  ~~  ne'  ed' 

On  en  déduira 

BC  A _ _ ECD 

bca  ace  ecd 


Fie  i46 
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En  appliquanl  alors  un  lluiuréme  connu,  on  aura 

■+■  ACE  + EI,D  _ BÇA  _ ^ CBAEl)  _ 

bca  -I-  ace  -i-  cc3”  lien  ba^  cbaeil  b(0 


Si  l’on  désigne  par  S et  i les  surfaces  des  deux  polygones,  ’ 
par  A et  a deux  de  leurs  côtés  homologues,  on  aura 


S 

s 


» ,,  . 

—1  d ou 
a‘ 


Par  conséquent,  lorsqu’on  veut  amplifier  ou  réduire  un  poly- 
gone dans  un  rapport  donné,  Y échelle  à employer  pour  les 
cotés  homologues  est  égale  à là  racine  carrée  du  rapport  des 
surfaces  des  deux  polygones,  c’est-à-dire  à la  racine  carrée  du 
rapport  donné. 


149.  Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables est  égal  à celui  des  carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs 
apothèmes. 

Désignons  par  S eti  les  aires  des  deux  polygones,  par  P et  p 
leurs  périmètres,  par  R et  r leurs  rayons,  par  A et  a leurs  apo- 
thèmes. On  aura 


d’où 


et  s—  (^^3), 


S P. A 
s p.a 


P A 

-X  — 
P a 


Nous  savons  d’ailleurs  (126)  qu’on  a 

P ^ _ K 

p~  a f 

• ^P  , \ 

Si  l’on  remplace  — par  le  rapport  égal  —i  il  viendra 


r 


150.  Deux  cercles  sont  propoitionnels  aux  carrés  de  leurs 
rayons. 

Soicntdeux  cercles  quelconques  dont  les  rajons  sont  R et  R'. 
On  aura  (144) 

cercle  R = TT  R’,  cercle  R' = r R'\ 

d’ou 

cercle  R R’ 

cercle  R'  R’’" 


Digitized  by  Google 


io6 


i;ÉoMÉTniE. 


Les  (lires  de  deux  sec  leurs  semblables  sont  [uojwrtionnelles 
aux  carrés  de  leurs  rayons. 

(Jii  enU'iid  par  secleurs  semblables  ceux  (jiii  onl  pour  bases 
des  arcs  semblables,  c’est-à-dire  d’un  mtîme  nombre  de  de- 


grés. 

Désignons  les  aires  de  ces  secleurs  par  S et  S',  par  R ei  R' 
leurs  rajons,  par  n le  nombre  de  degrés  de  leurs  bases.  Nous 
aurons (liS) 


jtR’« 

3üo  ’ 


ttR'» 

3(k> 


n 


d’où 


S 

S' 


îil 

R'»’ 


Les  aires  de  deux  segments  semblables  sont  .proportionnelles 
aux  carrés  de  leurs  rayons. 

Ou  entend  par  Segments  semblables  ceux  tjui  correspondent 
à des  secteurs  semblables.  Désignons  par  S et  T les  aires  du 
secteur  et  du  triangle  dont  le  |)remier  segment  est  la  diffé- 
rence, par  S'  et  T'  les  aires  du  secteur  cl  du  triangle  dont  le 
second  segment  est  la  différence.  Les  deux  secleurs  et  les  deux 
triangles  étant  semblables,  on  aura,  en  apj)elanl  R et  R'  les 
rayons  des  cercles  dont  font  partie  les  deux  segments, 


^ L — “! 

S'~R'’’  T “R"’ 

d’oii 

S T S — T _ ^ _ 51 

— r S' — 'i''  “ S'  “ R"  ■ 

En  général,  les  aires  de  deux  surfaces  iptelconques  sem- 
blables sont  proportionnelles  aux  carrés  de  deux  lignes  ho- 
mologues tracées  d'une  manière  quelconque  dans  les  deux 
surfaces. 

Problèmes  relatifs  aux  aires  semblables. 

D'il.  Construire  un  polygone  semblable  à un  polygone  donné 
et  tel,  que  les  aires  des  deux  polygones 
soient  dans  un  rapport  donné  [Jig.  '47)’ 
Supposons  d’abord  que  le  polygone- 
donné  soit  un  carré.  11  faudra  cons- 
truire un  carré  (|ui  soit  au  carré  donne 
<‘Oinme  deux  lignes  données  M et  N 
sont  entre  elles.  Soit  A le  côté  du  carre 
donné,  \ le  côté  du  carré  eberebé. 
On  devra  déterminer  \ de  manière  à 
satisfaire  a la  r ondition 

V M 
A’  — N ■ 
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Sur  une  droite  indéünle,  prenons  BC  = M,  CD=N.  Sur  Bl) 
comme  diamètre,  décrivons  une  demi-circonférence  et  menons 
à BD  la  perpendiculaire  CE.  Joignons  le  point  E aux  extrémités 
B et  D,  et  prolongeons,  s’il  est  nécessaire,  les  droites  EBct  ED. 
Portons  sur  ED  une  longueur  EG  égale  au  côté  A et,  par  le 
point  G,  menons  GF  parallèle  à BD.  Le  triangle  rectangle  FEG 
donnera  • 


Ët?  = ÏÏG 


Nous  aurons  d’ailleurs,  à cause  des  parallèles  BD  et  FG  (98), 

Fil  BC 
HG  “Cl)’ 

Il  en  résulte 

— 1^'  ^ _ M 

EG’  “ CD  A>  “ N ■ 


EF  est  donc  le  côté  du  carre  cherché. 

Si  les  deux  carrés  devaient  être  proportionnels  à des  nombres 
donnés, on  remplacerait  ces  nombres  par  des  lignes  Rivant  entre 
elles  le  même  rapport,  et  l’on  opérerait  comme  nous  venons 
de  le  dire. 

Supposons  maintenant  un  polygone  quelconque  P.  Je  re- 
présente par  a l’un  de  ses  côtés,  et  je  désigne  par  a:  le  côté 
homologue  du  polygone  X.  On  devra  avoir,  d’après  l’énoncé, 

M 

P “ N ■ 

Mais  les  deux  polygones  devant  être  semblables,  on  aura 
aussi 

X_£ 

P ~ c/’  ■ 

il  en  résulte 

. • rt’  N 


La  <|uestion  se  trouve  donc  ramenée  à trouver  le  côté  d'un 
carré  qui  soit  à un  carré  donné  comme  deux  lignes  données 
sont  entre  elles,  problème  que  nous  venons  de  résoudre. 
Quand  on  aura  trouvé  le  côté  x homologue  de  a,  il  restera  à 
construire  sur  ce  côté  un  polygone  semblable  au  polygone  P 
(121). 

La  recherche  d'une  échelle  de  réduction  (122)  revient  a ce 
qui  précède.  Supposons  que  Faire  du  plan  doive  être  la  mil- 

I 

lionième  partie  de  Faire  du  terrain.  On  aura  — = > 

n’  I ooouoo 


I 
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% ^ T 

(l’on  - = IJhacluc  lienc  (lu  plan  doil  donc  (}lre  la  niil- 

a I oüo  * 

liènie  parlie  de  la  lipne  (jui  lui  correspond  sur  le  terrain  ; en  ’ 
d’autres  tonnes,  i**  doit  y (*tre  représent<5  paro",ooi.  Telle 
sera  r(îchelle  à adopter. 


Deux  Jlgures  semblables  étant  données,  construire  une 
Ji{iure  semblable  é j'aie  à leur  somme  ou  à leur  différence. 

Soient  A et  11  l(*s  deux  polygones  donnés,  X le  polygone 
cherché;  soient  « et  b deux  C(‘iiés  homologues  des  polygones 
A et  B,  X le  coté  homologue  du  polygone  \. 

<ln  aura 


A 

R 


On  déduit  de  la  première  égalité 

A±B a'±b' 

A rt’ 

X x' 

Si  l’on  compare  alors  ce  dernier  résultat  à la  relation  — = — , 

on  voit  (jiie  X étant  supposé  égal  à A±B,  il  faut  qu’on  ait 
= La  question  sera  donc  ramenée  à trouver  l’un 

des  côtés  d’un  triangle  rectangle,  (|uand  on  connaît  les  deux 
autres.  Lorsqu’on  aura  trouvé  x,  on  construira  sur  ce  côté,  ho- 
mologue du  côté  a ou  du  côté  b,  un  polygone  semblable  au 
polygone  A ou  au  polygone  B. 

153.  Construire  un  polygone  semblable  à un  polygone 
donné  et  équivalent  à un  autre  polygone  donné. 

Il  s’agit  ici  de  transformer  un  polygone  1’  donné  en  un  poly- 
gone équivalent  0,  semblable  à un  autre  polygone  donné  A. 
Désignons  par  a un  côté  (jucicomjue  du  polygone  A,  par  x le 
côté  homologue  du  polygone  cherché  Q.  On  devra  avoir 
\ 

^ • Les  deux  polygones  1*  et  Q devant  être  équivalents, 

celte  relation  revient  à 

A a’ 


Rempla(jons  les  polygones  A et  P par  les  carres  équivalents 
M’  et  N';  il  viendra 


d’ou 


i\’  .r’’ 

M 

> .r 
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Le  cùlé  X psl  donc  une  qnaiiiènie  proportionnelle  aux  trois 
lignes  M,  N,  a.  Il  restera  à construire  sur  le  côté  x un  poly- 
gone semblable  au  polygone  A.  ' 

154.  Trouver  deux  longueurs  pi;oportionnelles  à deux  po- 
lygones donnés  quelconques. 

On  peut  toujours  remplacer  les  polygones  ronsidérés  par  les 
carrés  équivalents.  Désignons  les  côtés  de  ces  carrés  par  n et 
représentons  les  longueurs  chercltces  par  x et  j.  On  doit  avoir 
>* 

— = On  peut  choisir  arbitrairement  l’une  des  longueurs, 

r par  exemple,  et  la  prendre  égale  à a’.  11  viendra  alors 

a'  ,,  , a}  ...  . n'  a 

— — — , doux=— ce  qui  équivaut  a -=- • x sera  donc 

rt’  .r  a ^ a X 

une  troisième  proportionnelle  aux  côtés  a'  et  n. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

CiiAPiTERE  I.  — 1“  Transformer  un  triangle  rectangle  en  un  triangle 
isocèle  équivalent,  le.s  deux  triangles  devant  avoir  un  angle  rmnmun. 

a”  Inscrire  dans  un  cercle  un  trapèze  de  hauteur  et  de  surface  données. 

3"  Par  un  point  donné  dans  le  plan  d’un  angle,  mener  une  sécante 
telle,  que  l’airedu  triangle  obtenu  ait  une  valeur  donnée. 

Par  un  .sommet  d’un  quadrilatère,  mener  une  droite  qui  divi.se  sa 
surface  en  deux  parties  équivalentes. 

5"  Calculer  la  surface  d’un  traiièze  en  fonction  de  ses  cotés. 

6"  Chercher  l’aire  d'un  dodécagone  régulier  en  fonction  de  son  rayon. 

7"  Diviser  un  cercle  on  moyenne  et  extrême  raison  par  une  circonfé- 
rence concentrique. 

8"  Partager  une  longueur  donnée  en  trois  parties  telles,  que  l’aire  du 
triangle  correspondant  soit  un  maximum. 

CiiAciTRE  II.  — 1"  Cxinstruire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à la 
somme  ou  à la  dilTérence  de  deux  polygones  donnés. 

Par  un  point  donné,  mener  une  droite  (jui  divise  la  surface  d’un  tra- 
pèze en  parties  proportionnelles  à deux  lignes  données. 

3"  Chercher  le  rapport  des  aires  de  deux  hexagones  réguliers,  l’un 
inscrit  et  l’autre  circonscrit  au  même  cercle. 

■1“  Mener  une  parallèle  à la  base  d'un  triangle,  de  manière  que  Taire 
du  trapèze  formé  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  des  deux 
triangles  dont  il  est  la  dill'érence. 

5"  Diviser  un  trapèze  en  un  nombre  quelcoiu|ue  de  parties  équiva- 
lentes par  des  parallèles  .à  ses  bases. 
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GÉOMÉTRIE  DANS  L’ESPACE. 

é 

LIVRE  TROISIÈME. 

LKS  PLANS. 

CIIAPITUE  PREMIER. 

PROPKI  ÉTÉS  DES  PLANS. 


I.  — Notions  préliminaires. 

155.  Nous  S.1VOUS  déjà  que  le  plan  est  une  surfaee  telle,  , 
•qu'une  ligne  droite  y est  contenue  tout  entière  îles  qu’elle  v a 
deux  points. 

Lors(]u’un  plan  n'est  astreint  qu’à  passer  par  une  droite  don- 
née, sa  jwsition  dans  l'espace  n’est  pas  déterminée.  On  peut. 

en  effet,  lui  faire  occuper  une  infi- 
nité de  positions  dans  l’espace  en  le 
faisant  tourner  autourde  cette  droite 
comme  axe  [Jig.  i48).  Mais  on  con- 
çoit que  sa  position  sera  fixée  d’une 
manière  précise , s’il  doit  passer, 
en  outre,  par  un  point  donné  lioi-s  de 
la  droite  AB.  Nous  le  démontrerons  d’ailleurs  directement. 

Lorsqu  une  droite  et  un  plan  se  coupent,  leur  intersection 
est  un  point,  sans  quoi  la  droite  co’inciderait  avec  le  plan.  Days 
ce  cas.  la  droite  traverse  le  plan;  elle  est  partie  au-dessus,  par- 
tie au-dessous.  Le  point  d’inters(»etion  de  la  droite  et  du  plan 
s’appelle  le  pied  de  la  droite  dans  le  plan. 

L56.  Par  trois  points  donnés  non  en  li"ue  droite,  on  peut 
toujours  faire  passer  un  plan,  mais  on  n'en  peutfairepasser 
qu’unseul  [fg. 

Soient  .A,  B,  C,  les  trois  points  donnés; 
menons  les  droites  AB  et  .•M’..  On  pourra 
toujours,  d’après  ce  qui  précède,  faire  pas- 
ser un  |)lan  que  je  désignerai  i>ar  G,  par  la 
droite  AB  et  le  point  C.  Je  dis  que  tout 
autre  plan  11  satisfaisant  aux  mêmes  con- 
ditions coïncidera  avec  le  plan  G.  En  effet, 
je  jïrends  dans  le  plan  tl  un  point  quelconque  G,  et  je  mène 
par  ce  point  une  droite  {'h  coupant  les  deux  droites  AB,  AC,. 


Fig.  i.Vj. 


Fig.  i.'|8. 


Digitize;  tjy  Cooglcj 


1 1 ( 


• CÉOHÉTHIE. 

C(!S  doux  dioilfs  ('•lanl  aussi  par  livpoilioso  dans  lo  plan  II,  la 
droite  y aura  doux  points  l't  y sera  oont(>nue  tout  entière; 
de  sorte  que  tout  point  (1  de  l’un  des  deu,x  plans  appartient  à 
rautro.  Ces  deux  plans  coïncident  donc  dans  toute  leur  étendue. 

Deux  droites  qui  se  coupent  étant  dotcruiinées  par  trois 
points  non  en  lif'ne  droite,  ileiix  droites  <jui  se  coupent  déter- 
minent aussi  un  plan. 

De  même,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  une  droite  et  un 
point  hors  de  cette  droite  déterminent  un  plan. 

Deux  droites  parallèles  déterminent  un  plan;  car  deux  droi- 
tes parallèles  étant  dans  un  même  plan  pardofinition,  tout  plan 
passant  par  rune  d’elles  et  un  point  de  l’autre  contient  cette  , 
autre  tout  entière. 

On  voit  (ju’on  peut  regarder  un  plan  comme  engendré  par 
le  mouvement  d’une  droite  (]ui,  |)ass3iit  ])ar  un  même  point 
de  l’espace,  s'appuie  consUunment  sur  une  droite  donnée.  En 
effet,  la  droite  mobile  sera  toujours  dans  le  plan  déterminé  par 
la  droite  et  le  point  donnés. 

De  même,  une  droite  glissant  parallèlement  à elle-même  en 
s’appuyant  sur  une  droite  donnée  engendre  un  plan.  En  effet, 
la  droite  mobile  sera  toujours  dans  le  plan  déterminé  par  l’une 
(juelconque  de  ses  positions  et  la  droite  donnée. 

Un  triangle  est  toujours  dans  un  même  plan  déterminé  par 
ses  trois  sommets.  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  d’un  quadrila- 
tère, dont  les  quatre  sommets  peuvent  n’être  pas  situés  dans 
un  même  plan.  Dans  ce  cas,  le  (piadrilatère  considéré  est  un 
quadrilatère  franche.  Même  remarque  pour  un  polygone. 

ün  représente  ordinairement  un  plan  par  un  quadrilatère  tracé 
dans  ce  plan;  mais  comme  il  s’agit  d’une  surface  illimitée  et,  par 
conséquent,  sans  forme  déterminée,  il  faut  concevoir  le  plan 
prolongé  au  delà  du  contour  du  polygone  qui  sert  à le  figurer. 

I 

157.  L’ intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite.  En 
effet,  si  l’on  pouvait  trouver  sur  l’intersection  des  deux  plans 
considérés  trois  points  non  en  ligne  droite,  ces  deux  plans 
coïncideraient  (loti)  et  ne  se  couperaient  pas. 

L'intersection  de  trois  plans  est  un  point;  car  cette  intersec- 
tion est  le  pied  de  l’intersection  des  deux  premiers  plans  dans 
le  troisième  plan. 

II.  — Des  droites  et  des  plans  perpendiculaires. 

158.  Lorsqu’une  droite  et  un  plan  se  rencontrent,  on  dit 
qu’ils  sont  perpendiculaires  l’un  à l’autre  lorsque  la  droite  est- 
per|)endiculaire  à toutes  les  droites  (jii’on  peut  mener  par  son 
pie«l  dans  le  plan.  Une  droite  est  oblique,  à un  plan  lorsqu’elle 
ne  remplit  pas  cette  condition. 
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Pour  qn  une  droite  soit  perpendiculuire  à un  plan,  il  suffit 
quelle  soit  perpeiulieulnire  à deux  droites  qui  passent  par  son 
pied  dans  ce  plan  i5o). 

Soit  la  droite  AB  perpendiculaire  à deux 
droites  BC  et  BD  qui  passent  par  son  pied 
B dans  le  plan  P.  Je  dis  qu’elle  sera  per- 
pendiculaire à toute  autre  droite  BE  menée 
])ar  son  pied  dans  ce  plan. 

Traçons  une  droite  quelconque  qui  ren-' 
contre  les  droites  BC,  BI),  BE,  aux  points 
C,  D,  E.  Prolongeons  AB  au-dessous  du  plan  d’une  longueur 
BA'=.AB.  Joignons  les  points  C,  D,  E,  aux  points  A et  A'. 
Les  deux  triangles  ACD,  A'CD,  sont  égaux  : ils  ont  le  coté  CD 
commun;  le  côté  AC  est  égal  au  côté  A'C,  car  dans  le 
plan  ACA',  les  deux  obliques  AC  et  A'C  s’écartent  également 
du  pied  de  la  perpendiculaire  CB  élevée  sur  AA';  le  côté  AD 
est  égal  au  côté  A'D  pour  une  raison  analogue.  L’égalité 
’ des  deux  triangles  ACD,  A'CD,  entraîne  celle  des  deux  an- 
gles ACE,  A' CE.  Les  deux  triangles  ACE,  A' CE,  sont  alors 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  comjiris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à chacun.  Par  suite,  AE  = A'E.  La  droite  BE 
ayant  alors,  dans  le  plan  AEA',  deux  de  ses  points  à égale  dis- 
tance des  extrémités  A et  A',  est  perpendiculaire  sur  AA'  ou 
sur  AB  (2o).  AB  est  donc  perpendiculaire  à une  droite  quel- 
conque BE  du  plan  P,  c’est-à-dire  perpendiculaire  à ce  plan. 

La  figure  précédente  donne  un  exemple  de  deux  droites  AB 
et  CD  qui,  sans  être  parallèles,  ne  peuvent  jamaisse  rencontrer. 
iMais  alors  les  deux  droites  AB  et  CD  ne  sont  pas  situées  dans 
un  même  plan,  puisque  CD  est  dans  un  plan  que  AB  ne  fait  que 
traverser  au  point  B.  Lorsque  deux  droites  ne  sont  pas  situées 
dans  un  même  plan,  leur  angle  est  l’angle  formé  par  la  pre- 
mière droite  avec  une  parallèle  menée  à la  seconde  droite  par 
un  point  quelconque  de  la  première  (175). 

159.  Par  une  droite  \B  [fg-  i5i),  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  plans,  et  par  le  point  B,  on  peut  élever  dans  chacun 
de  ces  plans  une  perpendiculaire  à la  droite 
AB.  \ insi,  dans  l’espace,  on  peut  élever  en 
un  même  point  d'une  droite  une  infimté  de 
perpendiculaires  : Je  dis  que  toutes  ces 
droites  seront  dans  un  seul  et  même  plan. 
Par  les  deux  perpendiculaires  B(! , BD, 
élevées  à AB  au  point  B,  dans  les  plans  ABC,  ABD,  je  fais 
passer  un  plan  P.  Par  AB,  je  fais  passer  un  plan  quelconque  ABE 
<|ui  coupera  le  plan  P suivant  BE.  AB  étant  perpendiculaire  au 
plan  P"(158),  sera  perpendiculaire  à BE.  BE  est  donc  la  per- 
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ppnüiculaire  élevée  à AH  au  poiiU  B,  dans  le  plan  ABE.  Le  lieu 
des  perpendiculaires  considérées  est  donc  le  plan  V élecé  per-' 
pendiculairement  à AB  au  point  B.  • ' 

Ce  théorème  conduit  à un  nouveau  mode  de  pénéralion  du 
plan.  On  peut  le  regarder  comme  engendré  par  le  mouvement 
d’une  droite  (jui  reste  constamment  perpendiculaire  à une 
droite  donnée  en  un  point  donné. 

160.  I^ar  un  point  donné,  on  peut  toujours  mener  un  plan 
perpendiculaire  à une  droite,  mais  on  n'en  peut  mener  qu’un 
seul. 

Si  le  point  donné  était  sur  la  droite  donnée,  en  B par  exem- 
ple, sur  AB  {Ji".  i5i',  on  mènerait  à AB  dans  les  deux  plans 
ABC,  ABD,  les  deux  peipendiculaires  BC,  Bl),  et  l'on  leraii 
passer  un  plan  I’  par  les  detix  droites  obtenues.  Ce  plan  serait 
perpendiculaire  à AB  au  point  B,  et  fl  Ji’y  en  a (ju’un  qui  puisse 
remplircelte  condition  (139). 

Supposons  le  point  donné  O situé  hors  de  la  droite  AB 
[fifç.  1 52).  Le  |ioint  O et  la  droite  AB  déterminent  un  plan  (156). 
Fia  i5i  Dans  ce  plan,  j'abaisse  OC  perpendiculaire  sur 
AB.  J'élève  au  point  C,  dans  le.  plan  ABD,  la 
perpendiculaire  CD  à AH,  et  je  fais  passer  un 
plan  P par  les  deux  droites  CO  .et  Cl).  Ce  plan 
sera  perpendiculaire  à AB  au  point  C et  passera 
par  le  point  O;  et  il  n’y  en  a qu’un  qui  puisse 
remplir  ces  deux  conditions,  puisqu’on  ne 
peut  abaisser  du  point  O sur  AB  que  la  per- 
pendiculaire OC. 

161.  l^ar  un. point  donné,  on  peut  toujours  mener  une  per- 
pendiculaire à un  'plan,  mais  on  n'en  peut^mener  qu'une 
seule. 

Supposons  le  point  O donné  dans  le  plan  P [f".  i53).  Je 
mène  par  ce  point  une  droite  AH  dans  le 
plan  P;  par  le  même  point,  je  fais  passer  un 
plan  0 perpendiculaire  à .\B  : ce  plan  coupe 
le  planPsuivanlune  droite  CD  [ 137).  Au  point 
O,  dans  le  plan  Q,  je  trace  OH  perpendicülaire 
à CD:  c’est  la  perpendiculaire  demandée.* 

En  effet,  011  est  déjà  perpendiculaire  à CD  ; AB  étant  per- 
pendiculaire au  plan  Q est  perpendiculaire  à 011,  OH  est  donc 
perpendiculaire  à AB  : 011  étant  perpendiculaire  à deux  droites 
qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  1’,  est  perpendiculaire  à 
ce  plan. 

Toute  autre  droite  que  011,  passant  par  le  point  0,  est  obli- 
que au  plan  P;  car  si  la  droite  considérée  est  dans  le  plan  Q, 
II.  . 8 


Fie.  ir.3. 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE. 


1 l4 

elle  esl  oblique  à CD,  el  si  relie  droile  est  bois  du  plan  Q,  elle 
*esl  oblique  à AH  (l-W  ). 

Supposons  le  point  O donné  hors  du  plan  P [Ji^.  i54).  Je 
mène  dans  le  plan  P une  droite  AB;  par  le  point  O,  je  fais 
pa.sser  un  plan  Q perpendiculaire  à AB  ; 
ce  plan  roupe  le  plan  P suivant  une  droile 
r.l).  Dans  le  plan  0,  je  trace  OU  perpen- 
diculaire sur  t;U  : c’est  la  perpendiculaire 
demandée. 

En  effet,  OU  esl  déjà  perpendiculaire  ^ 
CD.M  enons  dans  le  plan  P la  droile  queT^^^*^Ir^ 
conque  HA.  Prolongeons  OH  au-dessous 
du  plan  d’une  longui'ur  HO'  = OH  ; joignons  les  points  B el  V 
aux  points  O el  O'.  Les  deux  triangles  ABO,  ABO',  sont  égaux  i. 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun.  La  droile  AB  étant  perpendiculaire  au 
plan  Q,  l’angle  ABO  esl  droit,  ainsi  que  l’angle  ABO';  le 
côté  AB  esl  commun  ; le  côté  BO  est  égal  au  côté  BO',  car  dans 
le  plan  OBO'  les  deux  obliques  BO,  BO',  s’écartent  également  ^ 
du  pied  de  la  perpendiculaire  BH  élevée  surOO'.  L’égalité  des 
deux  triangles  ABO,  ABO'  entraîne  l’égalité  des  droites  AO  et 
AO'.  La  droile  AH  ayant  deux  de  ses  points  à égale  distance 
' des  extrémités  O et  O',  dans  le  plan  OAO',  esl  perpendiculaiix' 
sur  00'  ou  sur  OH.  OH,  à son  tour,  esl  perpendiculaire  à HA, 
c’est-à-dire  à une  droile  quelconque  du  plan  P;  par  consé- 
quent, OH  est  bien  perpendiculaire  au  plan  P. 

Toute  autre  droile,  telle  que  OA,  menée  du  point  0 au  plan 
P,  esl  oblique  à ce  plan  ; car  le  triangle  OHA  étant  rectangle 
en  U , l’angle  A esl  aigu. 

162.  Si  d’iiri  point  pris  hors  d’un  plan,  on  lai  mènr  ane  per- 
pendiculaire et  plusieurs  obliques  : In  perpendicalaire  est  plus 
courte  que  toute  oblique  ; deux  obliques  qui 
s'écartent  également  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire sont  égales  ; de  deux  obliques  iné- 
galement distantes  du  pied  de  la  perpendi- 
culaire, celle  qui  s’écarte  le  plus  est  la  plus 
grande  [Jig.  1 55  ) . 

Soient  le  point  A el  le  plan  P,  la  perpen- 
diculaire AB  el  les  obliques  AC,  AD,  AE. 

Dans  le  plan  ABC,  la  perpendiculaire  esl 
plus  courte  que  l’oblique  quelconque  AC. 

Supposons  BC  = BD.  Les  doux  triangles  rectangles  ABC, 

ABD,  seront  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à chacun.  Par  suite,  les  deux  obliques 
AC,  AD,  sont  égales. 


Fig,  i55. 
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Supposons  BE  >■  BC;  On  pourra  prendre  Bl)  = BC  ; on  aura 
alors  AD  = AC.  Mais,  dans  le  plan  .\BE,  on  a AE  > AD  (2i).  i 
On  aura  donc  aussi  AE  > AC. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  évidenies.  En  par- 
ticulier, lorsqu’une  droite  représente  la  plus  courte  distance 
d’un  point  à un  plan,  elle  est  |)eri)endiculaire  à ce  plan. 

Le  lieu  des  pieds  des  obliques  qui,  passant  par  le  point  A, 
sdnl  égales  à AC,  est  la  circonférence  décrite  du  point  B comme 
centre  avec  BC  pour  rayon.  Il  en  résulte  que  si,  du  point  A, 
avec  une  longueur  convenable,  on  marque  sur  le  plan  P trois 
points  C,  D,  F,  également  éloignés  du  point  A,  le  centre  B de 
la  circonférence  déterminée  par  les  trois  points  C,  D,  F,  sera  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A sur  le  plan  P. 

, 163.  Le  lieu  géométrique  de  tous  les  pointt  de  l'espace  à 
égale  '•  distance  des  extrémités  d’une  droite  donnée,  est  le 
plan  mené  perpendiculairement  d cette, 
droite  par  son  milieu  [Jig.  i56). 

Soient  la  droite  AB  et  le  plan  P,  perpen- 
diculaire à AB  au  point  O,  milieu  de  AB. 

Soit  C un  point  quelconque  du  plan  P ; 
dans  le  plan  ACB,  les  deux  obliques  C\  et 
CB  seront  égales  comme  s’écartant  égale- 
ment du  pied  de  la  perpendiculaire  OC.  Tout 
point  du  plan  est  donc  à égale  distance  des  extrémités  de 
la  droite.  Soit  D un  point  quelconque  extérieur  au  plan  P : 
dans  le  plan  ADB,  les  distances  DA  et  DB  seront  inégales, 
parce  que  le  point  D est  hors  de  la  perpendiculaire  OC  élevée 
sur  le  milieu  de  AB.  Tout  point  extérieur  au  plan  est  donc  iné- 
galement distant  des  extrémités  de  la  droite.  Le  plan  P est  donc 
bien  le  lieu  géométrique  indiqué. 

.Trois  points  non  en  ligne  droite  suffisant  pouY  déterminer 
un  plan  (l56),  dés  qu’un  plan  aura  trois  de  ses  points  non  en 
ligne  droite  à égale  distance  des  extrémités  d’une  droite 
donnée,  il  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  droite. 

164.  Soient  la  droite  AB  perpendieulaire  au  plan  t*  et  la 
droite  OU  quelconque  dans  le  plan  P;  si  l’on  abaisse  BE  perpen- 
diculaire sur  CD  et  si  l'on  joint  AE,  AE 
sera  perpendiculaire  sur  VA)  [fig.  ' 

Je  prends  EC  = ED.  Je  joins  les  points  C 
et  D aux  points  B et  A.  Les  droites  BC 
et  BD  seront  égales  comme  s’écartant  éga- 
lement du  pied  de  la  perpendiculaire  BE 
dans  le  plan  P.  Dès  lors  les  droites ’AÇ 
et  AD  seront  égales  comme  uÉ)liques 
s’écartant  également  du  pied  de  la  per- 
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pendiculaire  AB.  Le  triangle  CAD  étant  isocèle,  la  droite  AE 
^ qui  joint  son  sommet  A au  milieu  de  la  base  (^D  sera  perpen- 
diculaire sur  cette  base. 

La  proposition  qu’on  vient  de  démontrer  est  connue  sous  le 
nom  de  Théorème  des  trois  perpendiculaires. 


III.  — Des  droites  et  des  plans  parallèles. 


Fig.  i58. 


165.  Lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  tout  plan  per- 
pendiculaire -à  l’tme  est  perpendiculaire  à l'autre  {Jig.  i58). 

Soient  les  deux  droites  parallèles  .\B,  CD, 
et  le  plan  P perpendiculaire  à AB.  Les  deux 
droites  AB  et  CD  détermineront  un  plan  qui 
coupera  le  plan  P suivant  BD.  AB  étant  per- 
pendiculaire à BD,  il  en  sera  de  même  de  sa 
parallèle  Cl).  Au  point  D,  dans  le  plan  P, 
menons  DE  perpendiculaire  à BD.  Si  l’on 
joint  .\D,  la  droite  AD  sera  perpendiculaire 
à DE  d’après  le  théorème  des  trois  perpen- 
diculaires (164).  DE  étant  perpendiculaire  à deux  droites  du 
plan  ABCDsera  perpendiculaire  à ce  plan  et,  par  suite,  à CD, 
CD,  à son  tour,  étant  perpendiculaire  à deux  droites  qui  passent 
par  son  pied  dans  le  ]>lan  P,  sera  perpendiculaire  au  plan  P. 


166.  La  réciproque  du  théorème  précédent  est  vfaie.  Deux 
droilés  perpendiculaires  à un  même  plan  sont  parallèles 

[fis-  '58).  • 

Si  les  droites  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  au  plan  P,  elles 
sont  parallèles.  En  effet,  si  l’on  menait  par  le  point  D une 
parallèle  à AB,  elle  serait  perpendiculaire  au  plan  P (165): 
cette  parallèle  se  confond  donc  avec  CD  ( 161  ). 

Il  résulte  de  là  que  deux  droites  parallèles  à une  troisième 
dans  Fespace  sont  parallèles  entre  elles.  C.ar  le  plan  perpendi- 
culaire à la  troisième  droite  le  sera  aux  deux  premières,  qui 
dès  lors  seront  parallèles. 


167.  Une  droite  e*t  un  plan  sont  parallèles,  lorsqu'ils  ne  se 
rencontrent  pas,  quelque  loin  qu’on  les  prolonge. 

Toute  droite  parallèle  à une  droite  d‘un  plan  est  parallèle  à 
ce  plan  [fig.  iSg). 

Soit  la  droite  AB  parallèle  à la  droite  CD 
du  plan  P.  Les  deux  parallèles  .AB  et  CD 
détermineront  un  plan  Q dont  l’intersection 
avec  le  plan  P sera  la  droite  (]D.  La  droite 
AB  étant  dans  le  plan  Q,  ne  pourrait  ren- 
contrer le  plan  P qu'en  coupant  CD  : la 
droite  .AB  et  le  plan  P sont  donc  parallèles. 

11  si^jt  de  là  qu'/rne  droite  et  un  plan  sont  parallèles,  lors- 
qu’ils sont  perpendiculaires  ù une  même  droite.  Si  le  plan  P 
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Fig.  160. 


et  la  droite  AB  sont  perpendiculaires  à la  droite  AC  [fig.  iSg), 
le  plan  BAC  coupera  le  plan  1*  suivant  une  droite  Cl)  perpen- 
diculaire à AC,  et  par  suite  parallèle  à AB. 

168.  Si  la  droite  est  parallèle  au  plan  P,  tout  plan  ABCD 
conduit  par  AB  coupe,  le  plan  P suivant  une  parallèle  CD  à 
AB  [Jig.  iSg). 

En  effet,  les  deux  droites  .\B  et  CD  sont  dans  un  même 
plan,  et  AB  ne  peut  pas  rencontrer  CD,  droite  du  plan  P (167). 

Il  en  résulte  que  toute  parallèle  menée  par  un  point  C du 
plan  P à la  droite  AB,  elle-même  parallèle  au  plan  P,  est  tout 
entière  dans  le  plan  P [ fig.  i5g). 

En  effet,  la  droite  .\B  et  le  point  C suffisent  pour  détermi- 
ner le  plan  ABCD,  dont  riiuerseclion  CD  avec  le  plan  P est 
parallèle  à AB. 

Si  par  deux  droites  parallèles  on  mène  deux  plans  qui  se 
coupent,  leur  intersection  sera  parallèle  aux  'deux  droites 
données  [Jîg.  160).  Car,  quel  que  soit  le 
plan  mené  par  AB,  le  plan  conduit  par  CD 
viendra  le  couper  suivant  une  droite  EF 
parallèle  à CI),  et  par  conséquent  à AB, 
puisque  CD  est  parallèle  à AB. 

169.  Les  portions  de  droites  parallèles, 
comprises  ei^tre  une  dioite  et  un  plan  pa- 
rallèles, sont  égales. 

Soient  [Jig.  i5g)  les  parallèles  AC  et  BD 
comprises  entre  la  droite  .AB  et  le  plan  P qui  sont  parallèles. 
Le  plan  ABCD  coupera  le  plan  P suivant  la  droite  CD  parallèle 
à AB  (168).  La  figure  ABCD  sera  donc  un  parallélogramme,  et 
l’on  en  conclura  AC,=  BD. 

Les  droites  AC  et  BD  pourraient  être  perpendiculaires  au 
plan  P : elles  mesureraient  alors  les  distances  de  deux  points 
quelconques  de  la  parallèle  AB  au  plan  P.  On  voit  donc  qu'une 
droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout  également  distants. 

170.  Deux  plans  sont lorsqu’ils  ne  se  rencontrent 
pas  quelque  loin  qu’on  les  prolonge. 

Deux  plans  perpendiculaires  à une  même  droite  sont  évi- 
demment parallèles  (160). 

Le  lieu  géométrique  de  toutes  les  parallèles  menées  par 
un  point  donné  à un  plan  donné,  est  le  plan  mené  pa- 
rallèlement par  le  point  donné  au  plan 
donné  [Jig.  161). 

Soient  le  point  A et  le  plan  P.  Menons 
AC,  droite  quelconque  parallèle  au  plan  P. 
Du  point  A,  abaissons  AB  perpendiculaire 
sur  le  plan  P.  Le  plan  CAB  coupera  le  plan  P 
suivant  la  droite  BD  parallèle  à AC(168)> 


Fig.  161. 
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\B  étant  perpendiculaire  à BD,  le  sera  aussi  à sa  parallèle  AC. 
Ainsi,  toutes  les  parallèles  menées  par  le  point  A an  plan  P sont 
perpendiculaires  à la  droite  AH  au  point  A.  t^es  parallèles  déter- 
minent donc  le  [dan  per[iendienlair(! à Allan  point  A (159), c’est- 
à-dire  un  plan  |)assantpar  le  point  A [jaraHèlement  au  |)lan  P. 

Deux  droites  <|ui  se  cou|)ent  siiriisenl  pour  déterminer  un 
[dan  (loti).  Par  conséipient,  un  p/un  f-s/  pnnd/tte à un  autre, 
torsqn’il  contient  deux  droites  qui  se  coupent,  respectivement 
purullè/es  à deux  dr  oites  du  premier  p/an  ( 1G7). 


171.  /,es  intersections  de  deux  p/ans  purrd/è/es  pitr 
fig.  iCiî.  un  troisième  p/uu  , sont  purrd/è/es 

{Jig.  itia). 

Sidenl  les  deux  plans  P et  0.  coupés 
[lar  le  plan  H suivant  les  droites  A et  B. 
Ces  droites  sont  dans  un  même  jtlan  et 
ne  peuvent  se  renconiier,  puis(|ue  les 
[dans  P et  Q ne  [Hiuvent  avoir  aucun 
[loinl  Commun  : elles  sont  donc  paral- 
lèles. 


172.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  toute  perpendiculaire  à 
l’un  est  perpendiculaire  à l'autre  [fig.  i63). 

.Soient  les  deux  plans  parallèles  P et  Q,  et 
soit  AB  perpendiculaire  au  plan  P.  Je  trace  par 
le  point  A,  pied  de  AB  dans  le  plan  P,  une 
droite  quelconque  AC.  Le  plan  CAB  coupera 
le  plan  Q suivant  une  droite  BD,  et  les  droites 
AC  et  BD  seront  parallèles  ( 171  ).  AB  étant  per- 
pendiculaire à AC,  le  sera  aussi  à BD.  AB  est 
donc  perpendiculaire  à une  droite  quelconque  du  plan  Q,  c’est- 
à-dire  perpendiculaire  au  plan  Q.  , 

Il  résulte  du  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  que,  par 
un  point  donné,  ori  ne  peut  mener  qu’un  seul  plan  parallèle  à 
un  plan  donné  (160). 

De  même,  deux  plans  parallèlesà  un  troisième  sont  parallèles 
entre  eux.  En  effet,  si  l’on  mène  au  troisième  plan  une  droite 
perpendiculaire,  les  deux  autres  plans  seront  perpendiculaires 
à la  même  droite,  et  dès  lors  parallèles  entre  eux  (170). 

• 173.  Les  portions  de  droites  parallèles  comprises  entre  deux 
1 plans  parallèles  sont  égales  {Jig.  i64). 

. Soient  les  parallèles  .AB  et  CD  comprises 
entre  les  plans  parallèles  P et  0-  Ces  paral- 
lèles détermineront  un  plan  ABDC  qui  cou- 
pera les  plans  P et  Q suivant  les  parallèles 
AC  et  BD  (171).  La  Ggurc  ABDC  étant  un 
parallélogramme,  on  en  conclut 
AB=CD. 


Fig.  164. 
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J.es  droites  AB  et  CD  pourraioiil  être  perpendiculaires  au 
plan  P : elles  mesureraient  alors  les  distances  de  deux  points 
quelconques  du  plan  0 au  plan  P.  Deux  plans  parallèles  sont 
donc  partout  éfralenient  distants. 

Deux  droites  quelconques  sont  coupées  en  parties  pro- 
portionnelles par  trois  plans  parallèles  (fig.  i65). 

Soient  les  deux  droites  quelconques  AB, 
CI),  situées  ou  non  dahs  le  même  plan  (158), 
coupées  par  les  trois  plans  parallèles  P,  Q,  R. 
Je  joins  BC.  J'ai  ainsi  le  plan  ABC  qui  coupe 
les  deux  plans  P et  Q suivant  les  droites  pa- 
rallèles AC  et  LM,  et  le  plan  BCD  qui  coupe 
les  plans  Q et  R suivant  les  droites  paral- 
lèles MN  et  BD  (171).  J’aurai  donc 


Fig.  i65. 


BL  _ BM  BM  _ ^ . BL  DN 

LA“MC’  MC~NC’  LA“NC‘ 


Il  viendra  aussi,  en  composant  les  termes  de  ces  rapports, 

jU  _ BA  _ PC 

BL  “ DN  LA  ■“  NC  ■ 


On  peut  remarquer  que  les  droites  BA  et  BC  partant  dir 
même  point  et  étant  coupées  par  les  deux  plans  parallèles  P 

BL  BM 

et  Q,  on  a immédiatement 


175.  Deux  angles  qui,  dans  l’espace,  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens,  sont  égaux  et  leurs  plans 
sont  pitrallèles  [fig.  it>6). 

Soient  les  deux  angles  CAB,  FDE.  Je 
prends  sur  les  côtés  parallèles  AC  et  DF  des 
longueurs  égales  AC  et  DF,  et  sur  les  côtés 
parallèles  AB  et  DE,  des  longueurs  égales 
AB  et  DE.  J’achève  les  triangles  ACB  et  DFE, 
puis  je  mène  les  droites  AD,  CF,  BE.  Les 
côtés  AC  et  DF  éunt  égaux  et  parallèles,  la 
Figure  ACFD  est  un  parallélogramme,  et  les 
droites  AD  et  CF  sont  égales  et  parallèles.  Les  côtés  AB  et  DE 
xiunt  égaux  et  parallèles,  la  figure  .ABED  est  un  parallélogramme, 
et  les  droites  AD  et  BE  sont  égales  et  parallèles.  Lesdeux  droites 
CF’  et  BE,  égales  et  parallèles  à la  droite  AD,  sont  donc  égales 
et  parallèles  entre  elles  (166)  : la  figure  CBEF  est  un  parallé- 
logramme, et  l’on  a CB  ==  FE.  Les  deux  triangles  ACB,  DFE, 
étant  égaux  comme  ayant  leur  trois  côtés  égaux  chacun  à cha 
cun,  l'angle  CAB  est  égal  à l’angle  FDE. 

Les  plans  P et  Q de  tes  deux  angles  sont  parallèles,  car 


Fig.  i6C. 
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les  deux  droites  FU  et  ED  sont  parallèles  aux  deux  droites .C.i 
etBA(170). 

rv.  — Des  angles  dièdres. 


176.  On  appelle  aiifrle  dièdre  la  figure  formée  iiardcux  plans 
qui  se  coupent  [Jig,  lü").  L’intersection  BE  de  ces  plans  P 

et  Q est  V arête  de  l’angle  dièdre  ; les  plans  P et 
Fig.  167.  Q ggj, 


On  désigne  un  angle  dièdre  par  son  arête  : on 
dit  l'angle  dièdre  BE.  Lorsque  plusieurs  angles 
dièrlres  ont  la  même  arête,  on  les  désigne  au 
inojen  de  quatre  lettres,  deux  pour  l’arête  et  une 
pour  chaque  face;  on  a soin  d’énoncer  au  milieu 
les  deux  lettres  qui  marquent  alors  l’arête  : on  dit 
l'angle  dièdre  ABEF. 


Pour  avoir  une  idée  exacte  de  la  grandeur  d’un  angle  dièdre. 


il  faut  supposer  que  le  plan  Q était  d’abord  confondu  avec  le 
plan  P,  puisqu’il  s’en  est  écarté  en  touinantautour  de  l’arête 
BE  comme  axe,  de  manière  à prendre  sa  position  actuelle. 
L’amplitude  de  ce  mouvement  de  rotation  correspond  à 
la  grandeur  de  l’angle  dièdre. 

Deux  angles  dièdres  sont  adjacents  [fig.  if>8),  lorsqu’ils 
ont  la  même  arête,  une  face  commune  et  les  deux  autres  faces 


Fig,  169. 


situées  de  part  et  d’autre  de  la 
face  commune. 

Deux  plans  qui  se  coupent' 
forment  deux  angles  dièdres  ad- 
jacents [Jig.  169).  Si  ces  deux 
angles  dièdres  PÂBM,*PABN 
sont  égaux,  le  plan  P est  per. 
pendiciiiaire  sur  le  plan  MN,  et 
les  angles  dièdres  formés  sont 


des  angles  dièdres  droits.  Dans  tout  autre  cas,  le  plan  P est 
oblique  au  plan  M\. 


177.  Soit  unangle  dièdre  BE(ytg^.  1(17  ).  Elevons  à l’arête  BE, 
dans  chaque  face,  au  point  B les  iierpendiculaires  B.\,et  BC, 
au  point  E les  perpendiculaires  ED  et  EF.  Les  angles  .\BC, 
DEF,  seront  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  diri- 
gés dans  le  même  se.ns  (173).  L’angle  constant  ainsi  formé 
par  deux  perpendiculaires  élevées  dans  chaque  face  en  un 
même  point  de  l'arête  d'un  angle  dièdre,  s’appelle  l'angle 
rectiligne  de  l'angle  dièdre  considéré. 

On  appelle  souvent  l’angle  rectiligne  d’un  angle  dièdre 
l'angle  plan  correspondant  à l'angle  dièdre  donné. 

Lorsque  deux  angles  dièdres  sont  égaux,  c’est-à-dire  peuvent 
co'incidcr,  leurs  angles  rectilignes  iont  évidennneni  égaux. 
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Réciproqueiiieiil,  lorsque  tes  angles  rectilignes  de  deux 
angles  dièdres  sont  égaux,  ces  angles  dièdres  sont  égaux 

[fg-  >7o)- 

Soient  les  dièdres  AB,  EF,  dont  les 
angles  rectilignes  CBD,  GFU,  soûl 
supposés  égaux.  Portons  le  second 
dièdre  sur  le  premier,  de  manière  que 
l’angle  GFH  coïncide  avec  sort  égal 
CBI>  : l’arèle  FE  perpendiculaire  au 
point  F au  plan  GFH,  prendra  alors  la  direction  de  l’arête  BA 
perpendiculaire  au  point  B au  plan  GBl).  Les  deux  plans  ABC, 
EFG,  auront  donc  deux  droites  coinimines  et  coïncideront  (156)  ; 
il  eu  sera  de  même  des  plans  .\BD,  EFH.  Les  deux  angles 
dièdres  .AB  et  EF  coïncidant,  seront  égaux. 


Lorsque  l’angle  rectiligne  d'un  angle  dièdre  est  droit,  cet 
angle  dièdre  est  droit  ( 176). 

Soit  le  dièdre  PEFM  (fig.  171  ) dont  l’angle  rectiligne  ABC 
est  droit.  Je  prolonge  la  face  MEF,  de  manière  à former  un 
second  angle  dièdre  PEFN.  Les  deux  angles 
dièdres  PEFM,  PEFN,  sont  adjacents  et 
déterminés  par  deux  plans  qui  se  coupent. 
L’angle  rectiligne  du  second  dièdre  s’ob- 
tiendra en  prolongeant  CB  suivant  BD.  L’an- 
gle rectiligne  .ABC  étant  droit,  son  supplé- 
ment ABD  sera  aussi  droit.  Les  angles 
rwiilignes  ABC,  ABD,  étant  égau\,  il  en  sera  de  même  des 
angles  dièdres  correspondants  PEFAI,  PEFN,  qui  seront  alors 
droits. 


Fie 
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178.  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  quelconques  est  égal 
au  rapport  de  leurs  angles  rectilignes  [Jig.  172). 


Fig.  171. 


J’admets  que.  le  rapport  des  deux 
angles  rectilignes  ABC,  A'B'C',  est 

égal  à c’est-à-dire  que  ces  deux 

angles  rectilignes  ont  une  commune 
mesure  contenue  5 fois  dans  ABC  et 
3 fois  dans  A'B'C'.  Si  par  chaque 
rayon  de  division  cl  par  chaque  arête 
correspondante  on  fait  passer  des 
plans,  on  partagera  l’angle  ABÜC 
partiels  et  l’angle  A'B'D'C'  en  trois 
Ces  angles  dièdres  partiels  seront 
tous  égaux  entre  eux , parce  qu'ils  correspondront  à des 
angles  rcclilignCs  égaux  (177),  et  l’nn  d’eux  sera  une 
commune  mesure  des  angles  dièdres  ABDC,  A'B'D'C'.  Le 


en  cinq  angles 
angles  dièdres 


dièdres 

partiels. 
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rapporl  des  deux  angles  dièdres  sera  donc  égal  à (omine 

celui  de  leurs  angles  reelilignes.  Si  les  deux  angles  reclilignes 
n’avaienl  pas  de  commune  mesure,  on  suivrai!  la  marche  déjà 
indiquée  (63). 

179.  Lorsqu’on  fait  correspondre  l’iinilA  li’an^le  dièdre  à 
l’unité  d’angle  rectiligne,  le  même  nombre  abstrait  représente, 
la  mesure  de  l’angle  dièdre  et  celle  de  son  angle  rectiligne. 

L’angle  droit  étant  runitc  d'angle  rectiligne,  on  prendra 
pour  unité  d’angle  dièdre,  l’angle  dièdre  droit  (177).  Si  l’on 
suppose  dans  la  ligure  précédente,  l’angle  A'B'C'  droit,  on 
aura  donc 

ABDC  ABC 

,d  ■ 


Le  rapport  de  ABDC  à un  dièdre  droit  est  la  mesure  de  l’angle 
dièdre  ABDC,  le  rapport  de  ABC  à un  droit  est  la  mesure  de 
l’angle  rectiligne  ABC  (64)  : les  deux  mesures  sont  donc  bien 
exprimées  par  le  même  nombre  abstrait. 

En  ayant  toujours  présentes  les  explications  qui  précèdent, 
on  pourra  employer  sans  inconvénient  la  locution  plus  rapide, 
mais  inexacte  : tout  angle  dièdie  a pour  mesure  son  angle 
rectiligne. 

Lorsqu’on  dira  qu’un  angle  dièdre  est  un  angle  de  27“  3o', 
cela  voudra  dire  que  son  angle  rectiligne  est  un  angle  de 
27“3o'(64). 


180.  On  dit  que  deux  angles  dièdres  sont  opposés  par  inrede, 
lorsque  les  faces  de  l’un  sont  les  prolongements  des  faces  de  - 
l’autre. 

I.orsque  deux  plans  se  rencontrent,  les  angles  dièdres  adja- 
cents formés  sont  supplémentaires,  les  angles  dièdres  opposés 


F'i;  '73 


par  l’aréte  sont  égaux  [fig.  i^S). 

Je  mène,  par  un  point  O de  leur  in- 
tersection AB  , dans  chacun  des  plans 
donnés,  les  perpendiculaires  CD  et  EF  à 
celte  intersection.  Les  angles  rectilignes 
EOC,,  EOD,  étant  supplémentaires,  il  en 
sera  de mèmedes anglesdièdres adjacents 
PABQ  , PABO'.  I .es  angles  rectilignes 
EOC,  FOD,  étant  égaux  comme  opposés 
par  le  sommet,  il  en  sera  de  même  des  angles  dièdres  opposés 
par  l’arête  PABO,  O'ABP’. 


181.  Les  réciproques  des  deux  propositions  précédentes 
sont  vraies  (IV);  nous  démontrerons  seulement  la  première. 
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Si  deux  angles  dièdres  l’AUQ,  l’ABQ',  qui  sont  dans  la  po- 
sition d’adjacents  {llü),  sont  supplémentaires,  leurs  faces  non 
communes  forment  un  seul  et  même  plan  [fig-  173). 

Lu  suinine  des  angles  dièdres  proposés  étant  égale  à deux 
droits,  la  somme  de  leurs  angles  rectilignes  EOC,  EÜÜ,  sera 
aussi  égale  à deux  droits  : 01)  sera  donc  le  prolongement  de 
OC.  Par  suite,  les  deux  faces  (J  et  Q'  ayant  deux  droites  com- 
munes AB  et  CD,  se  confondront  ( 151)). 

On  démontrerait  facilement,  en  s’appuyant  sur  les  théo- 
rèmes de  la  Géométrie  plane  (]ui  concernent  les  propriétés 
correspoinlanUïS  des  lignes  droites,  que  : si  un  plan  rencontre 
deux  plans  parallèles,  les  angles  dièdres  alternes-internes, 
alternes -ex  ternes  ou  correspondants,  sont  égaux;  les  angles 
dièdres,  intérieurs  ou  extérieurs  d’un  même  coté,  sont  supplé- 
mentaires. Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies, 
pourvu  (]ue  les  arêtes  des  angles  dièdres  considérés  soient 
parallèles.  De  même,  deux  angles  dièdres  dont  les  arêtes  sont 
parallèles,  sont  égaux  ou  supplémentaires,  lorsque  leurs  faces 
sont  parallèles  ou  perpendiculaires  chacune  à chacune. 


V.  — Des  plans  perpendiculaires. 


182.  Si  lu  droite  KH  est  perpendiculaire  au  plan  0,  tout  plan 
passant  par  \B  est  perpendiculaire,  au  plan  Q [fig.  i74)- 


Fii;.  17L 


Menons  dans  le  plan  Q,  à l’intersection 
des  plans  P et  Q,  la  perpendiculaire  BE.  L’angle 
rectiligne  de  l’angle  dièdre  formé  par  les  plans 
P et  0 sera  l’angle  ABE,  et  cet  angle  est  droit 
puis(|ue  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au 
plan  Q.  Le  plan  P est  donc  perpendiculaire  au 
plan  Q (17Ü). 


^ 1 83.  Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  l’un  à l’autre, 
Uoute  droite  menée  dans  l’un  d’eux  perpendiculairement 
leur  intersection  commune,  est  perpendiculaire  à l’autre  plan 

{fin-  '74)- 

Les  deux  plans  P et  Q étant  perpendiculaires,  je  mène  dans 
le  plan  P la  perpendiculaire  .\B  à l’intersection  CD  des  deux 
plans.  Je  trace,  dans  le  plan  0.  BE  perpendiculaire  à CD. 
L’angle  .ABE,  étant  l’angle  rectiligne  de  l’angle  dièdre  formé 
par  les  plans  P et  Q,.sera  droit;  et  la  droite  AB,  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  CD  et  BE  qui  passent  par  son  pied  dans 
le  plan  Q,  sera  perpendiculaire  à ce  plan. 

il  résulte  du  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  que  si, 
d’un  point  quelconque  du  plan  P perpendiculaire  au  plan  Q. 
on  ahaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan  Q,  elle  sera  tout 
entière  dans  le  plan  P (fg.  >74)- 

En  effet,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A sur  le  plan  Q,. 
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se  confondra  avec  la  perpendiculaire  AB  abaissée  du  point  A 
sur  l’interseciion  CD  ( 161  ). 

Le  plan  P perpendiculaire  au  plan  Q,  peut  donc  être  re- 
gardé comme  le  lieu  des  perpendiculaires  élevées  au  plan  Q 
par  les  différenis  points  de  l’intersection  (]D. 

On  appelle  projection  d’un  point  sur  un  plan  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  le  plan.  La  projection 
d’une  ligne  quelconque  sur  un  plan  est  l’ensemble  des  pro- 
jections de  tous  ses  points  sur  ce  plan.  Il  résulte  de’cequi 
précède  que  lorsqu'une  droite  est  oblique  à un  plan,  sa  projec- 
tion siir  ce  plan  est  une  droite.. 

Soient  la  droite  AB  et  le  plan  0 [f>g-  '75).  Je  projette  le 
point  A en  a.  l.es  deux  droites  AB  et  Aa  détermineront  un 
plan  P perpendiculaire  au  plan  Q (J 82). 
Toutes  les  perpendiculaires  abaissées  des, 
différents  points  de  AB  sur  le  plan  Q seront 
contenues  dans  le  plan  P,  et  leurs  pieds  se 
trouveront  distribués  sur  l’intersection  ai  des 
deux  plans. 

On  voit  en  même  temps  que,  par  une  droite  donnée,  on  ne 
peut  mener  qu’un  plan  perpendiculaire  A un  plan  donné, 
pourvu  que  la  droite  et  le  plan  donnés  ne  soient  pas  perpen- 
diculaires entre  eux. 

184.  Lorsque  deux  plans  qui  se  coupent  sont  perpendiculaires 
à un  troisième  plan,  leur  intersection  l’est  aussi  [fig.  '7<j). 

Fig  ,-6  Soient  les  deux  plans  P et  Q,  qui  sé  cou- 

pent suivant  AB  et  sont  perpendiculaires  au 
plan  K.  Si  par  le  point  A on  mène  une 
perpendiculaire  au  plan  H,  elle  sera  à la  fois 
.tout  entière  dans  le  plan  P et  tout  entière 
dans  le  plan  0 ( 183)  ; elle  se  confondra  donc 
avec  leur  intersection  AB. 
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185.  Lorsque  deux  droites  ne  sont  pas  situées  dans  un  même 
plan,  on  peut  toujours  leur  mener  une  perpendiculaire  com- 
mune, cette  perpendiculaire  représente  leur  plus  courte  dis- 
tance  [Jig. 

Soient  les  deux  droites  AB  et  O)  non  situées  dans  un  même 
plan.  Par  un  point  de  (^1),  je  mène  EF  parallèle  à AB  : le  plan 
Fig.  des  droites  Cl)  et  EF  sera  parallèle  à la 

B droite  AB  (167).  Lue  droite  et  un  plan 

^ parallèles  étant  partout  également  dis- 

tants (169),  la  plus  courte  distance  des 
, . -fci  7"  droites  AB  et  CD  est  néces.saircment  égale 

/ ' |>H  - / à la  distance  d’un  point  quelconque  de 

— ^ AB  au  plan  K des  droites  CD  et  EF'.  Pour 
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délerminer  cette  plus  courte  distance,  je  mène  par  A B un  plan  I* 
perpendiculaire  au  plan  R et  par  (JI)  un  plan  (j  perpendiculaire  au 
plan  R.  Ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  droite  KM  qui 
joindra  un  point  de  AB  à un  point  de  CD  et  qui,  étant  perpendi- 
culaire au  plan  R ( 18i),  sera  à la  fois  perpendiculaire  aux  droites 
CD  et  HG  ou  t^D  et  AB,  puisque  Hü  est  parallèle  à AB  (lt>8)  ; 
c’est-à-dire  que  KH  sera  à la  fois  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  données  et  leur  plus  courte  distance. 

180.  Lorsqu’une  droite  est  oblique  à un  plan,  l'angle  quelle 
forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan  est  le  plus  petit  de  tous 
les  angles  qu’elle  forme  avec  toutes  les  droites  menées  par  son 
pied  dans  le  plan  donné  [fig.  178). 

Soient  la  droite  AB  et  le  plan  I*.  D’un  point  quelconque  B 
de  la  droite  AB,  j'abaisse  sur  le  jilan  P la  perpendiculaire  Bi. 

Fip  ,-8.  A/»  représentera  la  projection  de  la  droite  AB 

sur  le  plan  P (183).  Menons  dans  le  plan  P 
la  droite  quelconque  A(],  prenons  A<]  = Kb 
et  joignons  BC.  Les  deux  triangles  AB6,  ABC, 
auront  deux  côtés  égaux  ; mais  le  troisième 
côté  Bô  du  premier  triangle  sera  plus  petit 
que  le  troisième  côté  Bt^  du  second  triangle, 
parce  que  la  perpendiculaire  Bè  est  plus  courte  que  l’obli(]ue 
BC.  L’angle  BAA  sera  donc  moindre  que  l’angle  BAC. 

La  propriété  qu'on  vient  de  démontrer,  conduit  à mesurer 
l'inclinaison  d'une  droite  sur  un  plan,  par  l’angle  que  forme 
cette  droite  avec  sa  projection  sur  ce  plan.  ’’ 
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DES  ANG1.es  POI.Vf.DRES  ET,  EN  ■PARTICIÜ.IFR  , DES  ANGI.ES 
TRifcDRES 
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187.  On  appelle  angle  polyèdre  la  figure  formée  par  plusieurs 
plans  qui  passent  par  le  ttiéme  point  ^{fg.  179)  et  sont  ter- 
minés à leurs  intersections.  Le  point  S est  le 
sommet  de  l’angle  polyèdre,  les  intersections 
successives  S.V,  SB,  SC,  etc.,  en  sont  lesrtr<f*/ei. 
Les  plans  qui  constituent  l'angle  polyèdre 
sont  \cs  faces  de  cet  angle.  On  donne  aussi  le 
nom  de  facesoud'n«g"/es/;/o«jde  l’angle  polyè- 
dre aux  angles  formés  par  deux  arêtes  consé- 
cutives quelconques.  L’angle  polyèdre  consi- 
déré a pour  faces  lesangles  ASB,  BSC,CSD,etc. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre 
(pii  maniue  son  sommet  ou  bien  par  celte 
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lettre  suivie  des  lettres  qui  marquent  les  arêtes  successives. 
On  (lira  l’angle  polyèdre  S ou  l'angle  polyi-dre  SABCDR. 

Lorsqu’un  angle  polyèdre  n’a  que  trois  faces,  ce  (pii  est  le 
plus  petit  nombre  possible,  il  prend  le  nom  d angle  trièdre. 

Les  angles  dièdres  formés  par  les  faces  d'un  angle  polyèdre 
sont  les  angles  dièdres  de  cet  angle  polyèdre.  Lorsqu’un  angle 
trièdre  contient  un  angle  dièdre  droit,  il  est  rectangle  ; il  est 
hi-rectangle  on  tri-rectangle,  s’il  renfernre  deux  ou  trois  an- 
gles dièdres  droits.  Le  plafond  et  les  murs  d’un  appartement 
forment,  en  se  rencontrant,  des  angles  trièdres  tri-rectangles. 

On  dit  qu’un  angle  polyèdre  est  convexe,  lorsqu’il  est  tout 
entier  d’un  même  c(^lé  par  rapport  à cbacnne  de  ses  faces  in- 
définiment prolongées.  Jl  est  concave  dans 
le  cas  contraire  [Jig-  i8o). 

Tout  plan  qui  rencontre  un  angle  polyèdre 
convexe  en  coupant  tontes  les  arêtes  d’un 
même  côté  du  sommet  S (/g'.  179)  donne 
évidemment  comme  intersection  un  poly- 
gone convexe  ABC.DE. 

Si  l’on  prolonge  au  delà  du  sommet  les  . 
arêtes  d’un  angle  polyèdre,  on  obtient 
[fis  un  autre  angle  polyèdre  SA'B'L'D'E'  dont  tous 

les  éléments  sont  égaux  à ceux  du  premier  angle  polyèdre  : 
les  faces  sont  égales  comme  opposées  par  le  sommet,  les 
angles  dièdres  sont  égaux  comme  opposes  par  l’arete.  Mais 
on  voit  que  la  disposition  des  parties  égales  n’est  pas  la  meme 
dans  les  deux  angles  polyèdres,  de  sorte  riu’ils  ne  sont  jws  su- 
nernosables.  On  a donné  à ces  angles  polyèdres  le  nom  d angles 
polyèdres  Nous  reviendrons  sur  ce  cas  particulier. 

188.  Dans  tout  angle  polyèdre,  une  face  quelconque  est  plus 
petite  que  la  somme  de  toutes  les  autres. 

En  particulier,  dans  tout  angle  trièdre,  la  plus  grande  face 
est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres  [Jig.  181  ). 

Je  forme,  dans  la  face  .\SB  que  je  suppose  la  plus  grande, 
un  angle  ASI)  égal  à la  face  ASC,  et  je  prends  SI>  = ^- 

le  point  1),  je  mené  une  droite  AliB  qui 
coupe  les  deux  arêtes  SA,  SB,  et  je  joins 
le  point  C aux  points  A et  B.  Les  deux 
triangles  ASI»,  .ASC,  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entr(î  deux 
côtés  égaux  chacun  à chacun , et  l’on  en 
conclut  .AI)=  AC,  Le  triangle  -ACB  donne 
AB  ou  AD -t- DB  AC-H  CB. 

Le  segment  DB  est  donc  plus  petit  que  CB.  Les  deux  triangles 
DSB,  CSB,  ont  alors  deux  côtés  égaux,  mais  le  troisième  coteDB 
du  premier  est  plus  petit  que  le  troisième  côté  CB  du  second. 
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Par  suile,  l’aiiÿ^le  DSB  esl  |iliis  pelil(|ue  l'angle  i;SB,  el  la  Tare 
ASB  esl  plus  peiile  que  la  somme  des  deux  faces  ASC,  I^SB. 

Pour  élendro  le  théorème  au  cas  d’un  angle  polyèdre  quel- 
conque.fon  n’a  qu’à  le  décomposer  en  angles  irièdres,  en  me- 
nant par  l’une  de  ses  arêtes  SV  et  les  arêtes  opposées,  SC,  SI), 
les  plans  ASC,  ASI)  [Jig.  179).  La  démonstration  est 

évidente. 


18!).  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe,  la  somme  de  toutes 
les  faces  esl  inférieure  à quatre  angles  droits  [Jig.  182  ). 

Fi(î  i8a.  coupe  l'angle  polyèdre  par  un  plan  qui 

rencontre  toutes  les  arêtes  au-dessous  ilu 
sommet  S,  j'obtiens  comme  section  le  poly- 
goné  convexe  ABCDE.  Je  prends  un  poiiitO 
quelconque  dans  l’intérieur  d(?  ce  polygone, 
et  je  le  joins  aux  sommets  \,  B,  (],  I»,  E.  j'ai 
au  point  A un  angle  trièdre  lormé  par  les  (aces 
SAB,  SAE,  BAE.  D’après  le  théorème  précé-  . 
ire  : BAE  ou  BAO -t- OAE<^SAB-(-SAE. 
J'aurai  de  même,  en  considérant  les  angles  Irièdres  formés 
en  B,  en  C,  en  1)  el  en  E : 


ABO  -H OBC  < SBA  -+-  SBC, 
BC< ) -4-  ÜCI)  < SCB  SCD , 


Si  l'on  ajoute  toutes  ces  inégalités  membre  à membre,  on  trou- 
vera que  la  somme  des  angles  à la  base  des  triangles  dont  le 
sommet  esl  en  O,  est  inferieure  à la  somme  des  angles  à la 
base  des  triangles  dont  le  sommet  esl  en  S.  Comme  ces  deux 
séries  de  triangles  sont  en  même  nombre,  il  faut,  par  compen- 
sation, que  la  somme  des  angles  au  sommet  soit  plus  grande 
dans  les  premiers  triangles  que  dans  les  seconds.  Or,  la  somme 
des  angles  formés  autour  du  point  O est  égale  à quatre  angles  •••  ' ' 
droits;  la  somme  des  angles  formés  autour  du  point  S,  c'esl- 
' à-dire  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre,  est  donc  infé- 
rieure à quatre  angles  droits. 

' . . ' 

190.  Etant  donné  un  angle  dièdre,  si  l'on  abaisse  d’un  point 

pris  dans  l'intérieur  de  cet  angle  une  perpendiculaire  sur  cha- 
cune de  ses  faces , l’angle  ainsi  formé  est 
le  supplément  de  l'angle  rectiligne  de  l'an- 
gle dièdre  considéré  [Jig.  1 83  ) . 

Soient  le  point  A,  la  perpendiculaire  AB 
abaissée  sur  la  face  P,  la  perpendiculaire  AC 
abaissée  sur  la  face  Q.  Les  deux  perpendt*^ 
ciliaires  AB  el  AC  détermineront  un  plan 
perpendiculaire  aux  deux  faces  de  l angle 


Fig.  18Î. 
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dièdre  (182)  el,  par  consèquenl,  à son  arèle  ( 18'» )•  L’angle  BD(’. 
sera  donc  l’angle  recliligne  du  dièdre  (P,  (Ji).  Le  quadrilalère 
ACDB  élanl  inscriplible  à cause  des  angles  droits  en  B el  en  C, 
l’angle  BAC  est  bien  le  supplément  de  l’angle  BDC. 

Le  point  A pourrait  être  situé  sur  l’arête  de  l’angle  dièdre; 
dans  ce  cas,  les  perpendiculaires  .seraient  élevées  •iur  les  faces. 
L’angle  ainsi  construit  serait  égal  au  précédent;  car  ces  deux 
angles  auraient  leurs  côtés  parallèles,  et  dirigés  en  sens  con- 
traires. 

Le  lemme  que  nous  venons  d'établir  va  nous  conduire  à une 
propriété  importante  d(*s  angles  irièdrcs. 

Étant  donné  un  ongle  trièdre,  si  d’un  point  pris  dans  l'inté- 
rieur de  cet  angle  on  abaisse  des  perpendicidaires  sur  ses  trois 
faces,  ces  perpendiculaires  formeront  un 
angle  trièdre  dont  les  faces  seront  les  sup- 
pléments des  angles  dièdres  du  trièdre 
proposé;  réciproquement,  les  faces  du 
premier  trièdre  seront  les  suppléments  des 
angles  dièdres  du  second  trièdre  f ftg.  i84). 

Les  deux  droites  S'  A'  cl  S'C'  élanl  per- 
pendiculaires sur  les  deux  faces  BSC,  ASB, 
de  l’angle  dièdre  dont  l’arête  est  SB,  l'an- 
gle A'S'C’  sera  le  supidéincnl  de  l’angle  recliligne  du  dièdre  SB 
ou  de  ce  dièdre  lui-mème.  De  même,  la  face  B’S'C'  sera  le  sup- 
plément du  dièdre  SA,  et  la  face  A'S'B'  sera  le  supplément  du 
dièdre  SC. 

Réciproquement , les  droites  S'  A'  el  S'C'  élanl  perpendicu- 
laires aux  faces  BSC,  ASB,  leur  plan  A'S'C'  est  perpendiculaire  à 
la  fois  à ces  deux  faces,  el  par  suite  à l’arête  SB.  ()n  prouverait 
de  même  que  l’arête  S\  est  perpendiculaire  à la  face  B' S'C',  el 
l’arète  SC,  à la  face  A'S'B'.  L’angle  trièdre  SABC  présente  donc, 
par  rapport  à l’angle  trièdre  S'A'B'C',  une  disposition  analogue 
à celle  du  second  angle  trièdre  par  rapport  au  premier.  Leurs 
propriétés  mutuelles  sont  donc  nécessairement  réciproques, 
c’est-à-dire  que  les  faces  du  premier  trièdre  sont  les  supplé- 
ments des  dièdres  du  second  trièdre. 

Les  deux  angles  Irièdres  considérés  ont  reçu  le  nom  d’rm- 
gles  trièdres  supplémentaires.  La  considération  des  angles  Iriè- 
dres supplémentaires  a une  grande  importance. 

Le  point  S'  pourrait  être  confondu  avec  le  point  S;  dans  ce 
cas,  les  perpendiculaires  seraient  élevées  sur  les  face.s  : la  con- 
clusion resterait  la  même. 

Si  l’on  désigne  par  a,  b,  c,  les  faces  d’un  trièdre,  par  A,  B,  C, 
ses  angles  dièdres,  les  faces  du  trièdre  supplémentaire  auront 
pour  expression.s  . 

, i8o"  — A,  180"  — B,  i8o“  — C. 
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él  les  angles  dièdres  de  ce  niC-nie  uiedie,  . . ' , , 

, 180" — :ii,  180“ — h,  i8o‘* — c."-?  ' ' ' 

. • *•.■***♦. 

191.  Nous  allons  parcom  ir  les  différeiils  cjis'd'i-^uliU*  des  an- 
' gles  Irièdpes.  ^ 

I “ Deux  niifrles  Irif-tirrs  son  t f'^aitx  lorsqu  'Us  uni  un  un  frie  Uiè- 
ihe  égal  compris  en  Ire  deux  faces  égales  chacune  à chacune  et 

seinhluOte/nenl  disposées  \Jig.  i85). 

Supposons  l’angle  dièdre  S\  égal 
è l'angle  dièdre  S'  A',  la  l;ice  AS» 
égale  à la  facÆ  A' S'»',  la  lace  ASC 
égale  à la  face  VS' (7.  .le  irausporle 
le  Irièdre  S'A'IIT,'  sur  le  Irièdre 
SA»C,  de  luanière  que  la  face  A'S'»' 
AS».  Le  dièdre  S'A'  étaul  égal'au 
lomlxira  sur  la  face  ASC,  el  comme 
elles  sont  égales,  l’arèie  SC  prendra  la  dirticliou  de  l’arèle  S'(7  : 
•les  deux  angles  irièdres  ajaiil  les  mêmes  .arèles,  coïncideronl. 

2“  Deux  angles  Irièdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  luu'  face 
égale  comprise  entre  deux  angles  dièdres  égaux  chacun  à cha- 
cun et  semblablement  disposés  \Jig.  iBl). 

Supposons  la  face  AS»  égale  à la  face  A'S'»',  le  dièdre  SA  ' 
égal  au  dièdre  S'A',  le  dièdre  SB  égal  au  dièdre  S'»'.  Je  irans- 
porle  le  irièdre  S'  A'B'C'  sur  le  Irièdre  SAÜC,  de  manière  que 
la  face  A'S'»'  coïncide  avec  son  égale  AS».  Le  dièdre  S'A'élaiu 
égal  au  dièdre  SA,  la  face  A'S'C'  lombera  .>lur  la  face  ASC;  le 
dièdre  S' B'  étanl  égal  au  dièdre  SB,  la  face  B'S'C'  lombera  sur 
la  face  BSC.  L’arèle  S'C'  lornbanl  à la  fois  dans,  les  deux  fa- 
ces ASC,  BSC,  se  confondra  avec  leur  inlerseclion  SC,  ei  les 
deux  angles  Irièdres  avant  les  mêmes  arèicsj  coïncideronl. 

3”  Deux  angles  Irièdres  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  leurs  trois 
faces  égales  chacune  à chacune  et  semldublement  disposées 
•{//g-.  188). 

Je  prends  sbr  lesarêles 
^'2  du  premier  irièdre  des 

longueurs  SA  = SB=.SC. 
Je  prends  aussi  sur  leï> 
arèles  du  second  Itièdn; 
des  longueurs  S'A',  S'»', 
S'C',  égales  entre  Viles 
et  à SA.  Je  forimf  ensiiiie 
leslrianglesABC.A'B'C'. 
l.es  six  triangles  iso- 
cèles déierminés  ASB.  A'S'B',  ASC,  A'S'C',  BSC,  B'S'l]',  seronl 
égaux  deux  à deux  eoinmo  avant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côté»  égaux  : on  en  conclura  l’égalilé  des  côiéÿ  AB  et  A'»', 
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Pi  \'r,',  H('.  cl  H'C',  c’csl-ît-dirc  l'cgnlilc  des  Iiialiglps-.VR(., 

\'  lV(y.  Mia&suns  du  iioiiil  S la  ii(‘rp(«ii<lic  ulairc  SO  sur  le  piaii^ 
ABC;  les.lÿt»is*oNi<liirsS  \.  SB.  SC.  ••laiil  égales,  le  point  0 sera* 
le  centre  ilii  cercle,  circonscril  au  triangle  ABt...  Si  1 on  abaisse 
de  inèine*'S'.^  iierpendicuraire  sur  le,  plan  A*  B C',  le  point  O 
sera  le  centre  du  Cercle  circonscril  au  iriîingle  A'B'C'  (UV2). 

Si  Ton  transporte  alors  le  triangle  A'B'C'  sur  son  égal  ABC,  le 
point  O'  tombera  au  point  O et  la  droite  O'S'  prendra  la  direc- 
tion OS.  Mais  les  deux  triangles  rectangles  SVO,  S' A'O'  sont 
,-..-au\  coinine  a>ani  riivpoiénuse  égale  et  un  ctMé  de  l’angle 
droit  0A=0'  V.  Il  en  résulté  O'S' = OS  et  le  smuinel  S'  sc 
confond  avec  le  sommet  S.  Les  deux  angl^es  trièdres  ayant  les 
mêmes  arêtes,  coïncideront. 

4»  Df-ux  angles  trièdres  sont  égaux  lorsqu  ils  ont  leun  lmis 

nngleidièdreségnnxchacunàcliacunetsemidalileinent  disposés. 

Je  désigne  par  S et  ,S'  les  trièdres  proposés,  jtar  T et  T'  leurs 
trièdres  supplémentaires.  Les  trièdres  S cl  S'  ayant  leurs  diè- 
dres égaux  et  semblablement  disposés,  les  trièdres  ï et  T au- 
ront leurs  faces  égales  et  semblablement  disposées  : les  triè- 
dres T et  r seront  donc  égaux,  d’après  ce  (|u’on  vient  de-, 
démontrer.  Les  trièdres  T et  1'  étant  égaux,  leurs  angles  diè- 
’dres  seront  égaux,  c'csHi-dire  que  les  faces  des  trièdres  S et  S' 
seroitt  égales  cl  semblablement  disposées  (100)  : on  rentre 
donc  dans  le  cas  précédent. 

Dans  deux  trièdres  égaux,  on  voit  qué  les  faces  égales  sont^ 
toujours  opposées  à des  dièdres  égaux,  et  réciproquement. 

Peux  angles  polyèdres  qui  ont  toutes  leurs  faces  égales  cIm- 
cune  à chacune,  ttinsi  que  tous  leurs  angles  dièdres  égaux  c/ia- 
riin  ii  chacun,  et  disposés  dans  le  même  ordre,  sont  évidemment 
égaux. 

192.  11  est  utile  de  remarquer  que  la  superposition  des  an-  . 
gles  trièdres  considérés  ne  peut  avoir  lien  qu'autant  que  les 
parties  égales  des  deux  trièdres  sont  dis|)osées  dans  le  inêine 
ordre,  comiite  nous  l’avons  expressément  supposé. 

Si  les  parties  égales  des  deux  angles  trièdres  ne  sont  pas 
disposées  dans  le  même  ordre,  le  second  angle  trièdre  sera 
en  effet  égal  à l’angle  trièdre  symélriiiue  du 
premier  (1B7). 

Nous  sommes  ainsi  ramené  à la  considéra- 
tion des  angle^  trièdres  symétri(iues(/g'.  187). 

Soient  les  deux 'trièdres  symétriques  SABC,  . 
SA'  B'C'.Si  l’arète  SC  est  au-dessus  du  plan  ASB, 
l’arête  SC'  sera  au-dessous  de  ce  plan.  Si  l’on 
essayait  la  supeniosition  des  deux  angles  triè- 
dres, en  faisant  tourner  le  second  trièdre  au- 
tour du  sommet  S,  de  manière  (lûe  la  face 
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\'SB'  >iiu  coïnciilor  avec  son  cf<ale  ASB,  on  voit  (]ue  ia  coïn- 
ciilcnce  des  deux  .irièdres  n’anrail.  pas  lien,  ]inis<|ne  les  dcuv 
'arùles  SC,  SC'  se  (ronveraienl  de' côtés  difrérents  par  rapport  an  ' 
plan  cominuri  ASB.  Si  'l’on  essayait  alors  la  superposition  des 
deux  angles  triédres  en  faisant  tourner  l'angle  irièdro  SA'B'ti' 
tout  entier  autour  du  sommet  S,  c.'csl-à-dire  en  enlevant  la  face 
A'$B'  du  plan  ASB,  l'aia'te  SC' serait  ainsi  amenée  au-dessus  du 
plan  ASB  comme  rarèlc  S(^;  mais,  dans  ce  mouvement,  c’est 
l’arête  SB'  qui  tomberait  sur  l’arête  SV,  et  l'arên;  SV'  sur 
Tarèle  SB.  Le  dièdn'  .SB'  n’étant  pas  supposé  égal  au  ilié(jre  .SA, 
la  façe  B'SC.'  ne  tomberait  pas  sur  la  face  VS(i,  et  le  dièdre 
S.V'  n’étant  |)as  supposé  égal  au  dièdre  SB,  la  face  V'SC'  ne 
tomberait  pas  sur  la  face  BSC.  La  coïncidence  sera  donc,  encore 
iiupOBsjtle,  et  elle  sera  impossible  parce  cpic  l'ordre  des  |)a’r- 
lies  égales  est  inv  erse  dans  les  deux  angles  II  ièdres. 

; Pour’ne  rien  négliger,  examinons  la  disposition  de  la  ligure 
oblenqe  lorsqu’on  fait  coïncider  la  face  A'SB'  avec  la  face  ASB, 
dé  manière  que  les  deux  arêtes  SC',  SC,  reslem  d(>  côtés  diffé- 
rents par  rapport  au  plan  commun’ ASB. 

(/'■)?•  '«S-)-  ■ • ’ • 

Prenons  SC'  = SC.  Joignons  les  points  C, 
C'.  La  droite  CC'  coupe  le  plan  ASB  en  un 
point  IL  La  droite  Sll  sera  rinlcrscclion  des 
plans  ASB,  CSC'.  Par  le  point  11,  dans  le  plan 
ASB,  je  mène  la  droite  quelconqtié  AllB.'et 
je  joins  les  points  C et  C'  aux  points  d intm  - 
.scction  A et  B.  Les  triangles  VSC,  ,VSC',  sont  égaux  comme  ayant 
un  angle  égal  comiiris  entre  ileux  côtés  égaux;  les  triangles 
BSt.l,  BSC',  sont  égaux  pour  la  même  raison.  On  a donc  - 

AC  = AC',  BC  = BC'. 

l.a  droite  AB  est  dès  lors  jicrpcndiculairesur  le  milieu  de  C(7.  i.c 
point  11  étant  le  milimi  de  tiC',  les  deux  triangles  CSll,  C'SII, 
sont  égaux. commcayant  leurs  trois  côtes  ('■gaux.  Les  anglesCSll, 
tySIl,  sont  donc  égaux,  et  les  angles  SUC,  SllC',  sont  .ulroit.s. 

La  droite  CC',  perpendiculaire  .à  la  fois  sur  deux  droites  qui 
passent  par  son  pied  dansleidan  ASB,  est  |)erpenilicularre  à ce 
plan  qui  la  coiqie  en  deux  parties  égales.  Les  arêtes  SC,  SC', 
sont  par  conséquent  également  inclinées  sur  le  plan  ASB,  ét 
les  [loints^i  et  C'  sont  syniélrigues  par  rap|)ort  à ce  plan  ('). 

19;L  11  est  essentiel,  de  prouver  (|ue  la  superposition  de 


(•)  On  (lit  que  deux  points  sont  symclriépieft  par  rapport  à. un  plan 
sont  situés  sur  une  mémo  perpendiculaire  a ce  plan,  à égale  distance  de  ce  plan 
rnii  au-^dt^ssus,  l'autre  aii'do&iioifs . ‘ . 
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lieux  aiif’les  tricilioR  s\  uielrii|ues  esi  |ios>ilile ’iliins  un  ca-;  : 
lorsque  IfiP.dre  pi-oiw-u-  t’st  isocèle,  r\*sl-';i-<lire  lorsiju’ir 

a lieux  faces  éf^ales.  . 

. Sii|ipiisoiis  ijiii.  fS’])  la  faec  ASC  égîile  à la  , face  HS(^  Ce  • , • 
ilièilre  SC'  «’tanl  étjal  au  ilièclre  S(^  on  pourra  faire  eoïnculet 
ees  deux  dièdres  en  faisant  tomber  SC/ sur  SIC  Ca  faeé  R'^îC'  • • 
IoiiiIk^  aloi-s  sur  la  fare  ASC  l't  coïncide  avi‘c  elle,  jiulsipi'o’ii  a 
\SC  = HS(' = B'S(7.  De  même,  la  face  A'S(7  tombe  sur  la 
face  lise  cl  coïncide  avec  elle.  Dans  ce  cas  particiiner,  les 
deux  trièdres  svméiriques  coïncident  donc. 

On  voit  par  là  que  le  dièdre  SB'  égal  au  diedre  SB  coïnci- 
dant avec  lé  dièdre  S\,  le  dièdre  S\  i-st  égal  au  dièdre  SB.  Ou 
a donc  ce  tlu'orènie  : 

Oaris  tout  nii"le  Irièdre  isorèlè,  aux  faces  égales  sont  opposés 
des  dièdres  èffaux. 

I..a  réciproque  de  ce  tbéorème  est  vraie.  Si  le  trièdre  S\IK' 
[Jig.  i-Sq)  a deux  dièdres  égaux,  le  dièdre  SA  égal  au  dièdie 
SB,  on  fera  coïncider  la  face  A'SB'  avec  la'face  VSB,  l’arèteSb' 
tombant  sur  l’arète  SA  et  l'arête  S.\'  sur  l’arête  SB.  I.e  dièdix' 

• SB',  égal  au  dièdre  SB,  sera  égal  an  dièdre  S\,  et  la  face  B'SC' 
tombera  sur  la  face  ASC.  De  même,  la  face  A'S(7  tomber.i.sur  la 
face  BSC.,  et  les  deux  trièdres  coïncideront.  I.a  face  B'Sf]', 
égale  à la  face  BSC,  sein  donc  égale  à la  face  \S(7 

Par  conséquent,  lorsqu’un  auj^le  Irièdre  a deux  anf^les 
dièdres  éf'uux,  à ces  angles  dièdres  sont  opposées  des  faces 
égales,  et  l’angle  Irièdre  est  isocèle. 

ün  voit  que,  si  les  trois  faces  d’un  angle  trièdre  spnt  égales, 
il  en  est  de  même  de  ses  trois  angles  dièdres,  et  réciproque- 
ment. . ’ 


Fi(j.  iS<j. 


•194.  Détns  tout  angle  trièdre,  à un  plus  grand  angle  dièdre 
est  opposée  une  plus  grande  face.  , ■ 

Soit  l’angle  trièdre  S\B(]  [Jig.  <8q).  Su|)posons  le’dièdre 
SC  plus  grand  que  le  dièdre  SB,  je  (lis  que  la  face  \SB  sera 
plus  grande  que  la  face  ASC.  En  effet,  me-, 
nous  par  l'arête  S(]  un. plan  CSD  (jui  fasse 
avec  le  plan  BSC  Un  angle  DSCB  égal  au 
dièdre  SB.  Dans  le  trièdre  SB(1>  ainsi  formé, 
la  face  DSC  sera  égale  à la  face  BSD  (193). 
L’angle  trièdre  S.\CD  donne  d'allbturs 

■ . ASC  < ASD -4- D.SC  (188). 

SiJ’on  remplace  DSC  par  son  égale  BSD,  il  viendra 

* 

...  .\SC<ASB..,. 

La  j-ériproqiïe  de  cette  proposition  est  évidente. 
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193.  Lolit/iie  deux  uiigles  trièiiies  ouf-  deux  feu  es  émules 
chacune  à chacune  comprenant,  un  an^l&  dièdre  inégal,  au 
Kii;.  190.  ^ plus  grand  angle  tlièdre  est  opposée  une 

plus  ficunde  face  [Jig.  ii)o). 

Soient  les  doux  iiiigle.s  irièdrcs  SAIU;, 
id:ic(';s  d(Mnnni(‘r<‘  à iivoir  une  fac(î 
RSt;  <'00111111110,  |(?s<lfiix  iinli'f's  (aces  <'f;alos 
\St-l  cl  <’.S1>  toinlKinl  dans  les  deux  ti;i<!drcs 
de  |iarl  cl  d’antre  île  la  face  conmume. 
Si  le  dictlre  ASCII  est  pins  grand  <|iio  le 
diîklre  DSCR,  je  dis-  <]ue  la  lace  A.SR  sera  pins  grande 
qne  hi  lace  RSD.  Menons  par  l'angle  SC  un  plan  CSE  qui 
partage  le  dic'drc  total  ASCU  en  lienx  parties  <*gaJes  : le  plan 
CSE  tombera  fomîincnl  dans  riiiK'rièlir  du  dièdre  ASCR  et 
coupera  la  lace  \SR  suivant  la  droite  SE.  I.es  deux  ang^les 
irièdrcs  S\CE,  SCED,  seront  égan\.  comme  ii)ant  un  dièdre 
égal  compris  entre  deux  laces  égales  diai'une  à chacnne  (191  ), 
et  laface  ASE  si-ra  |iar  suite  égalité  la  face  KSD.  Mais  le  Irièdre 
SERD  donne 

RSl)  < BSE  + ESD. 


Si  l’on  remplace  ESD  par  son  égale  ASE,  il  viendra 

BSD<ASB. 

La  récipixupie  de  celle  proposition  est  évidente. 

On  remarquera  l’analogie  de  plusieurs  des  théorèmes  préi'é- 
denis  avec  ceux  demonU'és’snr  les  triangles  dans  la  géométrie 
plane.  . ' -i* 

lOG.  Ihtns  tout  angle  trièdre,  la  somme  des  trois  angles 
dièdres, est  comprise  entre  deux  et  sijt  dièdres  droits  : chaque 
angle  dièdre  augmenté  de  deux,  dièdres  droits  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres  angles  dièdres. 

Dé'signons  par  «,  .•/>,  c,  les  faces  du  trièdre  supplémentaire 
du  trièdre  proposé.  Les  angles  dièdres  de  ce  dernier  irièdre 
auront  pi'mr  expressions  : 

2**  — a,  2‘'  — b,  ?.'*  — c (190); 

* V 

leur  somme  sera  donc  égale  à 

R'*  — (il  -f-  A -t-  c).  ■ ' • 

’Oi  la  somme  in-A-i-c  des  faces  d’nh  lifèdre  quelconque 
est  plus  grande  que  /.éro  et  inférieure  à 4 <Uoils  (189);  la 
somme  des  trois  dièdres  d’un  trièdre  quelconque  sera  donc 
plus  petite  que  R droits  et  |»lus  grande  que  2 droits. 

Désignons  par  A,  B,  C,,  les.  angles  dièdres  du  irièdre  consi- 
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déri’  ; les  laces  du  triédre  snpplétneiilaire  auroiii  pour  expres- 
sions 


>■1. 


A,  r‘  — K,  a-* 


C 


Dans  tout  iricdre,  une  face  (|uelcuiu|ui‘  élanl  plus  pelile  <|uc 
la  Mumne  des  de'u^  autres,  on  pourra  <*<  rire  : 


•>■1 


Il + ?.'*• — -C,  d’où  A -I- a**  B -i- (I. 


1!)7.  (^/i  toujours  foriiirr  un  iirtfrle  trit-dre  avec  trois 

J'iiVfS  (lonnrrst  lorsijttr  la  j>liis  "riaido  rsl  jdus  j)elite  ijue  la 
somme  (les  deux  autres,  et  ldur~ somme  entière  jdus  petite  que 


l'iü-  00  ■ 


4 droits  [Jijf.  lOi),. 


t^es  condi lions  sont  nécessaires, 
puisfju'elles  sont  remplies  touies 
les  fois  ,)u’un  auf^le  Irièdre  est  fomié 
181));  il  faut  prouver  qu’elles 
sont  sulïisanies. 

Je  suppose  les  trois  laces  don- 
” n('•l■s  AS(],  ASB,  BS(,',  développées 

dans  le  |dan  'de  la  plus  ;;iande  , les  deux  autres  de  part  et 
d’antre  de  la  plus  grande.  J’indiipie  le  dédouhleinent  de  l’arête 
S(J  en  la  désignant  par  St;  dans  la  face  \SC,  par  SC'  dans  la  face 
BSt;.  Je  décris  du  point  S,  comme  centre,  a\ec  un  rayon  arbi- 
traire St;  un  arc  de  cercle  i'X'.' , et  cet  arc  de  cercle  sera  moindre 
qu’une  circonférence  puisque  la  somme  des  trois  faces  don- 
, nées  est  mférieure  à 4 droits.  Des  points  t;  et  C',  j’aljaisse  sur 
les  arêtes  S\‘  et  SB  les  |ierpendiculaires  Ce,  C'c'.  On  aura 


•«  ' 


(>n  a d'.nlleurs 


At;i 


\B- 


et 


\c 


Bt;'  = Bc’. 
-t-  BC', 


puis(|iie  la  face  \SB  est  plus  petite  que  la  somme  di»  deux . 
êices  ASt;,  BSf,'.  On  aura  (loue  aussi 


. AB<  Ac-t- Bc'. 

I.e  point  c doit  donc  être  situé  entre  li's  points  B et  c',  comme 
lé  iioinl  c'  entre  les  points  A et  v.  Les  points  C et  C'  étant 
d’ailb'urs  plaçi's  de  côtés  différents  par  rapport  aux  arêtes 
S\  et  SD,  les  deux  cordes  (;c  et  <;'c'  se  couperont  en  un  point 
O situé  dans  rintérieiir  de  la  circonférence. 

Élevons  au  poipl  O une  jierpendiculaire  OM  au  plan  ASB,  et 
dans  le  plan  t;OM  construisons  le  triangle  rectangle  DOM  dont 
l’hypoténuse  DM  est  égale  à^DC,  Joignons  lo  point  S au  point 
M ainsi  délermîm*,  je  dis  qiu*  le  triédre  SABM  a pour  faces  les 
trois  faces  données.  Kii  effet,  les  deux  triangles  SDC,  S^DM. 
sont  rectangles  en  D,  <ar,  d’après  le  tliéorème  des  trois  per- 
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pondiculaires,  MDèsi  pei  pendiculaiiesurSA  ; el  ils  ont  les  deux 
Cillés  de  l’angle  droit  (‘gaux,  puisque  DM  = D(..  La  lace  ASM 
sera  donc  égale  à la  fiiCe  ASC.  De  nièine,  si  l’on  joint  ME, 
les  deux  triangles  rectangles  SEC',  SEM,  seront  égaux  ; 
riivpolénuse  SC'  est  égalé  à l'iixpotenuse  S',1,  pui‘^pi  on  a 
SM  = SC  d’après  l’égalité  îles  triangles  précédents,  et  le  côté 
SE  est  commun.  La  face  liSM  sera  donc  aussi  égale  à la  face 
BS(7  on  BSC. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

Ciiafithk  I.  — 1*  Tracer  par  un  point  donné  une  droite  qui  en  ren- 
contre deux  autres  non  siUiée.s  dans  an  même  plan. 

a"  Mener  à une  droite  doiiniie  une  parallèle  qui  rencontre  deux  autres 
(Iroile.s  non  situées  dans  un  même  plan. 

1“  Trouver  le  lieu  des  poinis  de  l es-pace  également  éloignés  de  Irofs 
points  donnés  non  en  ligne  droite. 

■l"  Lorsipie  deux  plans  qui  se  coupent  sont  parallèles  .à  une  même 
droite,  leur  intersection  l’est  aussi. 

')'■  Deux  plans  menés  perpendiculairement  à un  mémo  plan  par  deux 
droites  parallèles  sont,  parallèles’;  il  en  résulte  que' les  projections  de 
(jeux  (Iroités  parallèles  sur  un. mémo  plan  sont  (tarallèles. 

(i“  Si  sine  droite,  est  perpendiculaire  à un  plan,  l’inTersoclion  de  ce 
plan  avec  un  plan- quelconque  el  la  projection^  de  la  droite  sur  le  même 
plan,  sont  (ierpemliculciires. 

7"  Une  droite  est  également  inclinée  sur  deux  plans  nui  se.  coupent, 
Jorsqii'èllo  les  perce, en  deux  poinis  également  distants  de  leur  intersec- 
tion. Examiner  la  réciproque  de  celle  proposition. 

CiiAi'iTnE  11.  — i"  Toute  section  faite  dans  un  angle  trièdre  rectangle 
|>ar  un  plan  perpendiculaire  à l'une  de  ses  acèles,  est  un  triangle  rec- 
tangle. 

ï"  Si  l’on  coupe  un  angle  trièdre  tri-reclangio  par  un  plan  quelconque, 
le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  irianglcdélerminé  est  la  projection 
du  sommet  de  l'angle  trièdre  sur  le  plan  du  triangle- 

•3".  Couper  un  angle  polyèdre  à quatre  faces  par  un  plan,  de  manière 
qnè  la  section  soit  un  parallélogramme. 
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GÉOMÉTRIE. 


L1\RK  QUATRIEME. 

I.KS  SUKf  ACES  ET  LES  VOLUMES  DES  CORPS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

I.KS  PRISMES  El  I.ES  CYUINDRES 


198.  Un  corps  leiTiiiné  de  luuies  paris  par  des  plans  est  un 
polyèdre.  Les  ant;les  |iolyèdres  el  les  anj^les  dièdres  formés  par 
ces  plans  en  se  cmi|ianl  sont  les  angles  polyèdres  el  les  angles 
dièdres  du  jiolyèdre.  Les  polygoru's  limrlés  par  les  inlersec- 
lions  de  ces  plans  sont  les/rtr;e«  do  iioljèdre,  el  ces  inlersec- 
tions  en  sont  les  Les  jom«ie/id’uhpolyèdresonllessom-  . 

inelsdeses  anj^li^s  polyèdres,  el  ses  diagotudès  .sonl  les  droiles 
(jui  joignenl  deux  sùmniels  non  silués  sur  une  même  face. 

Un  pülyèdri- esl  ré^i/Z/cr  lürs(|uo  ses  angles  polyèdres  sonl 
égaux,  el  ses  laces  des  polygones  réguliers  égaux.  Il  n’exisle 
que  cinq  polyètlres  réguliers. 

En  eflel,  si  les  laçes  sonl  des  triangles  éiiuilaléraux  égaux, 
on  ne  jieul  asseniljler  aulour  d’un  -niêine  point,  pour  former 
un  angle  polyèdre,  iiue  trois  ou  quatre  uu  cinq  de  ces  triangles. 

L’angle  du  lri;Higle  é(|iiiluléral  élanl  égal  à ^ d'angle  droit,  six 

de  ces  triangles  assemblés  aulour  d'un  même  point  donneraient 

six  angles  pians  dont  la  somme  serait  égale  à^><6ouà4  angles 

droits;  il  n'y  aurait  plus  d’angle  polyèdre,  les  six  triangles  se 
trouveraient  dé\  elo|)pés  dans  un  même  plan. 

t)n  forme  donc  trois  polyèdres  réguliers  avec  des  triangles 
éiiuilaiéraux  : le  tétraèdre  régulier,  compris  sous  quatre  trian- 
gles écjuilaléraux;  Voctaèdre  régulier,  compris  sous //ni/  trian- 
gles équilatéraux;  riV«.oici//-f'  régulier,  compris  sous  vingt 
triangles  èijiii latéraux.  , 

Aulour  d’un  même  point,  on  ne  peut  pas  assembler  plus.de 
trois  carrés  dgaux.  Avec  des  carrés,  on  ne  pourra  donc  former 
.qu’un  seul  polyèdre,  qui  sera  V hexaèdre  régulier  ou  cube, 
compris  sous  iu.canés  égaux. 
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■Enflii,  011  ne  peut  non  plus  assembk'r  pins  de.  /ro»i  penui- 
gontes  réguliers  autour, d’nn  même  point,  puisque  l’angle  d’un 

pentagone  régulier  est  égal  à ^ d’angle  droit.  Avec  des  penta- 


gones réguliers,  on  ne  pourra  donc  former  qu’un  seul  polyè- 
dre, qui  sera  le  (/o</^trtè//re  régulier,  compris  sous  dbuze  pen- 
tagones réguliers.  ' 1-j. 

Au  delà,  aucun  polyèdre  régulier  n’est  plus  possible,  p\ils- 


que  l’angle  d'un  hexagone  régulier  est  égal  à ^ d’angle  droit,  et 


que  trois  angles  d’hexagone  régulier  donnent  une  somme  égale 
a quatre  àn^es  droits  (*). 

Un  polyèdre  est  comexe  lors(]u’il  est  tout  entiér  d'un  meme 
côté  de  chacune  de  ses  faces  indéiiniment  prolongées;  il  est 
concave  dans  le  cas  contraire.  Un  polyèdre  convexe  ne  peut 
être  rencontré  par  une  droite  en  plus  de  deux  poUii;?,  et  tout 
pian  le  coupe  suivant  un  polygone  convexe.  ' . 


1ÎI9.  Parmi  les  polyèdres,  on  distingue  les  prismes  et  les  py^ 
nimiiles.  Nous  considérerons  d’abord  les  prism^^. 

• Un  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  deux  plans  poly- 
gones égaux  et  parallèles,  réunis  entre  eux  par  une  série  de 
parallélogrammes.  Les  deux  plans  polygones  forment  les  hases 
du  prisme;  la  distance  qui  les  sépare  est  la  hauteur  du  prisme. 
Les  'parallélogmmmes  sont  les  faces  latérales  du  prisme,  leurs 
intersections. successives  en  sont  les  arêtes  latérales,  et  lenr 
ensemble  constitue  la  surface  latérale  du  prisme. 

Pour  construire  un  prisnle,,on  prend  un  polygone ‘quelcon- 
que FUIIIK.  Par  ses  différents  sommets,  on  mène  d’un  même 
côté  les  droites  FA,  UB,  llC,  II),  RE,  égales  et 
parallèles  entre  elles.  Les  extrémités  de  ces 
parallèles  déterminent  le  polygone  ABCÜE, 
et  je  dis  que  le  polyèdre  ABCDEFiîHlK  est  un 
prisme  [fig.  192).  En  effet,  les  faces  ABFü, 
BUGH,  etc.,  sont  des  parallélogrammes,  puis- 
qu’elles ont  deux,  côtés  opposés  égaux  et  pa- 
rallèles. Par  suite,  les  deux  polygones  ABCDE, 
FGUlK,'ont  leurs  côtés  égaux  et  parallèles; 
ils  .sont  donc  égaux  et  parallèles,  et  la  ligure 
obtenue  est  un  prisme. 


Fie.  ’9’-  • 
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{ *)  Pour  plut  de  dulails  sur  les  polyèdre,  régulier»  cl  leur  conslrurlkm , t'oie 
ci-aprt"s  le  CompUment  Je  GéoniétAr, 
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Un  prisme  prend  le  nom  de  sa  base,  c'esi-a-dire  «lU’il 
esl  tnanipilaire,  quatlran^ulaire , pe/ilaf<onal,  eic.,  siiivaiU 
i|uc  sa  base  esl  un  triangle,  un  quadrilatère , un  penta- 
gone, clc. 

Un  pri.sme  est  ilroit  ou  oblique,  suivant  que  ses  arêtes  laté- 
rales sont  perpcndieulaires  ou  obli()ues  aux  plans  des  bases. 

l.es  faces'-  latérales  d'un  prisme  droit  sont 
des  rer  laiifiles. 

Un  prisme  droit  est  régulier  lorsiju'il  a 
pour  base  un  i)olv"one  réf,'ulier. 

Lorsqu'un  prisme  a pour  basCs  des  parai-, 
lélof'rammes,  on  lui  donne  le  nom  de />a/n/- 
lélipipède.  On  voit  (lu’un  iiarallclipipède 
esl  un  polyèdre  compris  sous  sk  parallélo- 
feuammes  u)3). 

Lorsqu’un  ' jiarallélipipédc  ilroil  a pour 
bases  des  recianf,des,  on  lui  donne  le  nom 
de  parallélipipède  rectangle  : ce  polyèdre 
est  com|iris  sous  six  rectangles.  Un  paral- 
lelipipède  rectangle  a ppur  dimensions  les 
longueurs  des  trois  arêtes  qui  parlent  d’uo 
même  sommet  [fig.  194)- 

Lorsque  les  faces  d’iui  parallélipipède 
rectangle  sont  dos  carrés,  on  est  ramené  au 
cube  ou  hexaèdre  régulier  (198). 
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1.  — Théorèmes  généraux  sur  les  prismes. 


ÜOO.  l.es  sections  faites  dans  un  prisme  par  des  plans  paral- 
lèles qui  rencontrent  toutes  les  faces  latérales,  sont  des  poly- 
gones égaux  if  g,  iqJx). 

Soit  le  prisme  VH,  soient  les  deux  sefcliôns 
jiarallèles  LMNOI*,  QltSTU.  J.es  côtés  de  ces 
j^i,  sections  seront  parallèles  comme  intersections' 
de  deux  plans  parallèles  par  un  Iroisième,' 
et  ces  côi(«s  seront  égaux  comme  portions  «le 
parallèles  comprises  entre  parallèles. 

Los  deux  polygones  obtenus  seront  donc 
égaux,  car  ils  auront  leurs  côtés  ég.tnv  ei  leurs 
angles  égaux,  comme  formés  par  des  droites 
jiarallèles  et  dirigées  dans  le  même  setis. 

■ Lorsipie  la  section  est  déterminée  par  un 

plan  perpendiculaire  aux  arêtes  lalé-rales  du  prisme,  elle  prend 
le  nôm  de  section  droite  du  prism'm 


GliOMÉTRlE.  l3y 

i ' 

201 . Deux  prismes  son!  éffiux  lorsqu’ils  ont  un  angle  dièdre 
égal,  compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune  à cha- 
cune et  semblablement  disposées 

{Jif!-  '96)- 

Supposons  les  ileu\  prismes  AH, 

■ A' H'.  Soient  le  dièdre  AB  égal  an 
dièdre  A' B',  la  base  AB(;t)E  égale  à 
la  base  A'B'C'D'E',  la  face  ABGF 
égale  à la  lace  A’B'G'F'.  Portons 
les  deux  prismes  l’iin  sur  l’autre, 
de  majiièrc  que  les  bases  égales 
coïncident.  Le  dièdre  A'B’  étant  égal  au  dièdre  AB,  la  face 
A'B'G'F'  tombera  dans  le  plan  de  la  face  ABGF.  D’après  l’éga- 
lité de  ces  deux  faces,  l'angle  ABG  est  égal  à l’angle  A'B'G'  : 
l’arèlc  B'G'  prendio  donc  la  direction  de  l'arête  BG,  et  le  som- 
met G'  coïncidera  avec  le  sommet  G,  puistpi’on  a B'G'  = BG. 

. Une  fois  la  coïncidence  ties  deux  buses  inférieures  établie, 
'‘ainsi  que  celle  de  deux  arêtes  latérales  BG,  B'G',  il  résulte  de 
la  régie  inditinéc  pour  ja  construction  d’un  prisme ,{ 100),  que 
tous  les  autres  sommets  des  deux  bases  supérieures  des  pris- 
mes considérés  devront  aussi  coïncider.  Ces  deux  prismes  eux- 
mêmes  se  confondront  donc  ei  seront  égaux. 

L’égalité  des  deux  bases  inférreures  exige  2/1  — 3 condi- 
tions ( W);  comme  AB  est  alors  égal  à A'B',  l'égalité  des  deux 
faces  latérales -n'exige-  plus  (lue  deux  conditions,  puisque  tes 
faces  sont  des  parallélogrammes;  enfin  l'égalité  des  deux 
angles  dièdres  compte  pour  ïine  condition.  L'égalité  de  deux 
prismes  Ail,  A' 11',  exige  donc  an  conditions,  en  désignant  par  « 
le  nombre  des  côtés  de  l'une  des  bases. 

Deux  prismes  droits  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  des  bases  et 
des  hauteurs  égales.  En  effet,  toutes  les  conditions  d'égalité 
• indiquées  dans  l’énoncé  du  théorème  précédtmt  sont  remplies  ; 
lous  les  angles  dièdres  formés  par  les  faces  latérales  avec  les 
bases  sont  droits,  toutes  les  faces  latérales  Immologucs  des 
deux  prismes  sont  des  rectangles  égaux  comme  avant  même 
bjse  et  même  bauteur. 

202.  Dans  tout  parallélipipède,  les  faces  opposées  sont  égales 
■ et  parallèles  [fig.  i«)7  ). 

(Considérons  les  dtuix  faces  op|)osées 
ADIIE,  BCGF.  Lesdeux  côtés  .AE,  BF, 
sont  égaux  et  [)arallèles,  comme  côtés 
opposés  d'un  même  i)arallélogramnie 
ABFE  ; les  deux  côtés  AD,  B(C,  sont 
aussi  égaux  et  parallèles  comme  côtés 
opposés  d’un  même  parallélogramme 
ABtCD;  les  deux  angkxs  DAE,  GBF,  sont 
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par  suite  égaux  cuiiniie  avant  leurs  cùt(’*s  jiarallfles  et  dirigés 
dans  le  luèinesLMis.ét  les  plans  de  cesanglessont  parallèles{175). 

Les  (leux  parallélograinmes  ADHE,  IK'.GF,- ayant  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun,  sont 
(Sgaux  (i8),  et  leurs  plans  sont  parallèles.  . ' 

' Cette  propriété  est  importante  : tille  permet  de  prendre  pour 
luises  d'uii  purallélipipède  deux  faces  opposées  quelconques, 
puis(|ue  ces  faces  remplissent  les  conditions  iiu|»oséesau\  hases  ' 
d’un  prisme,  et  (]ue  les  autres  faces  formant  alors  la  surface, 
latérale  du  polyèdre,  réunissent  toujours  ses  deux  bases  en 
restant  des  parallélogrammes  ^199). 

Toute  section  faite  dans  un  pnralléfipipède  par  tui  plan  qui 
rencontre  deux  faces  opposées  est  un  paraltélogrnnwie.  En 
effet,  si  l'on  considère  la  section  IKLM,  on  voit  (jue  dans  ce 
(juadrilatère  les  côtés  opposi's  sont  |)arallèles  comme  inter-  ^ 
sections  de  deux  plans  parallèles  par  un  tndsicme. 


203.  Dans  tout  parallélipiphle,  les  diagonales  se  dicisent  mu-’ 
tuellemenl  eu  parties  égales. 

Je  considère  le  parallélipipède  Ui,Vl  les  (feux  diagonales. 
BII  et  DF  ijîg.  i()8).  l.es  arèttîs  latérales  IIF,  1)11  étant  égales  et 


parallèles,  la  ngure  UDlIF  est  un  pa- 
ralh’dogramme  dont  les  diagonales  liil 
et  DF  sont  inégales  et  se  coupent 
mutuellement  en  par.lies  égales  an 
point  O ( W),  Considérons  les  deux 
diagonah's  DF  d AC.  Les  arêtes  AD 
<‘t  FC,  étant  égales  et  parallèle;;,  la 
ligurie  ADCF  est  un  parallélogramme 


dont  les  diagonales  DF  et  A^l  se  cou- 
pent mutuellement  en  parties  égales:  le  point  O étant  déji  lo' 
milieu  de  DF  est  aussi  le  milieu  de  AC;  on  prouverait  de  im'^è 
ijii’il  est  le  milieu  de  la  (piatrième  diagonale  (iE  du  paralléli- 


pipède.  _ 


Si  le  parallélipi|)ède  devient  rectanglcr,  les  parallélogrammes 
qui>  nous  venons  de  considérer  se  transforment  en  rectangles, 
et  leurs  diagonales  devi(;nnent  égales.  Les  quatre  il iagoniiles 
d’un  purallélipipède  rectangle  sont  donc  égales. 

Le  point  O est  ajipelé  le  cc/j^/c  du  parallélipipède  \G,  parce 
(jiie  toute  droite  limit('C  à la  surface  du  parallélipipèdc  et 
passant  par  ce  point  y est  partagée  en  deux  parties  (‘'gales  : 
c'(‘st  ce  (]iie  les  deux  triangles  AÜK,  COL,  prouvent  immédia- 
tement. ■ * 

20i.  Dans  tout  parallélipipètie  , la  somme  des  carrés  des 
quatre  diagonales  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  douze 
arêtes  [ftg.  (()8). 


CÉOMÉTEIE.  ■ I^I 

Les  paiiillélbyraminns  A(](iE,  IU)IIF,  nermeiu*iil  de  poser 
(108): 

. AG’ -f- Œ’ =;  2 .VE’ + 7.  AC’, 

BII’-J-1)F’  = 2BF’+ 7.H1)’. 

Si  l’on  ajbiilp  cos  t^eiix  épalilés  membre  à moinbre,  el  si  t’on 
remarque- ijiie  BP=  AF^,  il  viendra 

■ AG’  + BIl’  -+-  CE’  DF’  = 4 AE’  + AC’  + BD’). 

Mais  ie  parallélojîramme  ABCD  donne 

AC’ -t- BD’ = 2 A B’ + 2 A D ■. 

En  siibsliiuanl,  on  aura  donc  • ' 

AG’+  BH’  4-  CE’-f-DF’  = 4 AE’ 4- 4 AB’ + 4 AD’. 

Si  le  parallélipipèdc  est  reclaiiftlc,  ses  diagonales  sonl  égales 
(200)  et  le  premier  membre  se  réduit  à 4 AG’.  En  divisant  par  4, 
on  obtient  donc  ' 

• ■ AG’  = A E’  4-  AB’  4-  AD’. 

V 

Ainsi,  tlans  tout  paraUêlipipi'de  reclauffie,  le  carré  d'une  dia- 
gonale est  égal  à la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes  qui 
partent  d'un  même  sommet.  Cette  relation  est  facile  à démon- 
trer directement. 

Si  le  parallélipipcde  rectangle  devient  un  cube,  toutes  les 
arêtes  sonl  égales,  ei  l’on  a AG’  = 3.VE’  ou  AG  = ,\E  ^3.  Ainsi 
le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal  au  triple  carré  de 
son  arête.  La  diagonale  d)un  cube  esl  le  c«jtc  du  triangle  équi- 
laléral  inscrit  dans  un  cercle  ayant  pour  rayuii  i’arèle  'du  cube. 


II. — Surface  et  volume  du  prisme 


' 205.  La  surface,  latérale  d'un  prisme  droit  a \ »»• 

produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur 

En  effet , g eue  surface  latérale  * est  la  ^ ' • 
•■■g  '«y-  somme  des  rectangles  ABFE,  BCGF,  etc.; 


’ 1 

1 

1 

*,  t * 

' Di- 

V 

«y. 

/ 

ces  rectangles  ont  pour  hauteur  commune* 
la  hauteur  du  prisme,  et  leurs  bases  sont  les 
côtés  AB,  BC;  etc.,  de  la  base  du  prisme.  La 
somme  de  tous  ces  rectangles  aura  donc 
pour  expression  (AB  4- BC  4- • • .).  AE  ou 
I*.  Il,  eti  désignant  par  I*  le  périmètre  de  la 
base  du  prisme  et  par  11  sa  hauteur. 
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S’il  s’a|{il  d’mi  prÎMiio  oblique  aoib),  sa  surface  latéicUe 
sera  égaie  aa  produit  du  périmètre  de  sa  section  droite  par' 
l’une  de  ses  arêtes  latérales.  En  effet  < les  eôlés 
(le  la  section  droite  LMNOP  sont  les  hauteurs 
desdirrérentsparallélogrammesqui  constituénl 
la  surface  latérale  du  prisme,  et  ces  parallélo- 
graniiites  ont  des  bases  éga’les  puisque  foules 
les  ar(';l(îs  latérales  d’un  prisme  Sont  égales. 

I.a  somnte  de  tous  éés  parallélogrammes  aura 
donc  pour  expression  (I.M  M\  AF 

ou  P . A,  en  désignant  par  p le  périmètre  de  la 
section  droite  du  .prisme  et  par  A son  ariUe 
latérale. 

20(j.  Nous  ramèncÉons  la  mesure  du  volume  d’un  prisme  • 
quelconque-à  celle  du  volume  d’un  parallélipipc'de.eila  mesure 
du  volunm  d’un  parallèlipipfule  (|uelconque  à celle  du  volume 
d’un  parallélipipèdc  recuingle. 

Pour  obtenir  l’e\pr(*,ssion  du  volume  d’un  paralléHpipqde 
rectangle,  nous  cliercherons  (juelle  inlluence  la  variation  de 
la  hauteur  ou  la  variation  de  la  base  a sur  celle  du  volume. 


207.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  hase 
ont  des  volumes  proportionnels  d leurs  hauteurs  [_fig.  201). 

Soient  les  deux  parallélipipèdes  nîctangles  Atl  et  IP,  dont 
les  bases  AH(M),  IKI.M  sont  (‘gales.  Supposons  une  commune 
, . mesure  \ a=  1/  entre  les 


Fi{j.  ^oi . 


H 


V*.. 


deux  hauteurs  ,\E,  1^,  et  ad- 
mettons que  cette  com- 
mune mesure  soit  contenue 
5 (ois  dans  .\E  et  7 fois  dans 
^ IN  , de  sorte  qu’on  aura 
AF.  5 

— Par  tous  les  points 
1^7 

do  division  des  hauteurs, 
^ ^ luenonsdans  lesdeuxparal- 

IfllpifièdeS’des  plans  parallèles  aux  bases.  Nous  délnrminerous 
ainsi,  dansie  parallélipîpède  AG  cinq  parallélipipèdes  rectangles 
partiels,  et  dans  1&  parallélipiptsle  IP  sept  parallélipipèdes  rec- 
tangles partiels;  ces  parallélipipèdes  partiels  seront  tous  égaux 
entre  eux.  comme  prismes  droits  ayant,  même  base  et  même 
hauteur  (201  ).  de  sorte  que  l'un  d’eux  pourra  .servir  de  corn-: 
mune  mésure  entre  les  deux  parallélipipèdes  .\G  ël  IN  et  qu’on 

aura  aus.si  -.  Les  volumes  de  ces  deux  paralléüpi- 

par.  IN  7 _ 

pèdes  seront  donc  bien  proportionnels  a leurs  hauteurs. 


. _ •.céOMÉTBIE.  w l4ii  ‘ 

' Si  les  deux  liaiiliinirs  AH,  IN,  étaient  inroinnioiisiiraliles,  on 
emploierait  le  raisoniieinent  connu  (03  j. 

208.  Deux  parallf-lipipèifes  rectangles  (/ai  ont  na^nie  iiaateai; 
ont  drs  volumes  proportionnels  à leurs  bases. 

Soient  I’  pt  I*'  les  dçu\  i)arallélipipèdes  considérés.  Désignons' 
par  a leur  hauteur  comiminc,  par  b et  c les  (limensions  de  la 
s base  B du  parallélipipèdo  1’,  par  />'  et  c'  les  dimensions  de  la 
base  B'  du  parallélipipède  P'.  Prenons  ui>  troisième  paralléli- 
pipède  rectangle  P"  dont  les 'dimensions  (190)  soient  n, //,  c. 

Comparons  les'  parallélipipèdes  P et  P".  On  peut  prendre 
po'iir  base  d’im  parallélipipède  rune  (jnclconq^ue  de  ses  facei 
(202);  si  l’on  prend  pour  bases' des  parallélipipèdes  consi- 
' •'décès  les  faces  qui,  dans  ces  parallélipipèdes,  ont  pour  dimen-  ' 
sions  a etc,  on  pourra  dire  que  ces  deux  parallélipipèdes  ont 
' n^éniç  ba'se  et  qu'ils  sont  proportionnels  à leurs  hauteurs,  è et 
b’’.  On  aura  donc  ('207)  : , . • 

* ■ -L  — A 

• • p,/— 

•Coinparons  les  parallélipipèdes  P"  et  P',  et  prenons  pour 
. bases  de  ces  parallélipij)èdes  les  faces  (pii  ont  pour  dimen- 
sions a et  b'.  Ces  deux  parallélipi[)èdcs  ayant  alors  même 
liase,  seront  proportionnels  à leurs  hauteurs  c et  c'.  On  aura 
donc  . ‘ • 


Multiplions  membre  à membre  les  deux  égalités  obtenues. 

Il  viendfa  . ' . 

PP"  _■  bc  P èc  _ B . 

P"  P'  “ b'c'  P’  ~ b' c'  “ IV  ' . 

On  énonce  encore  le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer, 
en  disant  que  deux  parallélipipi^des  rectangles  qui  ont  une 
dimension  commune , sont  projiortionnels  aux  produits  de 
leurs  deux  autres  (limensions.  • , * 

209.  Le  volume  d'un  parallélipi/tède  rectangle  a^pour  me- 
sure le  produit  des  mesures  de  sa  b((sc  et  de  sa  lu$ul^ur.  ’■  • 

Soient  deux  parallélipipèdes  rectangles  P et  P'  ; désignons 
leurs  bases  par  B et  B',  leurs  hauteurs  par  II  ’éi  U'.'ïa^g  vo- 
lumes de  ces  parallélipipèdes  étant  proportionnel^!^  ld|u|s  hau- 
teurs et  proportionnels  h leurs  bases,  seront  aussi  i>rS^)rtion- 
nels  aux  pn,i(luits  des  bases  parles  hauteurs  [dlg.  él^(.,  38). 

On  aura  donc  immédiatement 

’ P _ BII  _ B H • ..  . ■ 

I P' - B'H' “ B'  IP' 
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• Mesurer  un  volume,  t ’esl  chercher  son  ra^tport  à runilé  de  , 

volume.  .On  prend  toujours  pour  unité  de  volume  le  c«/>e 
construit  sur  l’unité  de  longueur.  Si  P'  devient  le  mètre  cube, 

B'  deviendra  le  mètre  carre  et  li'  le  piètre.  On  aura,  par  con-  . 
scquenl : 

; . __B^  H • I 

. I Mc  , Mq  • , M ■ . • • 

• P , • , ’ • 

^ représente  la  mesure  du  vqluine  du  parallélipipede  rec- 

■ ■ B’  . ' ' . ■ 

langleP,  -5^  représente  la  mesure  du  rectangle  qui  lui  sert  de 

base  (137)  Cl, -pj  représente  (a  mesure  de  sa  hauteur.  On  voit' 

donc  que  le  même  nombre  abstrait  représente  la  mesure  dii  i 

volume  du  parallélipipède  et  le  produit  des  mesures  dè  sa  base  ’ 
et  de  sa  hauteur.  C’est  ce  qu’on  exprime  plus  rapidement,  en 
employant  la  locution  inexacte  ; Tout  parallélipipède  rectangle 
a pour  mesure  te  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Si  l’on  avait  désigné  par  a,  h,  c les  dimensions'du  paralléli-  . 
pipède  P et  par  a',  b',  c'  celles  du  parallélipipede  P'_,  on  aurait 
pu  écrire 

. P a.h.c  abc 


P'  devenant  le  mètre  cube,  on  aurait  eu 


c’est-à-dire  -■  . • 

' ■ . P abc 

' , jltc  ~ ■ 7s  ■ 7“" 

On  aurait  d’onc  pu  énoncer  les  résultats  précédents  en  disant  : 
Deux  paralléli pip^des  rectangles  quelconques  sont  proportion-  ■ 
nets  aux  produits  de  leurs  trois  dimensions  ; Toiil  parallélipi- 
' pède  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  ses  trois  dimensions. 

• Mais  cetté  tonne  n'est  applicable  (pi’aiix  parallélipipèdes  rec- 
tangles, tandis  que  celle  que  nous  avons  ado[itée  est  appli- 
cable. comme  nous  allons  le  voir,  à tous  les  prismes. 

Le  volnipe  (T un  c/fèe  ci/,  d’api  ès  ce  que  nous  venons  de  dire,  • 
égal  à la  troisiènie  puissance  de  son  arête.  On  comprend  main-' 
tenant  laisynonymie  des  mots  cube  et  troisième  puissance  em- 
ployés', en  arilhitiéiique. 

210.  Pour  passer  au  volume  d'un  parallélipipede  droit  et 
ensuite  à celui  d'un  parallélipipède  oblique,  nous  nous  appuie- 
rons sur  le  lliéorèine  suivant. 

Tout  prisme  oblique  est  éqiucalent  au  prifine'droit  qui  a 
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pour  hase  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  pour  hauteur 
r une  de  ses  arêtes  latérales  20?.  ) . 

Soit  le  prisme  oliliqiie  AK  qui  a pour  hases  les  pnlvftones 
ABCDE,  F4jliKI>.  Meiiüiis,  par  li*s  e\lrémil»is  fie  l’arèle  AF,  les 
seei  ion  s droites  All'^D'E',  F'(î' II' k' I.'.  Dans 
le  cas  de  la  ligure,  ces  sections  sont  inférieures 
aux  hases  correspondantes,  de  sorte  ipi'il  faut 
prolonger  les  arêtes  latérales  du  prisme  jus- 
qu’à la  renconlrti,  de  la  section  menée  par  le 
sommet  A.  I.e  volume  compris  entre  les  deux 
sections  parallèles  AII'F'D'K',  FIj'll'K'E', 
■forme  évidemment  le  prisme  droit  AK';  et  ce 
prisme  a pour  base  la  section  droite  du  prisme 
oblique  et,  pour  hauteur,  son  arête  latérale  AF. 

Le  prisme  oblifjue  AK  et  le  prisme  droit  \K' 
ont  une  (lartie  commune  : celte  partie  com- 
mune est  le  volume  compris  entre  la  hase  infé- 
^ rieure  AB(J)E  du  prisme  oblifpie  et  la  base 

supérieure  FG'  H'  K'  L'  du  prisme  droit.  Four  prouver  l'cfiuiva- 
lence  des  deux  prismes,  il  suffit  donc  de  prouver  l'égalité  du 
polyèdre  inférieur  AB' G' D' E' BGDE  et  du  polyèdre  supérieur 
FG'  II'  K'  L'GHKI..  Portons  le  premier  polyèdre  sur  le  second, 
de  manière  que  les  sections  égales  (200)  AB'C'  l)'Fy,FG'H'  K'L', 
coïncident.  Les  arêtes  B' B cl  G' fi,  alors  perpendiculaires  au 
même  plan,  se  confondront  en  direction.  Ces  arêtes  sont  d'ail- 
leurs égales,  car  les  arêtes  du  prisme  oblique  étant  égales  à 
celles  du  prisme  droit  à cause  de  l’arête  commune  AF,  on  a 

B(i  = B'G',  d’où  BB'  = GG'. 

Le  sommet  B coïncidera  donc  avec  le  sommet  (i.  De  même',” 
les  antres  sommets  C et  II,  I)  cl  K,  etc.,  se  confondront,  et 
les  deux  polyèdres  coïncidant,  seront  égaux. 

211.  Un  parallélipipède  quelconque  a pour  mesure  de  son 
volume  le  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

f'.onsidcrons  d’abord  un  parallélipipède  droit  (Jig.  2o3). 
Soit  ABCD  la  base  de  ce  parallélipipède,  soit  AK  ta  hauteur. 

Nous  pourrons  regarder  ABFE  comme  la 
base  de  ce  parallélipipède  (202),  dont  les 
arêtes  latérales  seront  alors  parallèles  à AI).  ' 
Alenons  par  l’arête  AE,  perpendiculaire  à Al), 
la  section  droite  AKLE.  Celle  section,  qui, 
en  général,  est  un  parallélogramme  (202), 
sera  ici  un  rectangle,  puisque  AE  est  per- 
pendiculaire au  plan  .ABCD.  Le  |>arallélipi- 
pède  considéré  est  donc  équivalent  au  pa- 


Fig.  qo3. 

G . 


1 F 


/ 

> 

— — — - 

■i. 

II 


10 


GÛOMÈTIUE. 


l4<J 

ralléli|)i|>tHle  n'Clungle  (|iii  a pour  base  le  lï'rtaiij'lc  AKI.E  el 
pour  bailleur  l'arèle,  \l)  (’ilO).  Mais  ee  parallelipipède  a pour 
mesure,  le  produit  de  sa  base  pur  sa  haulour  (‘iO!)),  e’esl-à-diie 

AEXAKXAI); 

telle  sera  doue  aussi  la  mesure  du  parallelipipède  droit  pro- 
posé. AE  reiirésenle  sa  hauteur,  AK  X .\l>  est  la  mesure  du 
parallélogramme  AB(M)  qui  lui  sert  de  base.  Tout  paidUélipi- 
pt’Je  droit  a doue  aussi  pour  mesure  de  son  t'oliime  le  produit 
de  sa  hase,  ptir  sa  liautem'. 

Sujiposous  maiiiieuaiii  un  pandlidipipf’de  ohliepie  loin  ii  l'ail 
queleoiique  [Jig-  ?o4).  Soient  AlUd)  la  base  de  ec  parallélipi- 

pède  el  AE  son  arête  latérale.  Ou  • 
prendra  la  face  AEIIl)  pour  base  de  ee 
parallélipipède,  et  scs  arêtes  latérales 
seront  alors  dirigées  suiNanl  EF.  Mi'- 
nous  par  le  point  E la  section  droite 
EK  LM.  Cette  section  sera  nu  parallélo- 
gramme, EK  étant  perpendiculaire  à 
l'arête  AB  sans  l’être  au  plan  AB(;i).  Le 
parallélipipède  considéré  sera  donc 
é(|uivalenl  au  parallélipilièdc  droit  dont  la  base  est  EKLM  et 
dont  la  hauteur  est  AB  (210).  Mais  ce  parallélipipède,  d’après 
ce  qu’on  vient  de  dire,  a pour  mesure  le  iiroduit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  ee  qui  revient  à 

AB  X LK  X EO, 

,£0  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  E,  sur  LK  dans 
le  plan  EKLÂL  EO  est  la  hauteur  même  du  parallélipipède  pro- 
posé, car  le  plan  EKLM  étant  perpendiculaire  à AB  est  perpen- 
diculaire au  plan  ABC1>  (182),  et  la  d;-oiie  EO,  menée  dans  le 
plan  EKLM  perpendiculairement àTinterseciion  commune I. K, 
est  perpendiculaire  au  plan  ABCD  (ISîl);  ainsi  EO  représente 
la  distance  des  deux  bases  du  parallélipipède  obliipie  ou  sa 
hauteur.  AB  X LK  est  la  mesure  du  paiallélograrnme  ABCD. 

Tout  parallélipipède  obUipie  a,  par  cons<*(|ueni,  pour  mesure 
le  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur  (*). 

212.  Le  plan  mené  par  deux  aiètes  opposées  d’un  parai-  I 

lélipipéde  le.  divise  en  lieux  prismes  triangulaires  équiva-  > ( 

lents. 


Fig.  20(. 
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(‘)  Ce  llicorrmc  a él<l  domonlrc/  pour  ta  prpiniiSrc  fois,  cto  roltr  maniiVc, 
par  M.  A.  Amiot.  Foii  ses  excellentes  torons noorW/er  de  Gromr'eïr,  i85o. 
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Soil  If»  ])nr:illéli|ii|«‘i!i<  A(i  ?.n5'.  Je  ntcne  un  plan  par 

les  arèlcs  opposées  VH,  CG.  Os  arèles  (‘tant  éf,’a!<*s  el  paral- 
lèles. la  ligure  .VEGC  sera  un  paralU*- 
logr.ainme.  Les  ,<Jenx  triangles  AUC. 

EFG,  ont  leni's  eôi(‘s  égaux  et  paial- 
leles,  el  il  en  est  de  inènie  des  trian- 
gles ACD,  EGU.  Les  deux  pol\èdres 
AiJCEFG,  ACDEGH,  seront  doue  des 
prismes  triangulaires  (I!)!)),  et  res, 
prismes  auront  des  bases  égales  comme 
moitiés  d’un  même  parallélogramme, 
el  leur  hauteur  comntune  sera  celle  du  parallélipipède  AG.  Il 
faut  prouver  réf|uivalence  des  deux  prismes  : elle  est  évi- 
dente si  le  parallélipipède  proposé  est  droit,  puisque  doux 
prismes  droits  qui  oOl  des  hases  égales  et  des  hauteurs  égales 
sont  égaux  (“201  ). 

Si  le  parallélipipèilt^  .AG  est  oblique,  je  mène  .sa  s(?ciion 
droite  kl. MO.  Cette  section  droite  est  partagée  parle  plan  dia- 
gonal VEGC  en  deux  triangles  égaux  K.ML,  KMO,  qui  sont  les 
sections  droites  des  deux  prismes  triangulaires,  l.e  prisme 
triangulaire  VIKiEFG  est  équivaletil  au  prisme  droit  qui  a 
pour  base  KML  et  pour  hauteur  AK  (210}  ; le  prisme  triangu- 
laire ACDEGH  est  équivalent  au  prisme  droit  (|iii  a pour  base 
KMO  cl  pour  hauteur  AE.  l'uisqu’on  a IxML  = K VIO,  les  ileux 
prismes  droits  sont  égaux;  les  prismes  triangulaires  obliques 
qui  leur  sont  respectivement  é(|uivalents  seront  donc  étpiixa- 
lenls  entre  eux,  de  sorte  (|ue  ehacnn  d'eux  sent  la  moitié  du 
l)arallclipipède  AG. 

2111.  Le  volume,  d'un  prisme  quelconque  u pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  pur  sa  hauteur. 

Soit  d’abord  (_/»g'.  ao5)  le  prisme  triangulaire  ABCEITi.  Par 
l’arcle  AE,jc  mène  un  plan  parallèle  au  plan  BCGI';  par  l’arête 
CG,  un  plan  parallèle  au  jdan  ABFE;  je  prolonge  les  deux  bases 
du  prisme,  el  j’achève  ainsi  le  parallélipi|)ède  VG,  double  du 
prisme  ABCEFG  (212).  Ce  paraliélipipètle  a 
pour  mesure  sa  base  .VBCD  ou  ? ABC,  mul- 
tipliée par  sa  hauteur  HB.  Le  prisme  trian- 
gulaire .VBCEFG  aura  donc  pour  mesure  la 
moitié  de  ce  produit,  c’est-à-dire  le  |iroduil 
de  sa  base  ABC  par  sa  hauteur  MB. 

Soil  maintenant  un  prisme  polygonal 
({uelcntn|ue  Al  [Ji}'-  eoG).  Je  le  décompose 
en  prismes  triangulaires,  en  menant  des 
plans  diagonaux  par  l’arèle  AF  et  les  arèles 
CH  el  DI  qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  C(*s 

I O . 
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prismes  Irimigiilitires  oui  la  même  hauteur  (|ue  le  prisme  poly- 
;^oiial , el  leurs  hases  soûl  les  triangles  AUC,  ACl),  \I)K,  que 
les  plans  iliaf'OnauN  (létermiueiil  dans  sa  hase  ABl’.DE.  Si  l’oii 
désigne  par  11  la  hauteur  du  |)i'ismc  i)roprisé,  ou  aura  d’après 
ce  qui  précède  : 

pr.  ABC  = ABC X H , ^ 

pr.  ACI)=  VCDxH, 
pr.AI)i:=\l>Exll. 

l,e  volume  du  prisme  Al  aura  doue  pour  evprtïssioii 
( ABC  -h  ACI»  -+- ADE)  x 11  = B. II. 

eu  désignanl  par  B le  polygone  ABCDE,  hase  du  prisme  Al. 

En  désignanl  par  I*  el  B'  d('u\  jirismes  (juelconqucs,  par  B 
el  B'  h'urs  bases,  par  11  et  11'  leurs  hauteurs,  on  aura  1*  — Bll, 
I*'  = B'  ir.  On  voit  doue  que  /cj  votiinus  île  deux  prismes 
quelconques  sont  proportionnels  aux  produits  de  leurs  buses 
par  leurs  hauteurs  ; {\\\edeux  prismes  qui  ont  des  bases  équiea- 
lentes  sont  proportionnels  à leurs  hauteurs  ; que  deux  prismes 
qui  ont  même  hauteur  sont  proportionnels  ti  leurs  bases. 

III.  — Surface  et  volume  du  cylindre. 

5il4.  Si  le  reelangle  \('(;' A'  lourne  autour  de  l’un  de  ses 
eùlés  C.C'  comme  axe , il  engendrera  un  cylindre  droit  à base 
circulaire.  Les  deux  côtés  CA  et  17  A' déerin>nl,  dans  deux 
plans  perpendiculaires  à l’axe  CC'  (159),  deux  cercles  qui 
seront  les  bases  du  cylindre  el  dont  les  centres  seront  sur 
l’axe.  Le  dernier  côté  AA'  engendrera  une  surface  courbe  qui 
sera  la  surface  latérale  ott  convexe  du  cylindre  droit.  La  dis- 
tance <’(7  des  deux  bases  sera  la  hauteur  <\u  cylindre  [Jig-  ^07). 

Un  point  quelconque  A"  de  la  droite  A A',  décrit  une  circon- 
fcrencë  de  cercle  dont  le  centre  est  sur  l’axe  cl  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à l’axe  ; car  si  l’on  abaisse  du 
point  A"  la  perpendiculaire  A'  C"  sur  l’axe  C(7, 
celle  droite  conservera  la  même  longueur  pen- 
dant le  mouvement  du  rectangle  générateur  du 
cylindre,  el  n*slera  loujouis  perpendiculaire  à 
l’axe.  En  d’autres  termes,  tout  plan  perpendicu- 
laire. à l'a.ve  du  cylindre  y détermine  une  section 
égale  à sa  base. 

,Si  l’on  suppose  la  droite  AA'  astreinte  à glis- 
ser parallèlement  à elle-même  tandis  que  son 
décrit  la  circonférence  ADB,  son  extrémité  A' 
circonférence  A'D'B'  parallèle  à la  circonférence 


Fie-  207. 


extrémité  .A 
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\DB,  et  (loiil  le  contre  sc*ra  en  C'  à rejiUcniiié  de  la  paral- 
lèle  CC'=  A V',  menée  par  le  centre  C de  la  circ(ml'erence 
ADB  à la  droite  A.V'  208).  En  effet,  la 
droite  EE'  et  une  pobiiion  (|uelcoii(pie 
DD'  de  la  droite  AA'  délerminent  un  pa- 
rallélof;rainnie  DEr/IE,  dans  lequel  les 
deux  côtés  EU,  sont  é{’aii\  et  paral- 
lèles. I.e  point  A'  reslera  donc  toujours  à 
la  inèine  distance  du  point  E'  dans  le  plan 
mené  par  le  point  t/  |)arallèletnent  au 
plan  ADB.  Le  corps  limité  par  les  deux 
cercles  ADIt,  A'  D' H',  et  par  la  surface  courbe  engendrée  par  A A' 
sera  un  cylindre  oblique  à base  circulaire.  Toutes  les  sections 
parallèles  aux  bases  de  ce  cjliédre  seront  évideinmctit  des 
cercles  égaux  à ces  bases. 

A un  point  de  vue  plus  général,  on  appelle  surface  cylin- 
drique toute  surface  engendrée  par  une  droite  astreinte  à glisser 
■|«irallèlement  à elle-même,  en  s’appuyant  sur  une  courbe  quel- 
eoiU|ue,  (|ui  est  la  directrice  de  la  surface,  tandis  (|ue  la  droite 
mobile  en  est  la  f^^nératrice.  Le  volume  compris  entre  une 
pareille  surface  et  deux  plans  sécants  parallèles  est  un  cylin- 
dre; les  deux  ]ilans  sécants  en  déterminent  les  bases,  et  leur 
distance  est  la  hauteur  i\\i  cylindre. On  suppose,  dans  ce  cas, 
que  la  directrice  estime  courbe  fermée. 

215.  La  surface  convexe  tf  un  cylindre  droit  à base  circulaire 
a pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  de  base -du  cy- 
lindie  par  sa  hauteur. 

La  surface  totale  d'un  prisme  ou  d’un  cylindre  est  égale 
à sa  surface  latérale  augmejjlée  de  la  somme  de  ses  deux 
bases. 

Inscrivons  dans  le  cylindre  proposé  {fg.  209)  un  prisme 
droit,  en  inscrivant  dans  sa  base  OA  un  polygone  régulier 
ABEDEF,  et  en  élevant  par  les  sommets  de 
ce  polygone  des  perpendiculaires  à la  base 
inférieure  du  cylindre,  jusqu’à  la  rencontre 
de  sa  base  supérieure. 

A mesure  ipEon  doublera  indi’liniment  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  régulier  in- 
scrit, son  périmètre  s’approcbcni  autant 
qu’on  voudra  de  la  circonférence  OA,  qui 
sera  sa  limite  (1112^.  La  hauteur  des  prismes 
droits  formés  testera  toiijourts  égale  à celle 
du  cylindrc.il  estévident  i|ue  la  surface  to- 
tale du  cylindre  est  plus  grande  que  la  surface  totale  du  prisme, 
car  la  surface  composée  des  deux  segments  AEB,  A'G'B',  et  de 
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la  porlton  de  siirlace  e\ liiidi  i(|iie  eoiiiprise  cuire  les  deuxgéné- 
ralrices  AA',  HIV,  surpasse  le  reclaiigle  correspoiidaiil  AHB'A'. 
J)e  plus,  la  surface  totale  du  c.vliudre  est  la  limite  des  surfaces 
totales  des  prismes  inscrits,  puisque  les  bases  de  ces  prismes 
ont  pour  limites  les  bases  du  c.vlindre  ( On  peut  donc  dire, 
(‘Il  laissant  de  C(“>tiî  les  bases  des  prismes  et  celles  du  cjUiidre, 
que  la  surface  laic'rale  des  pj  ismes  droits  successivement  con- 
struits a pour  limite  la  surface  luK'*rale  du  cylindre. 

I.a  surface  latérale  d’un  prisme  droit  a toujours  pour  expres- 
sion sa  Hauteur  multipliée  par  le  périmètre  de  sa  Iwise  (205). 
Nous  avons  démontré  (132)  qufc  toute  relation  existant  copslam- 
menl  entre  deux  quantités  variables,  existe  aussi  entre  leurs 
limites.  On  pourra  donc  dire  que  la  surface  latérale  du  cylindre 
droit,  limite  des  surfaces  latérales  des  pri.smes  droits  qui  y sont 
inscrits,  est  égsile  à la  jiaulimr  du  cylindre,  qui  est  la  même 
que  celle  des  prismes , multipliée  par  la  circonférence  de  sa 
base , limite  des  périmètres  des  bases  des  prismes  inscrits. 

Si  l’on  désigne  par  fl  la  Hauteur  du  cy  lindre,  eViKir  U le  ray  on 
de  sa  base,  l’expression  de  sa  surface  convexe  sera 

' , 27rlUI. 

I.’exprcssion  de  sa  surlace  totale  sera 

5 TT  HH a »r  lO  ou  2ir  H (Il -i-H). 

Kn  nous  reportant  à la  mesure  tie  la  surface  lali'rale  d'un 
prisme  oblique  (|uelcon<]ue,  et  en  éietidanl  le  raisoiimmient 
précédeiH  au  cas  d’un  cylindre  obliipie  à base  fermée  quel- 
compie , nous  verrons  que  la  surface  latérale  d’un  pareil 
cylindre  a pour  mesure  /c  produit  du  prrimrtre  de  su  section 
droite  par  su  génératrice.  , 

21().  Le  volume  d'un  cylindre  qitelconijue  U pour  mesure  le 
produit  de  sa  hase  par  .sa  hauteur. 

D’après  ci’  (|u'on  vient  de  voir,  le  volume  de  ce  cylindre  sera 
la  limite  des  volumes  des  prismes  droits  ou  obli(|ues  (|u’on  y 
inscrira,  (ii  doublant  indélininient  le  nombre  de  leurs  faces. 
OHacun  de  ces  prismes  aura  pour  mesure  de  son  volume  le 
produit  de  sa  basiî  par  sa  Hauteur,  (jui  sera  aussi  celle  du  cy- 
lindre ( 213).  I.e  volume  du  cy  lindr(‘ aura  donc  pour  expres- 
sion l(^  produit  de  sa  hauteur  j)ar  la  surface  de  sa  base,  limite 
des  Hases  des  prismes  inscrits. 

S’il  s'agit  d’un  cylindre 'circulaire  avant  H pour  rayon  de  sa 
Hase  et  H pour  Hauteur,  sou  \olume  sera  égal  à jr  H’  H. 

Deu.T  cylindres  qaelronques  sont  proportionnels  Uu.r  pro- 
duits de  leurs  hases  par  leurs  hauteurs.  Peu.r  cylimlres  qui 
ànt  même  hase,  sont  proportionnels  à Irui.s  hauteurs.  Peux 
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. cyündit's  ijut  ont  niôiiii'  luiiiteur,  sont  itropovlionnels  à leurs 
bases.  - ; 

217.  DiUix  cylüiiln'S  t’irculain's  droils  soiil  semblnbles  lors- 
qu’ils soin  enyendrôs  par  des  recUinglos  semblables.  Leurs 
surfàees  eonvexes  sont  proportionnelles  aux  earrés  des  rayons 
de  leurs  bases  ou  de  leurs  hauteurs;  leurs  volumes  sont  propor- 
tionnels aux  cubes  des  mdmes  t'dénienls. 

Désignons  par  S cl  S'  les  siiiTaccs  latérales  des  ojlindres 
donnés,  par  V el  V'  leurs  volumes,  par  H cl  II'  les  rayons  de 
leurs  hases,  par  il  el  11'  leurs  liaulcurs. 

J.i's  reeiangles  générateurs  élanl  semblables,  on  aui'a  , 


ÜL  - Ë 

ir  ~ 11'' 


On  a d'ailleurs 

• 

8 = arrllll. 

8'  = 2 7t  R’  ir, 

d'où 

■ 

t 

■ 

S Kil 

R II  If 

* 

S'  ““  ir  11'  ~ 

II'  ^ ir  ~ iï''" 

Ou  a aussi 

V =»rUMl, 

V'=:7vR'Or, 

d'où 

\ II' Il 

II'  ^ Il  If  ' . 

De 

V “ H"  H'  “ 

Il"  ^ ir  ~ R''‘ 

’ 

S 

if 

on  déduit 

■ II'*' 

.‘l  5 tt  H ' 

~ 77ÎT'  ■ 


Kn  a|)pli(piaiii  un  théorème  eonnu  de  calcul,  on  en  conclura 
S-4-?irlD  _ R» 

S'^^aVÏ;'*  ~ ÎT’' 

J. es  surfaces  totales  de  deux  cylindres  circulaires  droits  sem- 
blables sont  donc  aussi  proportionnelles  aux  carrés  des  rayons 
de  leurs  bases. 
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CHAPITRE  II 

1.KS  PYBAMIDKS  KT  I.FS  CONKS. 


218.  (.►i)  forme;  une  p)  mmidf,  en  coupaiil  un  angle  polyèdre 
l»ar  un  plan  i|ui  rencontre  toutes  ses  arêtes  d’un  niênie  côté 
du  soniinei.  Ltie  pyramide  est  donc  un  polyèdre  dont  Tune  des 
faces, est  un  polygone  qtielcomiue,  et  dont  les  autres  faces  sont  , 
des  triangles  ayant  pour  bases  les  différents  côtés  de  ce  poly- 
gone (;t  pour  sommets  un  même  point  de  l’espace.  Ce  point  est 
le  sonwit'l  de  la  pyruinide,  la  face  (lolygonale  en  est  la  b^se, 
lesfa<;es  triangulaires  sont  ses /rrcci  lutérahs,  et  leur  ensemble 
r'onslitue  sa  snrfave  lutérnle  ou  convt'xe.  La  hauteur  de  la 
pyramide;  est  la  distance  de  son  sommet  à sa  base.  Ses  arrêtes 
latérales  joignent  son  sommet  aux  différents  sommets  de  sa 
base. 

Lue  pyramide  est  triunp;alaire,  (juadraiifrulaire,  pentago- 
mde,  etc.,  suivant  (|ue  sa  base  est  un  triangle,  un  quadrila- 
tère, un  pentagone,  etc.  ün  donne  aussi  le  nom  de  tétraèdre  [\ 
toute  pyramide  triangulairr-. 

Les  tétraèdres  jouent,  dans  la  géométrie  de  l’espace,  le 
même  rôle  <pie  les  ti  iangles  dans  la  géométrie  plane.  De  même 
qu’on  jreut  fixer  la  position  d’un  point  dans  un  plan,  en  le 
joignant  à deux  points  donnés,  c’est-à-dire  en  formant  un 
triangle  dont  il  est  l’un  des  sommets;  de  même,  on  peut  fixer 
la  position  d’un  point  dans  l’espace  en  le  joignant  à trois  points 
donnés,  c’est-à-dire  en  formant  un  tétraèdre  dont  il  est  l’un 
des  sommets. 

Il  est  important  de  remar([uer  que,  dans  une  pyramide 
triangulaire  [fig.  210),  on  peut  prendre  pour 
base  telle  face  que  l’on  vent,  puisque  toutes 
les  faces  du  polyèdre  sont  alors  des  triangles. 
Le  sommet  de  la  pyramide  est  le  sommet  ofe 
pus(*  à la  face  qu’on  choisit  pour  base. 

Lue  pyramide  est  régulière,  lorsqu’elle  a 
pour  base  un  polygone  régulier  et  pour  hau- 
teur la  droite  qui  joint  son  sommet  au  centre 
de  sa  base. 

/■ 

I.  — Théorèmes  généraux  sur  les  pyramides. 

2111.  Tout  plan  parallèle  a la  base  d'une  pyramide  divise  sa 
hauteur  et  ses  arêtes  latérales  en  parties  proportionnelles;  la 
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section  obtenue  est  un  polygone  semblable  ù la  base  de  la 
pyramide  211). 

Si  nous  nous  reportons  à hi  reniar(|ue  qui  ' 
termine  le  n°  174,  nous  ^tounons  écrire  iminé- 
diatcincnt,  le  plan  abcde  étant  parallèle  an 
plan  /VBtDE,  et  toutes  les  droites  SH,  SA, 
SB,  etc.,  partant  d'un  même  point  ; ' 

^ _ SA  _ SB  _ ^ _ SI)  _ SE 
S/<  S«  S/>  Sc  Sr/  Se 

Si  l'on  compare  les  deux  polygones  ABCDE, 
abcde,  on  voit  qu’ils  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement parallèles  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  par  un  troisième.  Les 
angles  des  deux  polygones  sont  donc  égaux,  puis(]u'ils  ont  leurs 
cotés  parallèles  et  dirigés  dans  le  môme  sens.  Le  parallélisme 
de  ces  mêmes  côtés  permet  d’ailleurs  de  poser 

AB_SB  BC  SB  . AB  BC 
ab  Sb  ’ bc  Sè  ' ^ 


On  prouverait  de  la  niêinc  manière  (ju’on  a 

BC  _ CD  _ M _ ^ 
br  cd  de  eu 

I ' 

Les  deux  polygones  ABCDE,  «ôct/e,  ayant  leurs  angles  égaux 
et  leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

La  similitude  de  ces  deux  polygones  domie 

ABCDE  _ ' 

abcde  ab' 


On  a,  d’après  ce  ((ui  précède. 


d'oii 


On  aura  donc  aussi 


AB 

S\ 

SH 

ab 

Sa 

- SA’ 

AB’ 

SA» 

SID 

ab'  ~ 

“ SA' 

ABC1>E 

SID 

abcde  S/»’ 


On  en  conclut  que,  dans  toute  pyramide,  les  sections  paral- 
lèles à la  base  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  dis- 
tances au  sommet. 
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ÎAiiMine  (leu.r  jiyranndt*sont  ilt‘S  lumltuii's  lessec- 

lions  menées  tlnns cos ityroniitles pitittlIèlenu'iU  aux  baseselà  in 

mémeilislttnce  (les  sommets,  son!  pro- 
porlionnell(‘s  aux  bases  \ 

Soient  les  deux  pyrumidesSA  BCI), 
S' A'  B' (7.  Je  suppose  les  deux  liau- 
leurs  SU.  S' H',  égales;  je  prends 
S/i  = S'  /('  et,  par  les  points  h et  //', 
je  mène  les  sertions  alxulei  a'  b'  c' 
|)arallèles:iux  bases  ABCI>ei  A'  B' 17. 
Nous  aurons,  d’après  la  dernière; 
remarque  ( 219  ), 

^BCO  _ V B'  C'  _ SMI” 

abcfi  SA’’  a' b' (■'  S'A” 


Il  en  resiilie,  puistpi'on  a SU  = S'U'  et  SA  = S'A', 

\BC1)  _ A'  B'  (7 
nbed  a’  b'  c' 

Si  tes  bases  des  deux  p\  ramides  sont  éipiiv(deiites,  hs  sec- 
tions le  seront  aussi. 


221.  Peax  pyramides  sont  égides,  lorsijii'elles  ont  an  an^le 
dièdre  éf^al  compris  entre  une  base  et  une  face  é féales  cliaenne 

à chacune  et  semblablement  dis- 
posées {Jii'.  2 1 J ). 

Soient  l'angle  dièdre  \B  égal 
à l’angle  dièdre  \'  B',  la  baSc 
\BCI)  égale  à la  base  A'BT.'I)', 
la  face  ASB  égale  à la  face  A' S' B'. 
Je  porte  la  ]>yi"amidc  S'  A' B' (71)' 
sur  la  pyramide  SVB(il),  de  ma- 
nière (|ue  les  (leux  bases  égales 
( oïncidcnl.  I.’angle  dièdre  A'  B'  étant  égal  à l’angle  dièdre  AB, 
et  les  parties  égab^s  étant  disposées  de  la  tnème  tnatiièn*  dans 
les  deux  pyramides,  la  face  A'S'B'  tombera  dans  le  plan  de 
la  face  ASli.  1,’angle  S' A' B'  étant  égal  à l’angle  SAB,  l’arète 
V'S'  prendra  la  dirertiuti  de  l'arête  AS,  et  le  point  S'  tombera 
au  points  puistju'on  a A'S'=  \S.  Les  deux  pyramides  ayant 
mêmes  sommets,  coïncideront  (>t  seront  égales. 

Si  l'on  désigne  par  n le  nombre  des  ctïtésde  rime  di's  bases 
d(!s  deux  pjramides,  l’égalité  des  bases  de  ces  pyramides  exi- 
gera au — 3 conditions  ( VO).  L égalité  des  angles  dièdres  AB 
et  A' B'  compU*  |iour  um;  condition.  Knfin,  l’égalité  des  trian- 
gles SAB,  S'  A'  B',  n'exige  plus  (|uc  deux  conditions,  puisqu’on 


Fig.  îi3. 
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il  \B=rA'H’  d'apru»  lY-}^alilé  dos  bases.  Ainsi  l’oj'ulilé  des 
deux  pyramides  exige  en  loul  in  coiidilions. 


. II.  — Surface  et  volume  de  la  pyramide. 

222.  La  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière  a pour 
mesure  la  moitié. du  produit  du  périmètre  de  la  base  par  l'upo- 
Kic-  214.  . thème  .de, la  pyramide  { Jig.  11^). 

s On  appelle  apothème  d’une  pyramide  régu- 

êlière  la  pcrpemîiculairc  abaissée  du  sommet  de 
la  pyramide  sur  un  côté  quelconque  de  sa  base, 
l.a  pyramide  SABCUE  étant  supposée  régu- 
c lière,  toutes  ses  arêtes  latérales  sont  égales 
comme  obliques  s’écartant  également  du  pied 
^ “ de  la  perpendiculaire  SO,  hauteur  de  la  pyra- 

mide; car  le  point  O étant  le  centre  du  polygone  régulier 
\B(d)E,  toutes  les  distances  O V,  Oit.  etc.,  sont  les  rayons  d’un 
même  cercle.  Les  faces  latérales  de  la  pyramide  sont  donc  des 
triangles  isocèles  égaux,  et  les  hauteurs  de  ces  triangles  iso- 
cèles, hauteurs  qui  sont  les  apothèmes  de  la  pyramide,  sont 


égales,  On  pourra  poser  ASE  = AE.SH,  SH  étant  l'aiiothème 

qui  correspond  au  coté  AE.  Si  la  base  a n côtés,  la  surface  laté- 
rale de  la  |)vramide  se  composera  <le  n triangles  égaux  au  triangle 

\SE,  c’est-à-dire  iiu’elle  aura  pour  expression  • «AE.Sjl. 

MaisH..\E  représente  le  périmètre  I*  de  la  base  de  la  pyramide  : 

sa  surface  convexe  sera,  par  suite,  représentée  par  ^ P.SIL 


22.3.  Pour  arriver  à l’expression  du  volume  d’une  pyramide 
quelconi]ue,  nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  suivant  : 
Lieux  pyramides  triangulaires  qui  ont  des  bases  équivalentes 
et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalentes  [fig.  2i5  )., 

Je  |)lace  les  bases  équivalentes  ABC  et  A' B' C'  des  deux 
pyramides  SABC,  S'A'B'C',  sur  un  même  plan  : leur  hauteur 


Fii>.  ?i5. 


commune  est  alors  égale  à 
la  droite  AT. 

Supposons  que  les  pyra- 
mid(*s  proposées  ne  soient 
pas  équivalentes  et  que 
SABL  soit  la  plus  grande. 
On  pourra  toujours  repré- 
senter leur  différence  quel  le 
qu’elle  soit,  par  le  volume 
d'un  prisme  ayant  pour  base. 
ABC  et  pour  hauteur  A.t. 
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Le  \ulunie  de  ce  iirisme  aura  puur  expression  ABCx  A-r' 
ei  l’on  pourra  déiemiinerle  fadeur  \.x  de  manière  à satisfaire 
à la  condition  indiquée. 

Di  visons  AT  en  parties  éj;ales,  nioindres  que  A.r,  et  soit  Av 
l’une  de  ces  parties.  Par  tous  les  points  de  division  obtenus, 
menons  des  |ilans  parallèles  au  plan  connimn  des  deux  bases. 
Nous  déiei  ininerons  dans  les  pyramiiles  des  sections  deux  à 
deux  équivalentes,  puis(]ue  les  bases  de  ces  iiyramides  sont  , 
('•(|uivalenles  (220  ). 

Sur  la  base  ABL  et  sur  cbacune  des  sections  de  la  pyra- 
mide SABt',  construisons  des  prismes  ea:/tV(e//rs  à la  pyramide. 
Pour  construire  le  premier  de  ces  prismes,  je  mènerai  par  les 
points  B et  (;,  jusqu’au  plan  de  la  section  UEF,  des  parallèles 
BN  et  (]0  à l’arête  SA.  Toutes  les  laces  laléndes  du  pidyèdre 
ABCDNO  seront  des  parallélogrammes  ( BN  parallèle  à SA  est 
dans  le  plan  SAB  et  coupe  le  plan  DEF  en  un  point  N apparte- 
nant à l’intersection  DE  des  plans  SAB  et  DEF,  etc.),  et  les 
deux  bases  ABt;,  DNO,  seront  îles  triangles  égaux  et  jéarallèles. 
Le  polyèdre  ABt^DNO  sera  donc  bien  un  prisme  extérieur  à la 
pyramide  SABC  : on  construira  les  autres  |irismcs  de  la  même 
manière. 

Sous  les  sections  de  la  py  ramide  S' A' B' E',  nous  construirons 
des  prismes  intérieurs  k cette  pyramide;  le  nombre  des  pris- 
mes extérieurs  à la  iiyrainide  SABC  surpassera  donc  d’une 
niMté  le  nombre  des  prismes  intérieurs  à la  pyramide  S' A' B' C'. 
Pour  construire  le  premier  prisme  intérieur,  nous  mènerons 
par  les  points  E'  et  F',  jusqu’à  la  rencontre  de  la  Iwse  ABC, 
des  parallèles  à l’arête  S'  A'.  .Nous  construirons  les  autres 
prismes  de  la  même  manière.  y 

Si  l’on  compare  maintenant  les  deux  séries  de  prismes,  on 
voit  que  le  secoml  prisme  extérieur  est  équivalent  au  premier 
jirisme  intérieur,  puisque  leurs  bases  DEF,  D'E'F',  sont 
eqnivalenlos,  et  qu’ils  ont  la  même  hauteur.  Do  même,  le 
troisième  prisme  extérieur  est  équivalent  au  second  prisme 
intérieur,  et  ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  prisme  exléi  ieur. 

La  différence  des  deux  séries  de  prismes  est  donc  représentée 
par  le  premier  prisme  extéi  ieur,  dont  le  volume  a pour  ex- 
pression ABCXAr.  Or  la  somme  des  prismes  extérieurs 
surpasse  la  pyramide  SABC,  tandis  que  la  pyramide  S'A'B'C' 
surpasse  la  somme  des  prismes  intérieurs.  Il  faudrait  donc  que 
la  différence  des  deux  pyramides  SABC  et  S'A'B'C'  fût  plus 
petite  que  la  différence  des  deux  sommes  de  prismes,  puisque 
CCS  sommes  comprennent  entre  elles  les  deux  pyramides.  On 
devrait  donc  avoii' 


ABC  X A.r > A BC  X Aa-  ou  A >•>  Aæ  ; 
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ce  qui  osl  absurde  d’après  les  hvpollièscs  failes.  Il  esi  donc 
absurde-  aussi  de  supposer  que  les  deux  pjramidcs 
S' A' H' G',  (pii  oui  des  bailleurs  égales  et  des  bases  équiva- 
lenles,  ne  sont  pas  équivaleiiles. 

22i.  Toute  pyramide  trianfpilaire  est  ^pale  au  tiers  du 
prisme  de.  même  base  et  de  même  hauteur  [Jij^.  216). 

Soit  la  pyramide  triangulaire  EABG.  Par  les  sommets  A et 
}e  mène  les  droites  AD  et  GF  égales  et  parallèles  à l’arête  BE, 

, et  je  trace  le  triangle  DEF.  Je  construis  ainsi 
un  prisme  (l‘.l9)  ABI'.DEF',  qui  a même  base 
ABC,  que  la  pyramide  proposée  et  même  hau- 
teur, puisque  le  sommet  E de  la  pyra- 
mide appartient  à la  base  supérieure  du 
prisme. 

Si  j’enlève  du  prisme  la  pyramide  donnée 
E ABG,  il  reste  une  pyramide  quadraogulaire 
EAGFD.  Si  je  fais  passer  un  plan  (lar  les 
arêtes  EG,  ED,  de  celle  pyramide,  je  la  dé- 
compose en  deux  pyramides  triangulaires 
EVDG,  EtiDF;  ces  deux  pyramides  ont  le 
même  sommet  E,  et  leurs  bases  .ADG,  GDF,  moitiés  du  paral- 
lélogramme A<;FD,  sont  situées  dans  un  même  plan  : ces 
deux  pyramides  sont  donc  équivalentes  (223).  Mais  la  pyra- 
mide EGDF  peut  être  considérée  comme  ayant  son  sommet 
en  G et  pour  la  base  DEF  (218)  ; on  voit  alors  que  celte  pyra- 
mide a même  base  et  même  hauteur  que  le  prisme,  c’est-à- 
dire  qu’elle  est  équivalente  à la  pyramide  EABG.  Le  prisme 
ABGDEF  se  trouve  donc  composé  de  trois  pyramides  équiva- 
lentes entre  elles  et  à la  pyramide  FLABC.  : celle  pyramide  est 
donc  le  tiers  du  prisme. 

Mais  un  prisme  a pour  mesure  de  son  volume  le  produit  de 
sa  hase  par  sa  hauleur(213)  pyramide  triangulaire  auror 

donc  pour  mesure  de  son  volume  le  tiers  du  produit  de  sa  lutte  ■' 
par  sa  hauteur. 


L ne  pyramide  queleomjue  a pour  mesure  de  son  vo- 
»'7-  lame  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  han- 
/CMc  (/g^.  217). 

Soit  la  pyramide  polygonale  SABGDE.  Je  la 
partage  en  pyramides  triangulaires,  en  faisant 
passer  des  plans  par  l’arête  S.A  et  les  arêtes  op- 
posées SG,  SD.  Ges  pyramides  triangulaires  au- 
ront pour  hauteur  commune  la  hauteur  SO  de  la 
pyramide  proposée,  et  leurs  bases  ABG,  .AGD, 
composeront  la  base  polygonale  .ABGDE.  Nous  au- 


, > 

. - - 
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i ons  (22^ii) 

\BCi<SO 
py  r.  .*'  \B<  - = 2 ’ — » 

' 

u'.nxso 

])\r.  î>\Llt  = ^ 1 

• 

-4.VC  AÜEXSO 
pyr.  >\l)E=  — 2 .• 

Par  suite. 

, 

pyr.  SABt'DE 

( ABC-i-  \CI)-l-  AI>E)  SO 

ABCDE.SÔ 

~ 3 

“ 3' 

Ainsi,  en  désignant  par  B la  base  de  la  pvramide  cl  jiar  H sa 

, , . BH  , 

hauteur,  son  volume  aura  pour  expression 


On  conclut  de  là  (|u'««t*  jiyramide  quelconque  est  le  liera  du 
[trisme  de  même  base  et  de.  même  hauteur.  ' 

f/expression  trouvée  prouve  aussi  imniédialcnienl  «)uc  ; 
deux  [tyramides  sont  proportionnelles  aux  produits  de  leurs 
luises  par  leurs  hauteurs  ; deux  pyramides  qui  ont  même  hau- 
teur sont  proportionnelles  à leurs  bases  ; deux  pyramides  qui 
ont  même  base  sont  proportionnelles  à leurs  hauteurs. 


226.  Pour  mesurer  le  volume  d’un  polyèdre  quelconque,  il 
faut  le  partager  en  pyramides  ayant  [M>ur  bases  les  différentes 
faces  du  polyèdre  et,  pour  sommet  commun,  un  point  pris  dans 
l’intérieur  du  polyèdre.  En  calculant  les  volumes  de  ces  pyrami- 
des et  on  en  faisant  la  somme,  on  aura  le  volume  du  polyèdre. 

S’il  existe  dans  l’intérieur  du  polyèdre  considéré,  un  point 
qui  soit  à égale  distance  de  toutes  ses  faces,  on  choisira  ce 
point  comme  sommet  commun  des  pyramides,  de  sorti*  qu’elles 
auront  toutes  pour  hauteur  la  distance  de  ce  point  à l’une  des 
faces  du  polyèiire.  En  faisant  la  somme  des  volumes  partiels, 
on  pourra  meure  en  facteur  commun  celle  hauteur  commune. 

’ Le  volume  du  polyèdre  sera  alors  égal  au  tiers  du  produit  de 
l,a>spmme  de  toutes  ses  faces,  c'est-à-dire  au  tiers  du  produit  de 
sa  surface  totale  parcelle  même  hauteur. 


III.  — Surface  et  volume  du  cône. 

2^7.  Si  le  triangle  rectangle  SAC  [,/i{f.  21S)  tourne  autour  do 
Tii;  îiH.  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  SC  commeaxe. 

il  engendrera  un  cône  droit  à base  circulaire. 
Le  côté  C.A  décrira,  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à l’axe  S(i  (1Ü9),  un  cercle  qui  sera  la  base 
du  cône  et  dont  le  centre  sera  sur  l’axe.  L’hy- 
poténuse S.V  engendrera  une  suffacc  courbe 
(jui  sera  la  surface  latérale  ou  convereôyy 
cône  droit.  L’axe  S(i  représentera  la  hauteur 
du  cône,  et  le  point  S en  sera  le  sommet. 
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Ijii  puinl  (|iielfom|ue  V de  lu  druite  SA  d<''ci  il  une  rircoiiU'- 
leiu’O  de  cereU*  dniit  le  nenire  est  sur  l'uxo  et  doiil  le  |duii  est 
|ierpeiidiciiluire  à l’axe;  ear  si  l'on  abaisse;  du  poiiil  A'  la  per- 
peiidieulaire  A'C'  sur  l'axe  SC,  relie  droilo  conservera  la  inènie 
ionj;ueur  pendanl  le  nionvemenl  du  Irianplc  (|ui  engendre  le 
cùnc,  cl  resiera  loujours  perpendiculaire  à l’axe.  En  d’autres 
lerines,  lotit  jthtn  pt^rpeitiUculairt^  à l’axe  du  cône  le  coupe 
snivanl  un  cercle. 

Si  l’on  suppose  une  droiii'  SA  a.slreinle  à |)asser  loujours  par 
le  inèine  point  S de  l’espace,  tandis  ((uc  son  extrémité  A d<>- 
cril  la  circonférence  ADH,  on  aura  un  cône 
oblique  à buse  circuluire  ?tc)',  si  la 

droite  SC  est  obliijnc.  au  plan  de  la  circonfé- 
rence \1)|{,  dont  le  centre  est  (].  la;  cereb; 
ADH  est  la  base  du  cône,  S en  est  le  sommel 
la  perpendiculaire  S(.>,  abaissée  tin  sommet 
sur  la  base,  en  est  la  huiileur. 

Les  sections  faites  dans  un  cône  obli-, 
(]ue  par  di's  plans  parallèles  à la  base 
sont  des  sections  circulairt's.  En  effet,  tout 
plan  passant  par  SC  cou|iera  la  base  et  la  section  suivant  des 
droites  parallèles  CA,  C!  A',  la  surface  du  cône  suivant  S V.  Les 

triangles  SCA,  SC'.A'  étant  semblables,  le  rapport  sera 


C'A' 


SC 


égal  au  rapport  constant  et  comme  CA  est  constant,  C'  V' 


sera  aussi  constant.  La  section,  sera  donc  une  circonférence 
dont  le  centre  sera  sur  SC,  axe  du  cône  oblique. 

A un  point  de  vue  plus  général,  on  appelle  surface  conique. 
toute  surface  engcndn'e  par  une  droite  astreinte  à passer  con- 
stamment par  le  même  point  de  l’espace  en  s’appuvanl  sur  une 
courbe  quelconque  qui  est  la  directrice  de  la  surface,  tandis 
(|iie  la  droite  mobile  en  est  la  génératrice.  Le  point  par  lequel 
passe  constamment  la  génératrice  est  le  sommel  ou  Iç  centre 
de  la  surface  conique  : il  la  divise  en  deux  nappes.  Lorsqu’on 
coupe  une  pareille  surface  par  un  plan  (pii  rencontre  toutes  les 
génératrices  d’une  même  nappe,  b*  volume  conipris  entre  le 
centre  de  la  surface,  la  surface  elle-même  et  le  plan  sécant, 
s’app(‘lle  un  cône.  Le  plan  sécant  en  délcrnrine  la  base,  et  la 
hauteur  Au  cône  est  la  per|iendiculaire  abaissée  du  centre  on 
du  sommel  sur  la  base.  On  suppose,  dans  ce  cas,  que  la  direc- 
trice est  une  courbe  fermée. 

228.  f.a  surface  convexe  d’un  cône  droit  t't  base  circulaire, 
a pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la  circon  férence  de  base 
du  cône  par  Son  côté. 

On  appelle  côté  ou  g('uératrice  d’un  cône  droit  à base 
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rirr.ulaire,  rhjpou'niise  du  Iriansli;  rectangle  générateur. 

Art  surface  totale  (['wne  pyramide  ou  d’un  cône  se  compose 
de  sa  surface  latérale  augmentée  de  la  surface  de  sa  base. 

Inscrivons  dans  le  cône  |troposé  une  pyramide  régulière,  en 
inscrivant  dans  sa  base  0\  \Ji{'.  210)  un  polygone  régulier  et 
en  joignant  les  sommets  de  ce  polygone  au 
sommet  du  cône. 

s A mesure  iju’on  doublera  indéfiniment 

le  nombre  des  côtés  du  polygone  régulier 
inscrit,  son  périmètre  s’appmehera  autant 
qu'on  voudra  de  la  circonférence  0.\,  ijui 
sera  sa  limite  (132).  La  hauteur  des  pyramides 
régulières  correspondantes  restera  toujours 
égale  à la  hauteur  du  cône.  La  surface  to- 
tale du  cône  est  évidemment  plus  grande  que 
la  surface  totale  d’une  pyramide  régulière 
inscrite,  et  elle  en  est  la  limite  puisque  la  base  du  cône  est  la 
limite  des  aires  des  polygones  réguliers  inscrits  successive- 
ment obtenus.  On  peut  donc  dire  aussi  ipie  la  surface  latérale 
du  cône  est  la  limite  de  la  surface  latérale  des  pyramides  ré- 
gulières successivement  construites. 

I.a  surface  latérale  d’une  pyramide  régulière  a toujours  pour 
expression  la  moitié  du  produit  du  |)érinièlre  de  la  base  de  la 
pyramide  par  son  apotlième  (222).  La  limite  d’un  produit  étant 
égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs  (l'.12),  on  pourra 
dire  que  la  surface  convexe  du  cône,  limite  des  surfaces  laté- 
rales des  pyramides  régulières  qui  y sont  inscrites,  est  égale  à 
la  moitié  du  produit  de  la  circonférence  de  hase  du  cône,  li- 
mite des  périmètres  des  bases  des  pyramides  régulières,  par  le 
côté  du  cône,  limite  des  apothèmes  des  pyramides. 

Le  côté  du  cône  est  la  limite  des  apothèmes  des  pyramides, 
parce  que  l’apothème  O g de  la  base  de  la  pyramide  régulière 
inscrite  a pour  limite  le  rayon  ()(«  de  la  base  du  cône. 

Si  l’on  désigne  par  U le  rayon  de  la  base  du  cône  et  par  G son 
côté,  l’expression  de  la  surface  latérale  du  cône  circulaire  droit 
sera 

-ajiH.C  ou  xrKt]. 

Sa  surface  totale  sera  représentée  par 

rllG-t-jrlf  ou  K U (G + 11). 

229..  Le  volume  d'un  cône  quelconque  a pour  mesure  le  tiers 
du  produit  de  sa  buse  par  sa  hauteur. 

D’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  le  volume  de  ce  cône  sera  la 
limite  des  volumes  des  pyramides  régulières  ou  non,  qu’on  y 
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inscrira  en  doublant  indéfininienl  le  nombre  de  leurs  faces. 
(Chacune  de  ces  pyramides  aura  pour  mesure  de  son  volume 
le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  qui  sera  aussi 
celle  du  cône  (228).  Le  volume  du  cône  aura  donc  pour  ex- 
pression le  tiers  du  produit  de  sa  hauteur  par  la  surface  de  sa 
base,  limite. des  bases  des  pyramides  inscrites. 

S’il  s’agit  d’un  cône  circulaire  droit  ayant  R pour  rayon  de 

sa  base  et  II  pour  hauteur,  son  volume  sera  C4;al  à ^ r R’ II. 

Tout  cône  est  le  tiers  du  cylindre  de  même  base  et  de  même 
hauteur.  Deux  cônes  quelconques  sont  proportionnels'  aux 
produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  Deux  cônes  qui  ont 
même  base,  sont  proportionnels  à leurs  hauteurs;  deux  cônes 
qui  ont  même  hauteur,  sont  proportionnels  à leurs  hases. 

230.  Deux  cônes  circulaires  droits  sont  semblables,  lorsqu’ils 
sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables.  Leurs 

. surfaces  convexes  ou  totales  sont  proportionnelles  aux  carrés 
des  rayons  de.  leurs  bases  ou  aux  t'arrés  de  leuis  hauteurs  i leurs 
volumes  sont  proportionnels  aux  cubes  des  mêmes  éléments 
(même  démonsiraiiou  qu’au  n“  217). 

IT.  — Développement  d’on  cylindre  ou  d'un  cône  circulaire  droit. 

231.  On  peut  trouver  l’expression  de  la  surface  latérale  d’un 

cylindre  ou  d’un  cône  circulaire  droit  d’une  autre  manière  qu’il 
est  bon  de  connaître.  > . * 

Soit  le  cylindre  AR.  Considérons  sur  sa  surface  des  généra- 
trices ab,  ’ed,  ef,  gh,  etc.,  assc7,  rapprochées  pour  qq.’on 

puisse  regarder  ccunme 
planes  les  portions  de 
surface  qu’elles  com- 
prennent [fig.  221  ).  On 
pourra  faire  tourner  le 
plan  abdc  autour  de  cd, 
de  manière  a l’amener 
dans  le  prolongement  du 
plan  edfe.  On  pourra  faire 
tourner  les  deux  plans 
réunis  autour  de  ef,  de  manière  à les  amener  ensemble  dans  le 
prolongement  du  plan  efhg;  et  ainsi  de  suite.  On  conçoit  donc 
qu’on  pourra  étendre  ou  développer  toute  la  surface  latérale  du 
cylindre  sur  un  même  plan  sans  déchirure  ni  duplicature.  On 
obtiendra  comme  dévelôppement  un  rectangle,  car  les  élé- 
ments ac,  ce,  eg,  etc.,  de  la  circonférence  OA  se  placeront  en 
ligne  droite,  et  lés  génératrices  du  cyWnôrc,  perpendiculaires  à 
II.  Il 
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res  /‘léments,  seront  por|)endiculaires  à la, droite  obtenue.  I)e 
sorte  iiu’en  fondant  le  c^^ndre  AB  suivant  la  génératrice  AB, 
et  en  étendant  sa  surlacé  sur  un  plan,  cette  surface  deviendra 
un  rectangle  ABDi;,  dont  la  base  A(;  représentera  la  circonfé- 
rence OA  rectifiée,  et  dont  la  hauteur  AB  sera  celle  du  cv- 
lindn». 

Soit  le  cône  SA.  Considérons  sur  sa  surface  des  génératrices 
S(7,  SA,  Sc,  Sf/,  etc.,  assez  rapprochées  pour  qu’on  puisse  re- 
pjj,  ’ garder  comme  planesles  portions  de  sur- 
face qu’elles  comprennent  {fi}^.  î.aît).  On 
pourra  faire  tourner  le  plan  aSô  autour 
de  Sô,  de  maïuère  à l'amener  dans  le  pro- 
longement du  plan  ôSc.  On  pourra  faire 
tourner  les  deux  plans  réunis  autour  de 
Sc,  de  manière  <à  les  amener  ensemble 
dans  le  prolongement  du  plan  cSr/  ; et 
ainsi  de  suite.  On  conçoit  donc  qu’on- 
pourra  étendre  ou  développer  toute  la 
surface  latérale  du  cône  sur  un  .même 
plan,  sans  déchirure  ni  duplicature.  On 
obtiendra  comme  développement  un  sec- 
teur eirrulaire,  car  tous  les  points  de  la  circonférence  OA  res- 
teront, dans  le  développement,  à égale  distance  du  sommet  S; 
c’est-à-dire  que  cette  circonférence  se  développant  suivant  un 
arc  de  cercle  tel  (jue  AC,  la  surface  du  cône  se  développera 
suivant  le  secteur  ASC  qui  a pour  mesure  la  moitié  du  produit 
de  l'arc  qui  lui  sert  de  base  par  son  rayon  (14o). 

Toute  section  déterminée  sur  la  surface  conique  par  un  plan 
parallèle  à sa  base  se  développera  évidemment  de  la  même 
ma^tière  suivant  un  arc  de  cercle  ayant  pour  centre  le  point  S 
et  pour  rayon  la  portion  de  génératrice  intérceptée  entre  le 
sommet  du  cône  et  le  plan  sécant  : cet  arc  sera  d'ailleurs  limité 
aux  rayons  qui  limitent  le  secteur  ASC. 

Il  est  facile  de  calculer  le  nombre  de  degrés  de  l’arc  AC  qui 
représente  le  développement  de  la  circonférence  OA.  En  dé- 

, n AC  • 

signant  ce  nombre  rie  degrés  par  /»,  on  aura  -r-r-  - — 

. J()Ü  2 TT 


SA 
Si  OA  est 


Mais  on  a AC  = su  .OA.  Il  viendra  donc  « — 36o.  ~ 

égal  à la  moitié  de  SA,  on  a n = 180“,  et  le  développement  de 
la  surface  conique  correspond  à une  demi-circonférence.  Ouand 
le  diamètre  AB  de  la  base  du  cône  est  ainsi  égal  à son  côté  SA, 
le  triangle  SAB  devient  équilatéral,  et  le  cône  est  un  cône  éçui- 
fatéral. 

Quand  le  cône  est  équilatéral,  il  est  facile  d’r^xprimer  sa  sur- 
face et  son  volume,  en  fonction  de  son  côté.  . 1 
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CHAl’lTRE  III.-. 

I.KS  CORPS  TRONQI  KS 


t 

232.  Si  l’on  roupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faceS  latérales,  le  corps  compris  entre  la  base  de  la 
pyramide  et  le  plan  sécant  s’appelle  pyramide  tronquée  oif 
tronc  de  pyramide. 

Supposons  une  pyramide  régulière  coupée  par  un  plan  pa- 
rallèle à sa  base,  et  cherchons  l’expression  de  la  surface  du 
tronc  de  pyramide  obtenu  [Jig; 


Fig.  jî3. 


■\BGDE  et  rticrfe  seront  les  deux  bases  du 
tronc,  sa  hauteur  sera  leur  distance. 

F.a  section  abcde,  semblable  à la  base 
ABCDE  (219),  sera  comme  elle  un  polygone 
régtilier.  Les  faces  latérales  de  la  pyramide 
régulière  SABCDE  étant  des  triangles  iso- 
cèles égaux,  les  faces  latérales  du  tronc  de 
pyramide  régulier  seront  des  trapèzes  iso- 
cèles égaux  (47).  La  hauteur  de  tous  ces 
trapèzes  sera  égale  à la  partie  HA  de  l’apo- 
thème SH  de  la  pyramide  régulière  (222), 


interceptée  par  les  deux  bases  du  tronc 


La  face  AE  ea  aura  pour  mesure  de  sa  surface H A ; 

a 

si  la  base  du  tronc  a n côtés,  sa  surface  latérale  sera  égale  à 
n fois  celle  du  trapèze  AEca,  c’est-à-dire  à 
maisn.AE  cxn.ae  représentent  les  périmètres  P et  p des  deux 
bases  du  tronc,  et  l’expression  cherchée  deviendra — ^^-HA. 

9. 

Par  conséquent,  la  surface  latérale  if  un  tronc  de  pyramide 
régulier  est  égale  à la  demi-somme  des  périmètres  des  deux 
bases,  multipliée  par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux 
côtés  homologues  des  deux  bases.  On  pourrait  appeler  cette 
droite /’rty»o/Aéwie  du  tronc  de  pyramide  régulier. 


233.  Cherchons  maintenant  le  volume  d’un  tronc  de  pyra- 
mide quelconque,  A bases  pappllèles,  et  considérons  d’abord  un 
tronc  de  pyramide  triangulaire. 

' Ln  tronc  de  pyramide  à bases  parallèles  équivaut  à la  somme 
de.  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  ta  hauteur  ~ 
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du  tronc  et,  pour  buses  respectives,  lu  base  inférieure  du 
tronc,  sa  base  supérieure,  la  moyenne  proportionnelle  entre 
scs  deux  bases  [Jig-  224  ). 

Soit  le  tronr  dft  pynimide  trhm^ulairr 
à bases  parallèles  AlbiDEF.  Je  fais  pas- 
ser mi  plan  par  l<*s  trois  soininclS  A,  E,  C; 
Je  (bytaehe  ainsi  du  tronc  la  pyramide 
triangiilain*  EAISE,  r|iii  a pour  base  la  base 
inférieure  du  tronc  et  pour  hauteur  la  hau- 
teur du  tronc,  puisque  son  soininet  E ap- 
partient à sa  base  supérieure. 

Il  reste  la  pyramide  quadrangulatre 
EACFD.  Je  la  décompose  en  deux  jjvrainides  triangulaires,  en 
menant  le  plan  DEC.  I.a  pyramide  EDCF,  (pii  a pour  sommet 
le  point  E et  pour  base  DCF,  peut  être  regardée  comme  ayant 
pour  base  DEF,  c'est-à-dire  la  base  supérieure  du  tronc,  et 
pour  banteur  la  hauteur  du  tronc,  puisijue  son  sommet  C ap- 
partient alors  à la  base  inférieure  du  tronc. 

La  seconde  pyramide  triangulaire  EDAC,  a pour  sommet  le 
point  E et  pour  base  DU!.  Menons’la  parallèle  EG  à DA  : EG 
sera  dans  le  plan  DAH  et  coupera  \B  au  point  G,  I.a  pyramidi^' 
EDAC  sera  éipiivalente  à la  pyramide  GDA(^  Ces  deux  pyra- 
mides auront  en  effet  la  même  base  D \C.  ; elles  auront  aussi  la 
même  bauteur,  car  EG  étant  parallèle  à DA,  sera  parallèle  à la 
base  D\(]  (1G7,  223).  Mais  la  pyramide  (îDAC  peut  être  regar- 
dée comme  ayant  pour  sommet  le  point  D et  pour  base  AGC; 
elle  a donc  pour  bauteur  la  bauteur  du  tronc,  et  il  reste  à 
prouver  cpie  le  triangle  AGC  est  la  moyenne  proportionnelle 
des  deux  bases  du  tronc. 

Alenons  (îll  parallèle  à BC  ou  à EF  : les  deux  triangles 
AGIl,  DEF,  seront  égaux  comme  ayant  un  cêilé  égal  adjacent  à 
deux  angles  égaux  chacun  à chacun  : les  angles  sont  égaux 
par  suite  du  parallélisme  de  leurs  ci'ités  et,  dans  le  parallélo- 
gramme ADEG,  on  a 

AG  = DE. 

(^eci  posé,  comparons  les  triangles  ABC  et  AGC.  Ils  ont 
même  sommet  C,  et  leurs  bases  AB,  AG,  sont  en  ligne  droite  : 
ils  ont  donc  même  hauteur  et  sont  proportionnels  à leurs  bases. 
Oh  peut  donc  écrire 

ABC  _ AB 
• AtiC  “,AG  ■ 

Comparons  de  môuie  les  triangles  A(«C  et  AGIl.  Ils  ont 
même  sommet  (i,  et  leurs  bases  AC,  Ail,  sont  en  ligne  droite  : 
ils  ont  doiiomême  hauteur  et  sont  proportionnels  à leurs  bases. 


Fie-  ij.’i. 
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On  peut  donc  écrire 


AGC 

\GiI 


AC 

AU 


• Mais  la  parallèle  GU  à BC  perinét  de  poser  • 

AB  _ ^ 

■ . AG  — AII.j 

On  aura,  par  suite,  en  remplaçant  AGU  par  son, égal  DEF, 

ABC  _ AGC 
AGC  “ DEV 

Étendons  le  théorème  au  cas  d’un  Irunc  de  pyramide  à hases 
parallèles  quelconque  [fig-  aaS). 

Soit  le  tronc  polygonal  GUIKLMM*,  obtenu  en  coupant  la 
pyramide  TGHIK.  par  un  plan  parallèle  à sa  base.  Je  construis, 
JJ.  dans  le  plan  de  la  base  GUIK, 

” ■ un  triafiglc  ABt;  qui  lui  soif 

équivalent  (141);  et,  sur  la 
base  ABC,  j’élève  une  pyramide 
triangulaire  SABC  ayant  même- 
hauteur  que  la  pyramide  poly- 
gonale. I.es  deux  pyramides 
SABC,  TGHIK,  seront  équiva- 
lentes, puisqu’elles  auront  la 
même  mesure  (2-i3).  Si  l'on 
prolonge  'alors  le  plan*  de  la 
section  LMNP,  ce  plan  viendra 
déterminer  dans  la  pyramide 
. S VBC  une  section  DEF  équiva- 

lenle  à la  section  LMNP  (220)  ; de  sorte  que  les  deux  pyra- 
mides TLMNP  et  SDEF  seront  aussi  équivalentes.  Le  tronc 
polygonal  GlllKLMN’P,  différence  des  deux  pyramides  TGHIK 
et  TLMNP,  sera  donc  équivalentau  tronc  de  pyramide  triangu- 
■ laire  AÉCDEF,  différence  des  deux  pyramides  SABC  et  SDEF. 

. Et  comme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équivalent  à 
la  somme  de  trbis  pyramides  qui  ont  pour  hauteur  commune 
la  hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  sa  base  supé- 
rieure, sa  base  inférieure,  la  moyenne  proportjunnelle  de  ses 
deux  bases,  il  en  sera  de  même  du  troué  do  pyra^dc  poly- 
gonal. 

Désignons  par  B la  base  inférieure  d’un  icèllé  fle'pyramide  à 
bases  parallèles  quelconque,  par  b sa-'.btem^suÿérieure,  par  h 
sa  hauteur;  son  volume  V seraaigal  Jida  somme 

■ , , , _ 

- B /i  -t-  - è/i  -4-  - VBT»  . /n  - w 
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On  aura  donc  la  formule 


= I -H  + v'Bî) . 


On  peut  lui  donner  une  autre  forme  et  éviter  l’extraction  de  la  , 
racine  carrée. 

Les  deux  bases  B et  Arianl  semblables,  désignons  par  A et  « 
deux  côtés  homologues  de,çes  bases.  On  aura  (148) 


B «’  , 

ï = V’' 


ô = B.g. 


Fiç.  2t6. 
•« 


Si  l’on  remplace  b par- cette  valeur,  la  formule  devient 

^d’où,  en  simplifiant  et  en  ordonnant, 

Bh  f a a' \ ■ . . 

' = -3  (■+Â+ïï)-  , ■ • 

234.  Lorsqu’on  coupe  un  cône  circulaire  droit  par  Un  plan 
parallèle  à sa  base,  le  corps  compris  entre  la  base  du  cône  et 
. la  section  obtenue  est  un  tronc  de  cône  circulaire  drüit  à 
bases  parallèles. 

Les  cercles  OA  et  IC  {Jig.  226)  sont  les  bases  du  tronc,  01 
en 'est  la  hauteur,  AC  est  son  apothème  ou  son  côté.  On  voit 
que  le  tronc,  de  cône  considéré  peut  être 
regardé  comme  engendré  par  le  trapèze  rec- 
tangle AOlC,  tournant  autour  du  côté  01 
perpendiculaire  aux  deux  bases.  .OA  et  IC 
engendrent  les  deux  bases  du  tronc,  AC  en- 
gendre sa  surf({ce  latérale  ou  convexe. 

Si  l’on  inscrit  une  pyramide  régulière  dans 
le  cône  SOA  (228),  on  inscrira  en  même 
temps  un  tronc  de  pyramide  régulier  dans 
le  tronc  de  cône  AOIC.  Et  de  même  que  la 
surface  totale  du  cône  est.  la  limite  dè  la 
surlace  toUÎIc  djç  la  pyrainide  inscrite,  la  surface  totale  dir 
tronc  de  fône'^sera  la  limite  de  la  surface  totale  du  tronc  de 
pyramidà  inscrit^ puisque  les  deux  bases  de  ce  dernier  corps 
ont  pour  lintiti^j^especiives  et  simultanées  les  deux  bases 
du  tronc  de  cône.  Il  en  résulte  que  la  surface  latérale  du 
tronc  de  c^o  est  in  limite  de  la  surface  latérale  du  tronc 
de  pyramide  ii'scrU|  .ji  mesure  qu’on  double'  indéfiniment 
le  nombre  de  sè»raices;  et  comme  cette  surface  est  égale  à la 
«lemi-soiumc  des  périmclrcs  des  bases  du  tronc  de  pyramide 
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multipliée  par  son  apothème  ('23*2),  la  surface  du  tronc  de  cône 
aura  pour  expression  ta  demi-somme  des  circonférences  de  ses 
bases,  limites  des  périmètres  des  hases  du  tronc  de  pymmide, 
multipliée  par  l'apothème  ou  le  côté  du  tronc  de  cône,  limite  de 
l’ apothème  du  tronc  de  pyramide  (125). 

Soient  R cl  r les  rayons  des  bases  du  tronc  de  cône  circu- 
laire droit  proposé  et  L son  côté  ; sa  surface  latérale  sera  égale  à 


27tR  -I-  27T/' 


■ L ou  à re  { R -f-  /■) . L. 


-J 


Celte  surface  est  susceptible  d’autres  expressions  impor- 
tantes à connaître.  ‘ /•' 

Soit  227)  le  trapèze  rectangle  AOIC qui  engendre  le  tronc 
de  cône;  menons  par  le  point  Ë,  milieu  de  AC.uneparallèleaux 
deux  bases  du  trapèze  ; celle  parallèle  El»  sera  égale  à la  demi- 
somme  des  deux  bases  OA,  IC  (140)-.  Par«uile,  la  circonfé- 
rence* de  la  section  menée  dans  je  tronc  de  cône  à égale' 
distance  des  deux  bases  est  la  moyenne  arithmétique  des  cir- 
conférences de  ces  deux  bases.  On  aura  donc 

cire  E(i.=  7i-[R  4- r), 

et  l’on  pourra  dire  que  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône 
est  égale  à son  côté  multiplié  par  la  circonférence  de  la  sec- 
tion menée  à égale  distance  des  deux 
bases. 

Ceci  posé,  considérons  toujours  le  tra- 
pèze générateur  AOIC  {fg.  2^7),  et  éle- 
vons au  point  E,  milieu  de  AC,  la  per- 
, pendiculaire  EM  au  côté  AC;  abaissons  du 
\u  point  C la  perpendiculaire  CK  sur  .40. 
F-es  deux  triangles  formés  EMC  et  Al'.K 
seront  semblables,  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun.  On  aura  donc 

EC  CK  , cire  EG CK 

■ËM~'ÂC’  ci7?EM“ÂC’ 


C, 

é^^V'^TX 

1 0 ^ 

On  en  déduit  : cire  EG  X AC  œ cire  EM  X CK.  I.c  premier 
membre  de  celle  égalité  représentant  la  surface  du  tronc  de 
Cône,  il  en  l'st  de  même  du  second  meinbre.  On  peut  donc 
.d  ire  encore  que  la  surface,  latérale  d'un  tronc  de  cône  est  égale 
à sa  hauteur,  multipliée  parla  circonférence  qui  a pour  rayon 
l a perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  côté,  jusqu’à  la  ren- 
contre de  l'axe. 

Toutes  CCS  mesures  conviennent  aussi  à la  surface  convexe 
d’un  cône  circulaire  droit,  car  un  cône  est  un  tronc  de  cône 
doiil  la  base  supérieure  sc  réduit  à son  centre. 


Digiiized  by  Google 


r.ÉOMÉTIUE. 


l68 

23o.  Tout  tronc  de  cône  à bases  parallèles  est  équivalent  à 
trois  cônes  ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc, 
et  pour  bases  respectives  la  base  inférieure  du  tronc,  sa  base 
supérieure,  la  moyenne  proportionnelle  de  ses  deux  bases. 

D'après  ce  (pii  préfède,  le  volume  du  tronc  de  cène  proposé 
sera  la  limite  des  troncs  de  pyramide,  réguliers  ou  non,  qu’on 
y inscrira  en  doublant  indéliniment  le  nombre  de  leurs  laces. 
En  désignant  par  h la  hauteur  du  tronc  de  cône,  par  H'  et  b' 
les  bases  d’un  ironc.de  pyramide  inscrit,  le  volume  V'  de  ce 
tronc  de  pyramide  aura  pour  expression  (:233) 

, 

Désignons  par  V’  le  volume  du  tronc  de  cône,  par'B  sa  base 
inférieure,  par  b sa  base,  supérieure.  V ' aura  pour  limite  V ; h 
restera  constant  ; B'  et  b'  auront  pour  limites  respectives'  B et  b, 
de  sorte  que  le  produit  R'b'  aura  pour  limite  le  produH  B 6. 
La  somme  R'  y- b'  -ys/Wb'  aura  donc  pour  limite  la  somme 
‘ B -t-è  4- v'ÏT  (132),  et  l’on  pourra  poser 

v=|(B4-èVt/B6).  . . 

Désignons  par  R et  par  r les  rayons  des  bases  du  tronc  de 
cône  proposé  ; on  aura 

B = TT  RS  b=ity,  v^Bè  = y^ffR’.TT/-’ = irRr.  ^ 

Il  viendra  par  suite 

V=^(R»-4»^  + Rr). 

l n tronc  de  cône  à bases  parallèles  est  équivalent  à la  somme 
d'un  cylindre  et  d’un  cône  ayant  même  hauteur  que  le  tronc, 
et  pour  rayons  de  leurs  bases  respectives  la  demi-somme  et 
la  demi-différence  des  rayons  des  bases  du  tronc. 

On  peut,  en  effet,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  rempla- 
cer la  parenthèse  R’  4-  r*  -|-  R r par  la  somme 

On  trouve  alors 


ce  qui  justifie  l’énoncé. 

Quand  la  différence  .des  ray  ons  R et  r est  très-petite,  On 
peut  négliger  le  second  terme  de  l’expression,  et  regarder  le 
cône  tronqué  comme  équivalent  à un  cylindre  de  même  hau- 
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leur,  qui  a pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  à 

égale  distance  de  ses  deux  bases.  C’est  la  formule  ainsi  sim- 

(R  -|-  r\’  ' 

— - — j . A,  qu’on  epiploie  constamment  pour 

le  cubage  des  arbres  non  cquarris. 

La  formule  nonsimplifiéeaété  employée pourle_/««g'cag'c des 
tonneaux.  On  considère  alors  le  tonneau  228)  comme  formé 
de  deux  troncs  de  cône  identiques  opposés  par 
leur  grande  base.  Si  r repré'sente  le  rayon  du 
fond  du  tonneau,  R le  rayon  de  la  grande  base 
ou  de  la  bonde,  h la  longueur  du  tonneau,  on 
aura  pour  la  somme  des  volumes  des  deux 

troncs  de  cône  :\  =~  ^R*-f-r’-(-  Rr^  Cetté 

formule  donne  un  résultat  trop  faible,  ])uis- 
qu’on  néglige  tout  le  volume  engendré  par  le  segment  AMR 
compris  entre  fa  génératrice  rectiligne  AB  et  la  génératrice 
curviligne  AMR.  A plus  fortf  raison,  la. formule  simplifiée 


Fig.  aaS. 


. h doit-elle  être  rejetée. 


En  Angleterre,  on  emploie  la  formule  suivante  proposée  par 
Onghtred,  et  qui  consiste  h remplacer  dans  l’expression  des 
deux  troncs  de  cône,  R/'  par  R’;  cette  formule  est  donc 


En  France,  on  fait  usage  d'une  forninlfe  due  à Dez,  qui  assj- 
müe  le  tonneau  à un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  longueur 
du  tonneau,  et  pour  rayon  de  sa  base  l’excès  du  rayon  de  la 
3 

bonde  sur  les  7;  de  la  différence  qui’ existe  entre  le  rayon  de 

O 

la  bonde  et  celui  du  fond  : cette  formule  est  donc 


Elle  donne  un  résultat  moindre  que  celui  fourni  par  la  for- 
mule d’Oughtred. 

236.  Le  volume  d’un  tronc  de  prisme  tnangnlaire  est  équi- 
valent à trois  pyramides  ayant  pour  hase  commune  la  base 
inférieure  du  tronc,  et  pour  sommets  respectifs,  les  sommets 
de  sa  base  supérieure  [fig-  aaq)- 

Lorsqu’on  coupe  un  prisme  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  les  faces  latérales,  le  corps  compris  entre  la  base  infé- 
rieure du  prisme  et  le  plan  sécant  s’appelle  prisme  tronqué 
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OU  tronc  de  prisme.  La  section  qui  a délerniiné  le  tronc  -de 
prisme,  représenté  sa  base  supérieure. 

‘ Fig.  239.  Soit  le  tronc  de  prisme  triangulaire 

ABCDEF.  Je  mène  un  plan  par  les  trois 
sommets  A,  (',  E,  et  je  détache  du  tronc 
la  pyramide  triangulaire  EAB<;,  qui  a. 
pour  base  ABt;  et  pour  sommet  le 
• point  E.  • 

Il  reste  la  pyramide  quadrangulaire 
E VCFl).  Je  la  partage  en  deux  pyramides 
triangulaires,  en  menant  le  plan  DEC.  La 
pyramideEAUC,  quia’pour  sommet  le  point  E et  pour  base  ADC, 
est  équivalente  à la  pyramide  BADC  (|ui  a la  même  base  et  la 
même  hauteur,  puisque  son  sommet  B est  situé  sur  la  paral- 
’lèle  menée  à DA  ou  au  plan  \DC  par  le  sommet  E.  Mais  la  py- 
ramide BADC  peut  être  regardée  comme  ayant  son  sommet  en 
D,  et  sa  base  est  alors  ABC. 

La  pyramide  EDCF,  qui  a pour  sommet  le  point  E et  pour 
base  CFD,  peut  être  regardée  comme  ayant  son  sommet  en  D 
et  pour  base  ECF.  Elle  est  équivalente  à la  pyramide  ABCF, 
qui  a pour  sommet  le  point  A et  pour  base  BCF.  En  effet,  les 
deux  bases  ECF,  B(]F,  sont  des  triangles  équivale.nts,  puisque 
leurs  sommets  E et  B sont  sur  un  même  parallèle  à leur  base 
commune  CF.  Les  hauteurs  des  deux  jjyramides  considérées 
sont  égales,  car  les  deux  sommets  D cl  A sont  situés  sur  une 
parallèle  à CF  et,  par  conséquent,  au  plan  commun  des  deux 
bases.  Les  deux  pyramkles  EJ)CF,  ABCF,  sont  donc  bien  équi- 
valentes (223).  Mais  la  pyramide  ABt^F  peut  être  regardée 
comme  ayant  son  sommet  en  F,  et  sa  base  est  alors  AB(^. 

Le  prisme  triangulaire  tronqué  est  donc  bien  équivalent  à la 
sonime  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  ABC  et 
pour  sommets  respectifs  les  points  E,  D,  F. 

Si  l'on  désigne  par  B la  base,  du  tronc  de  prisme,  par//,  h',  h", 
les  hauteurs  des  sommets  E,  D,  F,  au-dessus  du  plan  de  la 
base  inférieure,  le  volume  N du  tronc  du  prisme  seca  égal  à 
B/i  BA’  BA" 


On  aura  donc 


A-hA'-i-A"' 


Si  le  tronc  de  prisme  est  droit,  ses  hauteurs  A,  A',  A",  se  con- 
fondent avec  ses  arêtes  latérales  a,  a',  a",  et  l’on  a 

V = B 

Celte  fomiule  est  applicable  à un  tronc  de  |irisine  obliipir. 
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pourvu  qu’on  remplace  la  base  B par  la  section  droite  S du 
tronc  de  prisme.  En  effet,  cette  section  droite  divise  le  ponc 
de  prisme  oblique  en  deux  troncs  de  prisme  droits  dont  elle 
est  la  base  commune.  Soient  e et  e,  les  volumes  de  ces  deux 
troncs;  soient  a,  d , a",  les  arêtes  du  premier,  a,,  a',,  «*, , les 
arêtes  du  second.  Gn  aiira 

3 -j,  «,=S(_ J -j. 

Ajoutons  CPS  deux' expressions  et  désignons  parA  — 

A'  = ff' -f-a',,  A"  = a''-t-a’,  Içs  arêtes  latérales  du  tronc  de 
prisme  oblique  dont  le  volume  est  V ; nous  aurons'' 

' A+  A''^ 


= S(: 


Fig.  33o. 


Ainsi,  d’une  manière  générale,  le  volume  d’un  tronc  de 
prisme  triangulaire  est  égal  au  produit  de  sa  section  droite  par 
la  moyenne  arithmétique  de  ses  trois  arêtes  latérales. 

’ .Les  expressions  des  volumes  calculés  jusqu’iéi  reviennent 
toqies  ou  produit  d’une  aire  par  une  longueur,  c'est-à-dire  à 
un  produit  de  trois  facteurs  puisque  l’évaluation  d’une  aire 
en  coDïprend  deux.  Et  ce  produit  de  trois  facteurs  correspond 
à la  mesuré  d’un  parallélipipède  rectangle,  équivalent  au  vo- 
lume proposé  (209).  I 

237.-  Tout  parallélipipède  tronqué  a pour  mesure  le  produit 
de  sa  section  droite  par  la  moyenne  arithmétique  de  deux  de 
ses  arêtes  latérales  opposées  ou  non  con- 
sécutives [fig.  ?.3oJ.. 

Je  suppo.se,  pour  plus  de  simplicité, 
que  la  base  .VBIID  spit  la  section  droite 
du  pandlélipipcde  tronqué  proposé.  La 
section  EFtîlI,  base  supérieure  du  tronc, 
sera  un  parallclogramnie  (202).  Soient  K 
et  0 les  centres  des  deux  bases,  la  ligne 
OK  sera  évidemment  parallèle  aux  arêtes 
latérales  du  tronc;  en  effet,  dans  le  trapèze  .\E(îr.,  par  exem- 
ple, elle  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles. 

Ceci  posé,  lè  plan  diagonal  AEtlC  partage  le  volume  consi- 
déré en  deux  tronesde  prisme  Iriangulaires  ABCEFG,  ADCEHG^ 
Le  volurfie  du  premier  (236)  sera  égal  à 

BF 


ABC 


le  volume  du  second  à 


ADC 


U 


' AE-+^mi  -f  CG' 
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Si  l'oM  ajoule  ces  deux  expressions  el  si  l’on  remarque  que  les 
deux  Iriajigles  ABC,  ADC,  sont  égaux,  ou  aura,  eu  appelant  V 
le  volume  cherché, 

..  / ?.AK-f-aC(l -4- BK-i-nH' 

V =AB(,  ( - X— ~ 

Mais  le  trapèze  AEliC  donne  ?.(AE-4-  (Xi)  r=4^B.;  de  même, 
le  trapèze  BFIII)  donne  BF  -t-  DH  = aOK.  Par  suite, 

v=ab(:.2  0k=2ABC.ok  = ab(:d.ok. 


AE  + CG  *,  BF-hDH 
ou  a 1 


l’énoncé  est  bien 


OK  étant  égale  à 
justifié. 

238.  Les  amas  de  pierres  établis  de  distance  en  distance'  le 
long  des  roules,  les  fossés  ou  cuvettes  destinées  à rendre  plus 
rapide  récoulemeni  des  eaux  de  manière  à mahitenir  la  chaus- 
sée en  bon  étal,  les  tombereaux,  etc.,  ont  la  forme  de  prismes 
(jundrangulair’es  tronqués  aux  deux  extrémités.  Deux  des  faces 
latérales  sont  des  rectangles  inégaux,  les  deux  autres  facessont 
des  trapèzes  isocèles  égaux.  Les  deux  troncatures  ou  les  deux 
bases  sont  alors  deux  trapèzes  isocèles  égaux.  Lorsqu'il  s’agit 
d’un  amas  de  pierres,  le  tronc  repose  sur  le  sol  "par  sa  plus 
grande»face  rectangulaire. 

On  obtiendrait  le  volume  dont  nous  nous  occupons  en  cou- 
pant un  prisme  quadrangulaire  droit  avant  pour  bases  des  tra- 
pèzes isocèles,  par  deux  plans  menés  chacun  par  la  grande 
base  de  ces  lra|)èzes  et  également  inclinés,  l'un  au-dc'ssous  de 
la  base  supérieure,  l'autre  au-dessus  de  la  base  inférieure  du 
prisme. 

Soit  à calculer  le  volume  de  l’amas  ABCDA'B'fXD'  {Jtg-  23i). 
Nous  décomposerons  ce  volume  en  deux  prismes  triangu- 
laires tronqués,  en  menant  le  plan  diago- 
nal CDA'B'.  Si  MNKLest  la  section  droite 
du  tronc  de  prisme  quadrangulaire,  MNL 
sera  la  section  droite  du  tronc  de  prisme 
triangulaire  ADA'  B(^B',  et  NLK  sera  la 
section  ib-oile  du  tronc  de  prisme  trian- 
gulaire DA' D' CB' (7.  Je  désigne  par  n et  6 
les  dimensions  du  rectangle  ABCD,  paru' 
et  l>'  celles  du  rectangle  A'B'(7D'.  Je  re,- 
présente  par  /i  la  distance  de  ces  deux-  faces  du  tronc,  c’est- 
à-dire  la  hauteur  LH  du  triangle  MNL  ou  du  triangle  NLK; 
en  effet,  la  section  droite  MM.K  est  perpendiculaire  aux  plans 
des  deux  faces  latérales  considérées  { 183).  Je  remanpie  enfin 
que  AIN  est  égale  à ftel  que  KL  est  «‘gale  à h'.  ■ 


Fig . a3  : . 
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(Jeci  posé,  le  'volume  du  Ironc  de  prisme  triangulaire 
\DA'BCB',esl  égala  (23Ü) 


b h ! 7.  n-\-  'a!  \ 

T \~jr- )■ 


De  même,  le  volume  du  tronc  de  prisme  triangulaire 
DA'  D' CB'  C'"  est  égal  à 

1/  fl  / 9 a'  -h a\ 


{■"'T-} 


'En  désignant  le  volume  cherché  par  V,  on  aura  donc 
' • - b/t , b'  h ■ , . 

\ (_2rt+rt')-+--^(2a  4-rt). 

Si  b'  devenait  nulle,  on  aurait 


bh  , 

V = ^(2rt  + « )• 


Cette  formule  représente  le  volume  d'un  prisme  triangulaire 
tronqué  à 'ses  deux  extrémités,  ayant  pour  faces  latérales  un 
rectangle  et  deux  trapèzes  isocèles  égaux,  et  pour  bases  ou 
troncatures  deux  triangles  isocèles  égaux.  Certains  toits,  les 
piles  de  boulets  dans  les  parcs  d’artillerie,  etc.,  ont  cette  » 
forme.  , 

Si  les  rectangles  ABCl),  A'B'C'D',  étaient  semblables,  les 
arêtes  AA',  BB',  CC',  DD',  prolongées,  iraient  aboutir  au  même 
point,  et  l’on  pourrait  regarder  le  volume  ABCDA'B'C'D' 
comme  un  tronc  de  pyramide  à bases  parallèles.  On  aurait, 
dans  ce  cas (233) 

\ = t[ab  + a'b' ^Sjaba'b')-  / '' 

4" 

f-J 

11  est  facile  de  prouver  l’identité 'de  cette  formule  «l  de  la 

fl  <1^  * ^ 

précédente,  en  tenant  compte  de  la  condition  ^ ‘ 

■■  En  effet,  la  formule 

, ■ bh  , , . b'  h , , , 

peut  s’écrire 

h ( , a' b ...  nb'\ 
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Mais  la  romlilion  ? = ^ donne  a'b.=^(tb'.  11  viendra  donc 
b b 

\z=/l(ab  + a’b'-+-ab').  . ' ^ ' 

Il  reste  à prouver  que  ab'  = sjabâ'b',  ce  qui  est  évident,  puis- 
qu’on peut  remplacer  sous  le  radical  a'  b par  ab'.  , 


f 

CHAPITRE  IV. 

DES  POLYÈDRES  SYMÉTRtQrES. 


239.  Deux  points  A et  A'  \jig.  23?.)  sont  spnélriques  par 
rapport  à un  point  ou  centre  de  sy  métrie  O,  lorsque  le  point  O 
est  le  milieu  de  la  droite  AA'. 

Deux  points  A et  A'  (fig.  ?33  ) sont  symétriques  par  rapport 
à une  droite  ou  axe  de  symétrie  xy,  lorsque  la  droite  xy  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  AA'. 

Deux  points  A et  A'  {fg.  234)  sont  symétriques  rapport 


Eig.  93î. 

A’  O A 

» r — 


Fig.  î33. 

I* 


Fig.  334. 

; r 


à un  plan  I’,  lors(|ue  le  plan  P,  appelé  plan  de  symétrie,  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  la  droite  AA'. 

Deux  figures  sont  dites  symétriques  par  rapport  à un  centre,  à 
un  are  ou  à un  plan,  lorsque  tous  leurs  points  sont  deux  .à  deux 
symétriques  par  rapport  à ce  centre,  à cet  axe  ou  à ce  plan. 
Les  ponits  symétriques  des  deux  ligures  sont  des  points  ho- 
mologues. Il  est  évident  (jue  deux  droites  ou  deux  plans  sy- 
métriques par  rapport  à un  centre  sont  parallèles. 

On  peut  toujours  faire  cotncider  deux  figures  symétriques 
par  rapport  à un  axe.  En  effet,  si  l’on  se  reporte  à la  fg.  233,  et 
si  l'on  fait  tourner  A'o  autour  dc.arv,  de  manière  que  X'a  reste 
toujours  perpendiculaire  à l’axe,  le  point  A'  viendra  coïncider 
avec  le  point  A après  avoir  décrit  un  angle  de  i8o“.  Si  deux 
figures  sont  symétriques  par  rapport  à un  axe,  il  suffira  donc, 
pour  passer  de  la  seconde  à la  première,  de  faire  tourner  la 
seconde  de  180”  autour  de  l'axe, mouvement  qui  n’altérera  en 
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. rien  la  disposition  relative  des  différentes  parties  de  la  figure. 
On  peut  ramener  la  symétrie  par  rapport  d un  centre  à la 
symétrie  par  rapport  à un  plan. 

, Soient,  en  effet  {Jig.  235),  deux  points  A et  A'  symétriques 
par  rapporta  un  centre  0.  Je  mène  par  le  point  0 un  plan  P et 
une  perpendiculaire  OB  à ce  plan.  Je  con- 
struis le  point  A"  symétrique  du  point  A' 
par  rapport  à l’axe  OB,  cl  je  dis  que  les 
points  A et  A"  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  P. 

A' A"  rencontre  (»B  au  point  C,  A" A 
rencontre  le  plan  P au  point  a.  Le  point  C 
étant  le  milieu  de  A' A"  et  le  point  0 étant 
le  milieu  de  A'  A,  A"  A sera  parallèle  à OB, 
c’est-à-<Ii‘re  perpendiculaire  au  plan  P (105).  De  plus,  Oo  étant 
perpendiculaire  à OB  est  parallèle  à A'  A",  et  le  point  O étant 
le  milieu  de  A'  A,  le  point  a,  est  le  milieu  de  A"  A.  I.cs  points  A 
et  A"  sont  donc  bien  symétrique?  par  rapport  au  plan  P. 

Ainsi,  deux  figures  P et  P'  éUmt  symétriques  par  rapport  à 
un  centre,  on  peut  former  d’une  infinité  de  manières  (puisque 
le  plan  mené  par  le  point  O est  quelconque)  une  figure  P"  qui 
soit  à la  fois  symétrique  de  P'  par  rapport  à un  axe  el  symé- 
trique de  P par  rapport  à un  plan..  Les  figures  P'  et  P"  étant 
alors  égales  d’après  ce  qui  précède,  au  lieu  de  comparer  entre 
elles  les  figures  P et  P',  on  pourra  comparer  entre  elles  les  fi- 
gures P et  P". 

On  peut  donc  se  borner  à étudier  les  propriétés  des  figures 
symétriques  par  rapporta  un  plan.  , 


Fig.  335. 
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•240.  Lorsque  trois  points  A,  B,  <î,  sont  en  ligne  droite,  leurs 
symétriques  A',  B',  1'-',  par  rapport  à un  plan  P sont  aussi  en 
ligne  droite  {Jig.  a36  ). 

tig.  336.  Les  perpcudîcplaires  AA',  BB',  CC', 

au  plan  P,  étant  parallèles,  sont  dans 
un  même  pjan,  et  les  trois  points  a,  b,  c, 
«ont  en  ligne  droite.  Si  l’on  fait  tour- 
ner le  trapèze  .K'C/ca  autour  de  ac 
^ (qui  est  un  axe  de  symétrie  pour  les 
■ points  considérés),  lorsque'J’aitgle  dé- 
crit sera  devenu  égal  à i8o®,.  lès  points 
•A',B',  C',  coïncideront  avec  les  points  A,  B,  C;  et  comme  ces 
trois  points  sont  suppose^  en  ligne  droite,  les  points  .A',  B',  C', 
avant  ou  après  le  mouvement,  sont  aussi  en  ligne  droite. 

Deux  points  sufJisçLnt  pour  déterminer  une  droite,  pour  que  . 
deux  droites  soient  symétriques,  il  suffit  que- deux  points  de 
l’une  aient  leurs  symétriques  sur  l'autre. 
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La  dénionstralioii  précédente  prouve  en  même  temps  que 
Ut  distance  de  deux  points  est  égale  à la  distance  de  leurs  sr^ 
métriques. 

241.  Lorsque  quatre  points  4,  B,  G,  D,  sont  dans  un  même 
plan,  leurs  symétriques  S! , B',  G',  1)',  par  rapport  à un  plan  P 

sont  aussi  dans  un  même  plan 
(Jig.  237  ), 

Je  mène  la  droite  DEF  qui  ren  - 
contre  les  droites  BG  et  AG  aux 
points  E et  F.  Les  trois  points 
D,  E,  F,  étant  en  ligne  droite»^ 
leurs  symétriques  D',  E',  F',  se- 
ront en  ligne  droite  (240).  Mais 
le  point  E étant  sur  B(>,  le  point  E'  sera  sur  B' G',  et  le  point  F 
étant  sur  AG,  le  point  F'  sera  sur  A' G'.  droite  D'E'F' ayant 
deux  de  ses  points  dans  le  plan  A' B' (7  sera  tout  entière  dans  ce 
plan,  c’est-à-dire  que  les  quatre  points  A',  B',  (7,  1)',  seront 
dans  un  meme  plan. 

Trois  points  non  en  ligne  droite  suffisant  pour  déterminer 
un  plan,  pour  que  deux  plans  soient  symétriques,  il  suffit  que 
trois  points  de  Tun,  non  situés  en  ligne  droite,  aient  leurs  sy- 
métriques fur  r autre. 

Pour  que  deux  polygones  ou  deux  polyèdres  soient  symétri- 
ques, il  suffit  que  tous  leurs  sommets  soient  deux  à deux  sy- 
métriques. 

Deux  triangles  symétriques  sont  égaux  comme  ayant  leuis 
trois  côtés  égaux,  puisque  la  distance  de  deux  points  est  égale 
à celle  de  leurs  symétriques  (240 

11 -en  résulte  que  l'angle  formé  par  deux  droites  est  égal  à 
l'angle  formé  par  leurs  symétriques,  puisqu’on  peut  toujours 
prendre  des  longueurs  égales  sur  les  côtés  des  deux  angles,  de 
manière  à construire  dttix  triangles  symétriques. 

■ Un  point  situé  dans  le  plan  de  symétrie  est  à lui-même  son 
propre  symétrique,  de  même  pour  une  droite  située  dans  le 
plan  de  symétrie.  Donc,  deux  droites  ou  deux  plans  symé- 
triques rençontreni  le  plan  de  symétrie  au  même  point  ou 
suivant  la  même  droite.  De  plus,  les  deux  droites  ou  les  deux 
plans  sont 'également  inclinés  sur  le  plan  de  symétrie.  Ta\ 
effet,  le  plan  des  deux  di'oites  est  perpendiculaire  au  plan  de 
symétrie,  et  l’intersection  des  deux  plans,  projection  com- 
mune de  ces  droites,  étant  symétrique  à elle-même,  forme 
des  angles  égaux  avec  les  deux  droites  sytnétriques.  De  même, 
tout  plan  perpendiculaire  à l’intersection  nommune  des  deux 
plans  symétriques  avec  le  plan  de  symétrie,  coupe  ces  deux 
plans  suivant  deux  droites  symétriques  et  le  plan  de  svmétrie 
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suivanl  la  projection  de  ces  droites.  Les  angles  rectilignes  des 
angles  dièdres  formés'de  part  et  <raulr(;  dn  plan  d(>  SNinétrie 
sont  donc  i“gan\. 

2V2.  Lorsque  deux  jiolyèdres  sont  symélriques,  leurs  faces 
homologues  soûl  égales  et  également  inclinées,  leurs  angles 
polyèdres  homologues  sont  symétriques. 

Les  deux  polyèdres  ayant  leurs  somniels  syinctii(iues,  ont 
leurs  faces  homologues  composées  d’un  même  nomhre  de 
triangles  symétriques,  c’est-à-dire  égaux  (2Vl)  rieurs  faces 
homologues  sont  donc  égales. 

Si  l’on  considère  trois  arêtes  symétriques  dans  les  deux  po- 
lyèdres, elles  formeront  des  angles  trièdres  dont  les  angles 
plans  seront  égaux  deux  à deux  comme  formés  par  des  droites 
symétritiues  (2il  ).  Ce.s  angles  trièdres  auront  donc  leurs  an- 
gles dièdres  homologues  égaux  3");  et  il  en  résulte  (|ue  les 
faces  homologues  des  deux  polyèdres  auront  des  inclinaisons 
égales  dans  les  deux  polyèdres.  , 

Les  angles  polyèdres  des  deux  polyèdres  auront  donc  à la  fuis 
Ions  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à chacun  et  toutes  leurs 
faces  ou  tous  leurs  angles  plans  égaux 
Fifi.  aSS.  chacun  à chacun.  Mais  si,  considérant 

(fg.  a38)  les  angles  polyèdres  B et  B',  on 
liiit  co’incider  la  face  ABE  avec  son  égale 
A'B'E'*  on  reconnaîtra  qu’il  est  impos- 
sible de  faire  coïncider  les  autres  parties 
égales  des  deux  angles  {jplyèdres,  parce 
([ue  leur  disposition  n’est  pas  la  même:  ces  ' 
angles  polyèdres  sont  donc  symétriques.*’  ' 
Deux  polyèdres  symétriques  ont  donc 
toutes  leurs  parties  égales,  sans  pouvoir 
coïncider. 

Deux  polyèdres  P et  P'  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  [)Our  sy- 
métrique, par  rapport  à deux  plaus  de  symétrie  différents,  un 
même  polyèdre  P".  Eu  effet,  les  deux  polyèdres  P et  P"  ont 
toutes  leurs  parties  égales  et  leurs  angles  polyèdres  symétri- 
ques; il  en  est  de  même  des  polyèdres  P'  et  P".  Les  deux  po- 
lyèdres P et  P'  ont  donc  toutes  leurs  parties  égales  et  leurs 
angles  polyèdres  égaux  : ils  sont  donc  égaux.  On  conclut  de  là 
qu’«n  polyèdre  n'a  qu’un  seul  symétrique. 

Si  l’on  décompose  un  polyèdre  P en  pyramides  triangulaires 
ayant  pour  sommet  commun  un  des  sommets  du  polyèdre,  à 
chacune  de  ces  jtyrarnides  correspondra,  dans  le  polyèdre  sy- 
métrique P",  une  pyramide  triangulaire  symétrique.  On  voit 
donc  que  deux  polyèdres  symétriques  sont  décomposaldes  en 
un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques. 

IL  la 
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Il  faut  (lisliiiguer  la  symétrie  de  position  et  la  symétrie  de 
forme  ; la  dernière  existe  loiijonrs,  lorsque  les  deux  polyèdres 
considérés  sont  symétriques;  la  première  n'existe  que  lors- 
qu’ils sont  placés,  par  rapport  au  plan  de  symétrie,  comme 
nous  l'avons  supposé  jusqu’ici. 


Fie  *39. 


2i3.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents.  Deux  po- 
lyèdres symétriques  pouvant  toujours  se  dé- 
composer en  un  même  nombre  de  tétraèdres 
symétriques  (242),  il  suflira  d’établir  que  deux 
tétraèdres  symétriques  sont  équivalents. 

Soit  le  tétraèdre  S\Br,(^g'.  23ç)).’Je  construis 
son  symétrique  en  prenant  pour  plan  de  symé- 
trie la  base  AUC.  L(^  point  S'  étant  le  symétri- 
que du  points,  les  deux  tétraèdres  seront  équi- 
valents comme  ayant  même  base  et  des  hauteurs 
égales  S0  = S'0‘(  223). 


CHAPITRE  V. 

DES  POI.YF.DRES  SEMBLABLES 


^ 244.  Deux  polyèdres  sont  semblables,  lorsque"  leurs  faces 

semblables  chacune  à chacune  forment  des  angles  polyèdres 
égaux. 

Les  parties  qui  se  correspondent  «lans  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  appelées  homologues.  I.es  sommets  de  deux  angles 
polyèdres  égaux  sont  des  points  homologues,  les  arêtes  ou  les 
diagonales  qui  joignent  des  sommets  homologues,  sont  des 
arêtes  ou  des  diagonales  homologues,  les  faces  semblables  sont 
des  faces  homologues. 

Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables  sont 
évidemment  proportionnelles.  Car  les  faces  semblables  des 
deux  polyèdres  ont  le  même  rapport  de  similitude  (Ü2),  puis- 
(lu’une  même  arête  appartient  toujours,  sur  chacun  des  po- 
lyèdres, «à  deux  faces  adjacentes.  Par  suite,  le  rapport  de  deux 
arêtes  homologues  quelconques  est  constant. 

245.  En  coupant  une  py  ramide  par  un  plan  parallèle  à sa 
base,  on  détermine  une  pyramide  partielle  semblable  à la  py- 
ramide proposée. 
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Soil  [fig.  a4o) 
parallèle  à la  base 


Fig. 


la  pyramide  SAIK'DE  dans  laquelle  un  |ilan 
a déierminé  une  section  KCilIlk.  Je  dis  (pie 
la  pyramide  SRllilK  e.sl  semblable  à la  |iy- 
rainide  donnée.  Les  deux  bases  sont  sem- 
blables (219),  les  faces  latérales  sont  sem- 
blables à cause  des  parallèles  AH  et  Ffl,  I!C 
et  (ill,  etc. 

L’angle  polyèdre  S est  commun.  Démon- 
trons l’égalité  de  deux  angb-s  dièdres  lio- 
mologues  (piciconques  A et  F.  La  face  HAE 
est  égale  à la  làceliFK,  par  suite  de  la  simili- 
tude des  bases  des  deux  |iyramides;  les  faces 
SAB,  SFCi,  SAE, SFK,  sont  égales  deux  à deux 
par  suite  de  la  similitude  des  faces  latérales 
des  deux  pyramides.  Les  deux  angles  uièdres  A et  F ayant  leurs 
faces  égales  chacune  à chacune  et  semblablement  (lisptisée.s, 
seront  égaux(l!H, 3").  Parsuite,  le.sdeux  pyramides  considérées 
auront  leurs  faces  semblables  cbycune  à chacune,  leurs  angles 
polyèdres  bomologue.s  égaux  : elles  seront  donc  semblables. 


2i6.  Deux  pyramides  Iriangu/aires  sont  semblables,  lors- 
' quelles  ont  Un  angle  dièdre  égal  eompris  entre  deux  faces 

sembbdde.s  chaeune  à eliacnne 
et  semblablement  disposées 

[jig.  24 n. 

Soient  les  pyramides  SABL, 
S'.A'B'E',  dans  lesquelles  les 
faces  SAC,  AB(,',  sont  sembla- 
bles aux  faces  S'A'I^,  A'B'C', 
et  le  dièdre  AC  égal  au  diè- 
dre A'C'. 

Je  |irends  SD^S'V',  et  par 
le  point  D je  mène  la  section 
DEF,  parallèle  à la  base  VBC. 
r.a  pyramide  SDEF  sera  semblable  à la  pyramide  SABC  (2Vo). 
1.13  face  SDE,  semblable  à la  face  SAC,  sera  donc,  aussi  sem- 
blable à la  face  S'A'(7  ; mais  le  ciàté  SD  ayant  été  pris  égal  au 
cfitéS'  V',  cette  similitude  SC  changera  en  égalité,  tbi  aura  par 
suite  DE=r  A'C',  et  les  deux  faces  DEF,  A'B'I'.',  toutes  de.u\ 
semblables  à la  face  ABti,  seront  égales  (uitre  elles.  Le 
dièdre  DE,  égal  au  dièdre  AC.,  sera  égal  au  dièdre  .A'C'.  L((s 
deux  pyramides  SDEF’,  S'A' B'C',  ayant  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune  et  sembla- 
blement disposées,  .seront  égales  (221);  mais  la  pyramidë  SDEF 
est  semblable  à la  pyramide  S.VBC  : il  en  sera  donc  de  même 
de  la  pyramide  S'A' B'C'. 


Fii;.  a4i. 
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Il  (>sl  uiili*  <lc*  nMitanincr  ((ur  lorsque  deux  pvraniides  sont 
semblal)les,  ou  pi-ul  loujours  les  placer  l'une  dans  l'aulre 
comme  les  p>raniides  SDEF  ei  S\B<]  : les  plans  des  hases  des 
deux  p\rainides  soiii  alors  parallèles.  , ■ 

’2ï7.  Deux  polyèdres  senihlables  sont  décomposables  en  un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  et  semblablement  dis- 
posés [Jtp. 

. Suieiit  les  deux  polvèdres  seniblahles  P cl  P'.  Je  divise  les 
faces  bomologiies  de  ces  deux  |)olyèdres  en  triangles  seni- 
j,j|,  blablcs  : je  décompose  ainsi 

leurs  surfaces  en  un  même 
nombre  de  triangles  sembla- 
bles el  semblablement  dis- 
posés. 

Je  |)rends  un  point  O dans 
l'intérieur  du  polyèdre  P,  et  je 
le  joins  à tous  ses  soinnieLs  : je 
partage  ainsi  le  polyèdre  en 
pyramides  ayant  pour  somim'l 
.commun  le  poitii  O,  et  pour 
bases  les  triangles  (pii  composent  sa  surface. 

Je  détermine  dans  le  polyèdre  P'  le  |)oinl  O'  homologue  du 
point  O.  en  menant  par  A' H'  un  plan  qui  forme  avec  la  face 
A'B'C'D'E'  un  angle  dièdre  égal  à celui  formé  par  le  plan  OAB 
avec  la  face  \B(d)E  ; puis,  dans  ce  |)lan,  je  construis  le  triangle 
Ü'A' B'  S(Mublable  au  triangle  OAB. 

En  joignant  le  point  O'  aux  différents  sOmmels  du  polyèdre 
P',  je  le  décomposerai  en  autant  de  pj  ramides  triangulaires  (pie 
le  polyèdre  P,  et  ces  pyramides  seront  semblablement  placées 
dans  les  deux  jiolyèdres  : il  faut  prouver  ipi’elles  sont  sem- 
blables. 

Considérons  d'abord  les  tétraèdres  O ABE,  O'A'B'E',  OEBD, 
O'E'B'I)',  OBIK;,  Ü'B'IVC',  dont  les  bases  appartiennent 
respectivement  à deux  faces  homologues  ABI'.IIE,  .A' B'C' D'E', 
(les  deux  polyèdres.  Les  tétraèdres  OABE,  O'  A'B'E',  sont  sem- 
blables, d'après  la  construction  même  qu'on  a effectuée,  parce 
qu’ils  ont  le  dièdre  AB  égal  au  dièdre  A'  B',  compris  entre  deux 
faces  semblabh^s  et  semblablement  disposées  (’i'rGj.  \ji  triangle 
OEB  sera,  par  suite,  semblable  au  triangle  0'E'B',cl  l'angle 
dièdre  OEBl)  supplément  du  dièdre  OEB  A,  sera  égal  au  dièdre 
O'E'B'I)'  supplément  du  dièdre  O'E'B'A',  parce  que  l'égalité 
des  premiers  tétraèdres  enlraltrê  celle  des  diè(îres  OEBA, 
O'E'B'A'.  Les  deux  tétraèdres  suivants  OEBl),  O'E' B' l)',  se- 
ront donc  encore  semblables  comme  ayant  un  dièdre  égal 
compris  entre  deux  faces  semblables  el  semblablement  dispo- 
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sées.  On  proiivoraîl  de  même  la  similiUidt'  de>  tétraèiires  ' 
OBDO,  O'B'D'O'.  lil  le  iiièine  iikkIi*  rie  deinimslialioii  stihsis- 
icra,  lanl(}ue  les  bases  des  léli-aei!r(“s  siieeessiCs  Ceroiil  pariie 
d’une  même  faeê  dans  les  doux  ixdvèdres. 

Ooiisidéi  oiis  mainlcnanl  les  deux  lélraé<li  (!S  OI)(!l',  O'It'C'  F', 
dunl  les  hases  apitariieniieiii  à deux  iuhiv<*I1(3s  faces  lioiuu- 
logues  des  deux  pr^lvèdres,  CI>Flî,  D'F'Ci'.  Les  deux  irianî:li-s 
ODL,  O'D'L',  soûl  seniblahles  eoiiime  faees  homologues  de* 
létraédres  semblables;  les  deux  iriaiifjles  DLF,  II' ('.'F'  soûl 
semblables,  eomme  lriaii{,'les  bomologùes  de  pfd\f,'ones  sem- 
blables. I^cs  deux  |iolyédres  (Waul  semblables  oui  leurs  aiiffles 
polyèdres  b()molof;iies  iH,  par  siùle,  leurs  aiijjles  dièdres  bo- 
inolof;ues  égaux.  Le  dièdr»'  BliDF'  est  donc  égal  au  dièdre 
B'C'IFF'.  Les  dièdres  OllLB,  O' D' F.' B',  soûl  d'ailleurs  égaux 
eoimnO- dièdres  homologues  de  lélraèdres  semblables.  Par  cou- 
sé(|uenl,  l'angle  dièdre  ODl^F,  dillcrenee  des  angh*s  dièdres 
BliDF  el  ODLB,  sera  égal  à l’angle  dièdre  O'D'L' F',  différeuee 
des  angles  dièdres  B'L'D'F'  el  O' D' L' B'.  I.es  léiraèilres 
ODCF,  O'  D'L'F',  seronl  donc  enco'n*  semblables  eomme  ayani 
un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  laces  smoblables  el 
semblablement  disposei-s.  Dès  lors  on  peul  conclure  que  les 
deux  polyèdres  P el  P'  soûl  <'umposés  d’un  même  nombre  de 
lélraèdres  semblables  ei  semblableiuent  jdaeés. 

Si  le  point  O co'ineidait  avec  le.  sommet  V du  polyèdre  P,  le 
point  O'  eo'ineiderail  avec  le  sommei  du  polyèdri*  !•';  les 
arêtes  latérales  homologues  des  tl■lraèdl•es  homologues  îles 
deux  polyèdres,  dçvieudrali'ut  alors  les  diagonales  bomologui*s 
de  ces  polyèdres.  Les  arèli's  latérales  bomologùes  de  deux  tir- 
iraèdres  semblables  élanl  propurlionm^lles  aux  eùlès  de  leurs 
bases,  les  diu^onales  homolo^^nes  de  deux  polyèdres  semldahles 
sont  proportionnelles  à leurs  drètes  lionwloffiies. 


;2i8.  Béciproquemenl,  tleii.v  polyèiires  eomposès  d'un  nièine 
nombre  <!e  tétraèdres  semblables  et  semblablement  disposés 
f'E-  sont  semblables  [fi^.  2 |'l). 

O .le  dis  d’abord  ipie  si  deux 

lélraèdres  0\BF,  OEBD,  ont 
dans  le  poly  èdre  P leurs  bases 
ABFi,  KBD,  dqus  un  même 
plan,  les  tétraèdres  homolo- 
gues O'.VIÎ'L,  (VF  B'D',  au- 
ront aussi  dans  le  |)olvèdre  P' 
leurs  bases,  \'B'E',‘  E'B'D' 
dans  un  mémo. plan.  Lar  les 
dièdres  OtiBV.'OEBD,  étant 
supplémentaires,  les  dièdres  égaux  O' E' B' \'<  O'E'B'D',  se- 
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roiu  missi  supplémenUiires;  ei  comme  ils  sont  dans  la  position 
d’adjacents,  leurs  faces  extérieures  E'B'D'  seront  dans 

un  même  plan  (181).  11  résulte'  immédiatement  de  cette  condi- 
tion, que  les  faces  correspondantes  des  deux  polvèdrcs  sont' 
composées  d’un  même  nombre  de  triangles  semldables  et  seni-',  : 
blablement  placés,  c’est-à-dire  qu’elles  sont  semblables  (lüü)t 
Dé  plus,  l’angle  dièdre  BCDF  sera  égal  à l’angle  dièdre 
B'E'D'F';  car  le  j)remier  est  la  somme  des  angles  dièdres 
ODC.B,  (UH^F,  égaux  aux  angles  dièdres  O'D'C'B',  O'D'E'F', 
qui  composent  le  second,  connue  angles  dièdres  homologues 
de  tétraèdres  semblables.  Les  liices  homologues  des  deux  po- 
lyèdres seront  donc  également  inclinées. 

I>>s  deux  polyèdres  considérés  ayant  leurs  faces  homologues 
semblables  et  également  inclinées,  auront  leurs  angles  po- 
lyèdres homologues  égaux  comme  ayant  toutes  leurs  parties  ■ 
égales,  dièdres  et  angles  plans  ( 191  ) ; ces  deux  polyèdres  seront 
donc  semblables  (2Và).  y ' / , 

2V9.  Si  l'on  joint  un  point  O quclvonque  aux  sommets  un  po-  ■ 
hèilre  1‘,  et  si  ion  prend  sur  les  rayons  vecteiirsO\,{)U,  OC,  etc., 
des  lonfrnenrs  Ou,  Ol>,  Oc,  etc.,  telles  qu'on  ait  ‘ ^ 

Ort  Oh  Oc  Od  

OÂ  ^ ÔB OÏT  “ 01)  “ ■ ' ‘ 

le  polfèdie  p,  qui  aura  pour  sommets  les  points  a,  b,  c,  etc., 
sera  semblable  nu  polyèdre  1*  [Jig.  ? j4)- 

Je  considère  la  face  AB(d)E  du  polyèdre  donné  et  le  point  a. 

Si  je  menais  par  le  iioint  n un  j)lan  pandlèle  au  plan  ABCDE, 
ce  plan  couperait  en  parties  proportion- 
nelles les  arêtes  latérales  de  la  pyTamjde 
OABtJlE  (219),  et  passerait  par  coiisé- 
i|uenl  par  les  sommets  a,  b,  c,  d,  e.  Ces 
sommolsforment  donc,  dans  le  polyèdre/j, 
une  face  nècr/c  semblable  à la  face  ABCDE. 
Les  faces  correspondantes  des  deux  po- 
lyèdres 1*  et  P sont  donc  semblables. 

Je  reman|ue  ensuite  que  les  arêtes  ho- 
mologues des  deux  polyèdres  éuint,  d’a- 
près ce  qu’on  vient  de  dire,  parallèles  et 
dirigées  dans  le  même  sens,  les  angles 
polyèdres  homologues  des  deux  polyè- 
dres auront  leurs  faces  égales  et  leurs  an- 
gles dièdres  égaux  chacun  à chacun  (181  ) ; la  disposition  des 
l>arties  égales  étant  d’ailleurs  la  même  dans  les  deux  polyè- 
«Ires,  ces  atigles  polyèdres  seront  donc  égaux. ^ Les  polyè- 
dres I*  et  P seront,  par  suite,  semblables. 


Fijj. 
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Le  poitil  O sera  un  cenlre  de  simililiuh!  dirocle. 

Si  le  point  O était  un  centre  de  similitude  inverse,  c’est-à-dire 
si  les  loti{;ueurs  ü«,  Ob,  Oc,  etc.,  avaient  été  portées  sur  les 
prolon{,'ements  des  rayons  vecteurs  OA,  OB,  OC,  etc.,  on 
aurait  obtenu  un  polyèdre  p'  dont  les  faces  auraient  été  sem- 
blables aux  faces  correspondantes  du  polyèdre  P,  mais  dont 
les  angles  polyèdres  auraient  été  symétriques  des  angles  po- 
lyèdres du  polyèdre  P. 


^ 250.  Les  volumes  de  deux pyramuies  semblablrs sont  propor- 
tionnels aux  cubes  de  leurs  hauteurs  ou  de  leiirs  arêtes  homo- 
logues [fig.  ?45).  * 

On  peut  toujours  placer  les  deux  pyra- 
mides proposées  comme  l’indique  la  figure, 
les  plans  des  deux  bases  sont  alors  paral- 
lèles (24G).  • ■ ' 

. Le  volume  de  la  pvramide  SABCD  sera  . 

. , ABCDXSO  , ■ , , , < . 

égal  a — , le  volume  delà  py  ramide 

babed  sera  égal  a ^ (223).  On  aura 

donc  ' 


SABCD  _ ABCD  X SO  _ ABCD  ^ 
Üabrd  ~~~  abed  'X.  abcd  ^ So 

s 

Le  plan  abcd  éianl  parallèle  au  plan  ABC.D,  on  a (219) 


Par  suite, 


ABCD  _ SO» 
abcd  S o’ 


SABCD  SO'  S\' 
S abcd  S t>  ‘ S rt' 


251.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnels aux  cubes  de  leurs  arêtes  homologues,  et,  en  général, 
aux  cubes  de  deux  lignes  homologues  quelconques  des  deux 
poly  èdres. 

Je  décompose  les  deux  polyèdres  considérés  P et  en 
un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  (2W).  Soient 
T,  T',  T",  etc.,  les  tétraèdres  qui  forment  le  polyèdre  P ; soient 
t,  t',  I",  etc.,  les  tétraèdres  homologues  du  jiolyèdre  p.  Dési- 
gnons par  A et  a deux  arêtes  homologues  quelconques  des 
deux  polyèdres,  et  rappelons-nous  que  les  arêtes  homologues 
de  deux  polyèdres  semblables  sont  proportionnelles  (244).  On 
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pourra  poser  (250) 

J ^ .jv  _ V r _■  A; 

7 7i‘*  *1"  “ «■  ’ i"  ~ 

Un  lliéoreine  c:onnu*(l’ariilniiéii(juP  permet  alors  de  déduire  de 
lu  suite  de  l■apports  égaux 

T T'  I"  A’ 

7 = 7^  «3  ’ 


l’égalité 


c’esï-ù-dire 


T + T'  + T"  + . 
7 -h  /'  + /"  -h  . . 


V 


IP 


^ On  prouverait,  en  suivant  uné  marche  analogue,  que  les 
surfaces  de  deux  polyl’dres  semblables  sont  proportionnelles 
aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues. 

De  l’égalité 

P A’ 


un  déduit 


-i  - v i^. 

a \ P 


Par  conséquent,  lorsqu’on  veut  amplifier  ôu  réduire  un  pO — 
Ijèdre  dans  un  rapport  donné,  Yéchelle  à employer  pour  les 
arêtes  homologues  est  égale  à la  racine  cubique  du  rapport  des 
volumes  des  deux  polyèdres,  c’est-à-dire  à la  racine  cubique  • 
du  rapport  donné. 

f 

Applications. 

252.  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre  régulier  en  fonction 
de  son  arête. 

Je  désigne  jiar  c l’arète  du  tétraèdre  régulier  proposé.  Sa 
base  sera  un  triangle  équilatéral  dont  le  coté  sera  c (198)  et  la 


surface,  par  eonséiiuent,  égale  à 


’v/3 


(139). 


Le  tétraèdre  étant  régulier,  sa  hauteur  passe  jiar  le  centre 
<le  sa  base  : cette  hauteur  forme  donc,  avec  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à la  base,  un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoté- 
nuse rune  des  arêtes  latérales  du  tétraèdre.  Mais  le  côté  du 
triangle  de  base  étant  c,  le  rayon  du  cercle  qui  lui  est  circon- 
scrit est  -^(128).  La  hauteur  du  tétraèdre  aura  donc  pour 
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oxprcssiüi 


■ssiüii  — ^ 


ou 


f\jy 


V^3 


Sou  volume,  égal  à sa  base 


multipliée  par  le  tiers  de  sa  hauteur,  sera  doue  représenté  par 
' ■ c’\/3  csfÿ. 

4 ^ 3 v'3  ~ ' 2 ‘ ' 

Si  I Ou  désigne  le  volume  d’un  tétraèdre  régulier  par  V,  ou  ayra 
réciproquement  _ 

3/  I ' 

‘‘“V  TT' 

253.  Proposons-nous  de  retrouver  les  expressions  de  ta  sur- 
face et  du  volume  du  tronc  de  cône,  en  le  considérant  comme 
la  différence  de  deux  cônes. 

Je  désignerai  par  R et  r les  rayons  des  deux 
bases  du  tronc,  par/(  sa  hauteur,  par  T,  son  côté. 

Soit  S la  surface  cherchée  : elle  séra  la  diffé- 
rence des  surfaces  des  deux  cônes  SAO,  SRI. 
On  aura  donc 

S = ttR.SA  — Trr.SR  = ir(R  .SA  — r.SB). 

Les  triangles  rectangles  <jui  engendrent  les 
deux  cônes  étant  semblables,  on  a 


d’où 


SA 


SR 

R 


R 


SR 


SA— SR  R — r SA-SR~R— r 


Mais  SA  — SR  représente  le  côté  Ldu  tronc  de  cône.  11  viendra 
donc 

C4  I3L  rL 

SA  = et  ‘iR  = 


Par  suite. 


c'cst-â-<lire 


R 


H 


S = 


7r(l{’  — ;-^)L 

R — r ’ 


S = »r(R-|-/’)L  (23A). 

Soit  V le  volume  cherché  : il  sera  la  dilïércnce  des  volumes^ 
des  deux  cônes  SAO,  SRI.  On  aura  <lonc 

V=  ^«R’.SO-  ^TrH.SI  ^^flP.SO-r’.SI). 


La  similitude  des  triangles  SAO,  SRI,  donne 


50  R 

-n-=— » d ou 

51  /■ 


SO 


R 


SI 


SO  — Sl  “.  R — / ’ SO  — SI 
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Mais  SO  — SI  roprésonle  la  liauleiir  h du  tronc  de  cône.  Il 
viendra  donc 


SO: 


R/i 


et  SI  = 


rli 

ÏT^’ 


Par  suite. 


tt/i  (H>  — /■>) 

3(R-r) 


R>  — r' 


L’expression  du  quotient  y est(.//^.  élém.,  38)  R’-i-R/'-i-r,. 

On  pourra  donc  écrire  V = ~ ( R’ + r* .+- Rr  )*  comme  au 


25V.  Couper  une  pyrumide  en  deux  pnrliés  proportion- 
nelles à deux  lignes  données  ni  et  n,  par  un  plan  parallèle 
à sa  base,  ^ 

Soient  Vie  volume  de  la  pyramide  donnée  et  e le  volume  de 
la  pyramide  semblable  déterminée  par  le  plan  sécant  (2V5)v  On 
devra  avoir,  d’ajirès  rénoncé, 

e ' ni  , • . 

\ ~~  III  n' 


Désignons  par  A l’une  des  arêtes  latérales  de  la  pyramide 
proposée  et  par  x l’arête  liomologue  de  la  petite  pyramide; 
X étant  connue,  le  problème  sera  résolu,  puisqu’on  saura  par 
(|ucl  point  mener  le  idan  parallèle  demandé.  IVapiès  une  re- 
marque précédente  (251  ),  on  devra  avoir 


c’est-à-dire  x 


CHAPITRE  VI. 

LA  Sl’HKRK. 


255.  On  appelle  sphère  le  volume  engendré  ))ar  un  demi- 
cercle  ACB  tournant  autour  de  son  diamètre  AR.  Pendant  que 
le  demi-cercle  engendre  la  sphère,  la  demi-circonférence  cor- 
respondante engendre  la  surfaee  sphérique. 

Dans  ce  niou\emcnt,  les  points  d<*  la  demi-circonférence 


b'.‘  Goo; 
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rcslenl  toujours  à la  même  disUuice  de  son  centre  O.  On  peut 
donc  dire  que  la  surface  sphérique  est  le  lieu 
de  tous  les  points  de  l’espace  à ésale  distance 
d’un  point  intérieur  nommé  centre  de  la  sphère. 
•Cette  distance  constante,  qui  est  le  rayon  du 
cercle  ACB,  est  le  rayonde  lu  sphère  {Jig.  24>). 

Les  droites  qui  ppssent  par  le  centre  de  la 
sphère  et  sont  limitées  à sa  surface,  sont  des 
diamètres  de  la  sphère.  Tous  les  diamètres  sont 
^ égaux,  puisqu’ils  valent  deux  rayons. 

I.—  Théorèmes  généraux  sur  la  sphère. 

'■  2o().  Toutesectîon  faite  par  un  plan  dans  une  sphère,  est  un 
cercle  {fig.  5,48  ). 

Le  théorème  est  évident  lorsque  le  plan  donné  passe  par  le 
centre  de  la  sphèrè  ; en  effet,  tous  les  points  de  la  surface  sphé- 
rique (jui  sont  situés  dans  le  plan  sécant, 
sont  à égalé  distance  du  centre  de  la  sphère 
tjoi  est  dans  ce  même  plan. 

Si  le  plan  sécant  ne  passe  pas  par  le  centre 
de  la  sphère,  soient  trois  points  A,  B,  C,  de 
la  courbe  d’intersection  de  ce  plan  avec  la 
^ surface  sphérique.  J’abaisse  du  centre  O de 
la  sphère  la  perpendiculaire  01  sur  le  .plan 
sécant,  et  je  joins  le  pied  I de  cette  per- 
pendiculaire aux  trois  points  A,  B,  C.  Les  rayons  OA,  OB,  OC, 
de  la  sphère,  étant  des  obliques  égales,  s’écarteront  égale- 
ment du  pied  de  la  perpciiiliculaire  et  l’on  aura  IA  = IB  =.  IC.  La 
courbe  .ABC  est  donc  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
centre  est  en  1.  Le  rayon  IC  de  cette  circonférence  est  évi- 
demment plus  petit  f|ue  le  rayon  OC  de  la  sphère. 

Les  plans  (|ui  passent  par  le  centre  de  la  sphère  déterminent 
des  cercles  qui  ont  même  centre,  et  par  conséquent  meme 
rayon  que  la  sphère  ; on  les  appelle  grands  cercles  de  la  sphère. 

Les  plans  qui  ne  passent  pas  par  le  centre  de  la  sphère,  dé 
terminent  des  petits  cercles  de  la  sphère. 

On  appelle  pôles  d’un  cercle  de  la  sphère  les  extrémités  d’i 
diamètre  do  la  sphère  perpendiculaire  an  plan  de  ce  cercle.  Les 
points  P et  P'  sont  les  pèles  du  cercle  ABC. 
Deux  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles, 
ont  les  mêmes  pôles. 

Tout  diamètre  de  la  sphère  peut  être  pris 
pour  axe  de  révolution  de  la  surface  sphérique 

[fis-  ’-49)- 

Soit  la  sphère' engendrée  parle  demi-cercle 
P.\P'  tournant  autour  de  son  diamètre  PP'„ 
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Prenons  un  (liitnièlre  quelconque  AB  de  la  sphère.  Du  plan  pas- 
sant par  ce  diamètre  coupera  la  surface  sphéri(]ue  suivaiu  une 
circonférence  A(]B  qui  aura  même  centre  et  même  rayon  que 
la  sphère  proposée  cl  qui  dès  lors,  en  tournant  autour  du  dia-  , 
mètre  AB,  engendrera  la  surface  sphéritiue  qui  termine  cette 
sphère. 

Par  deux  points  donnée  sur  la  surface  sphérique,  on  peut 
toujours  faire  passer  une  circonférence  de  grand  cercle,  (àir  on 
n’a  qu’à  mener  un  plan  |)ar  les  deux  points  donnés  et  le  centre 
de  la  sphère.  Il  n’y  aura  qu’une  solution  si  les  deux  points  ne 
sont  pas  situés  aux  extrémités  d’un  même  diamètre  ; il  y en 
aura  une  infinité  dans  le  cas  contraire,  parce  que  les  deuv> 
points  considérés  seront  en  ligne  droite  avec  le  centre  de  la 
sphère.  t 

Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface  en  deux  pin'- 
ties  égales.  En  effet,  si  l’on  retourne  la  partiè  supérieure  pour 
la  faire  coïncider  avec  la  partie  inférieur(' 
[fg.  ?5o),  le  cercle  AB(’  coïncidera  avec  lui- 
même,  et  la  coïncidence  des  deux  volumes 
ou  des  deux  surfaces  sera  parfaite,  puisque 
tous  les  points  de  ces  deux  surfaces  sont  - 
également  éloignés  du  centre  0 de  la 
sphère 

Deux  grands,  cercles  se  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  les  plans  de  ces  cercles  passant  par  le 
centre  de  la  sphère,  se  coupent  suivant  une  droite  qui  est  à la 
fois  un  diamètre  de  la  sphère  et  un  diamètre  des  deux  cercles 
lonsidérés.  . , 

Ü.a7.  Deux  petits  cercles  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  sont  égaux;  de  deux  petits  cercles  inégalement  éloi- 
gnés du  centre  de  la  sphère,  le  plus  éloigné 
est  le  plus' petit  [fg.  2i5i). 

Je  fais  passer  un  plan  par  le  centre  de  la 
sphère  et  les  centres  des  deux  petits  cerclés 
jiroposés.  Ce  plan  coupera  la  sphère  sui- 
vant le  grand  cercle  ABI)(’.,  cl  les  deux  pe- 
tilsccrcles  suivant  leurs  diamètres  AB  et  til). 

Les  iierpendiculaires  OF  et  OC  abaissées  du 
centre  do  la  sphère  sur  les  plans  des  deux  petits  cercles  étant 
dans  le  plan  ABDC,  on  voit  immédiatemiMit  (51)  que  si  les 
distances  OF  et  OC  sont  égales,  les  deux  diamètres  AB  et  Cl) 
seront  aussi  égaux  ; eiijue  si  la  distance  ÜF  est  plus  grande  que 
la  distance  OC,  le  diamètre  AB  sera  plus  petit  que  le  diamètre 
CD  ; ce  qui  est  d’accord  avec  l’énoncé. 

Les  récipro(|ues  de  ces  deux  propositions  sont  évidentes. 
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258.  Tous  les  points  de  tn  circonférence  d’un  cercle  de  la 
sphère  sont  à égale  distance  de  chacun  des 
pôles  de  ce  cercle  [Jlg.  25a). 

En  elïel  les  pôles  I’  (‘l  I*'  éinni  les 
niilcs  <ln  diiimèlre  perpeudinilairc  an  jilan 
du  cercle  considéré,  i‘l  ce  diamèlre  pnssnni 
|)ar  le  ceiilre  l de  ce  cercl<‘,  les  obliques 
l*V,  1*B,  l'E,  menées  de  l’nn  des  pôles  aux 
différenls  points  de  la  circonrérence,  s’écar- 
tent également  dn  pied  de  la  [lerpetidicnlain' 1*1,  (“t  sont  égales. 

(]ctic  propriété  des  pôles  d'un  cercle  est  importante.  Elle 
permet  de  tracer  des  circonférences  sur  la  surface  si)liérique, 
de  la  même  ntaniére  (jii'on  les  tr.ice  sur  un  plan.  On  se  sert  à 
cet  effet  d'un  compas  à brandies  courbes,  ap]iclé  compas  sphé- 
rique.On  donne  an  compas  une  ouverture  égale  à la  distance  du 
j)ôle  à l’un  des  points  de  la  circonférence  qu’on  veut  décrire, 
on  place  l’une  des  pointes  du  compas  au  pôb*  choisi,  et  l'autre 
pointe,  trace  la  cirrainférence  demandée.  En  effet,  si  l’on  mène 
par  l’une  des  positions  de  la  pointe  mobile  un  plan  per|iendicu- 
laire  au  diamètre  de  la  sphère  (|iii  jrasse  par  la  pointe  (ixe,  on 
aura  un  cercle  dont  la  distance  polaire  sera  représentée  par 
l’oiiNTrture  donnée  au  compas  sphérique  ; la  circonférence  de 
ce  cercle  se  confondra  donc,  avec  la  courbe  tracée. 

I..a  distance  polaire  d’un  cercle  de  la  sphère,  est  la  distance  ' 
qui  sépare  son  jiôle  et  l’un  des  points  de  sa  circonférence  (*).  %. 
Des  deux  pôles  d’un  petit  cercle,  on  ne  considère  (*n  général  ' 
que  celui  qui  est  le  plus  rap|iroché  de  son  ]dan,  c'est-iMlire  (|ui 
est  situé  sur  le  même  hémisphère. 

Pour  pouvoir  tracer  sur  la  surfitce  sjihériquc  des  arcs  de 
grand  cercle,  il  faut  savoir  quelle  distance  polaire  correspond 


Fi(».  a.'i3. 


à un  grand  cercle.  Si  P est  le  pôle  du 
grand  cercle  Altt]  [Jig.  253),  l’angle  PO(] 
sera  droit.  I.e  plan  l'üE  détermine  d’ail- 
leurs un  grand  cercle  Pt;P'  dans  lc(|uel  l’an- 
gle POE  est  un  angle  au  ceritre  ; l’atT  P(^ 
sera  donc  égal  au  quart  de  la  circonférence 
d’un  grand  cercle.  Par  conséciuenl,  la  dis- 
tance polaire  d'un  grand  cercle  est  la  corde 
qui  sous-tend  le  quart  de  sa  circonférence. 
(.>n  voit  immédiatement  (|ue  les  plan»  de  deux  grands  cercles 
sont  perpendiculaires  l'un  à l'autre,  lorsque  le  pôle  de  l'un  de 
ces  cercles  se  trouve  sur  là  circonférence  de.  l’autre.  En  effet, 
le  plan  ,\PB  contient  alors  la  perpendiculaire  OP  au  plan  A('B. 


(•)  On  peut  cnmplpp  colle  dislanro,  soit  ok  ligne  droilc,  «oU  »ur  la  «tirrurc 

sphérique  (îl>7). 
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Pour  tracer  des  arcs  de  ^raiid  cercle,  nous  venons  de  dire 
(|u’il  fallait  connaître  la  corde  du  quart  d’une  circonférence  de 
};rand  cercle;  cette  condition  revient  à déterminer  le  rayon  de 
cette  circonférence,  c’est-à-dire  celui  de  la  sphère. 

259.  Troui.'er,  par  une  conslruelion  plane,  le  rayon  d’une 
sphère  donnée  254). 
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Je  inai((ue  deux  points  quelconques  IM  et  N_ 
sur  la  surface  sphérique.  De  chacun  d’eux 
Comme  pôle,  avec  une  distance  polaire  plus 
grande  que  la  moitié  de  l’arc  de  grand  cercle 
qui  joint  les  points  M et  N,  je  décris  deux  arcs 
qui  se  coupent  en  un  point  A également  dis- 
tant des  points  M et  N.  Je  délcritiine  de  la 
même  manière  deux  points  B et  (i  également  éloignés  des 
points  M et  N.  Le  plan  qui  passera  par  les  trois  points  A,  B,  L. 
sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  MN  et  sera  le 
lieu  géométrique  de  tous  les  points  de  l'esfutce  à égale  distance 
des  points  M et  N (103)  : il  passera  donc  par  le  centre  O de 
la  sphère,  et  la  coupera  suivant  un  grand  cercle  dont  la  circon- 
férence contiendra  les  trois  i)oinls  A,  B,  C. 

Si  l’on  mesure  alors  les  distances  AB,  AL,  BC,  et  si  l'on  con- 
struit sur  un  plan  un  triangle  dont  les  côtés  soient  ces  trois 
distances,  la  circoid'érence  circonscrite  à ce  triangle  sera 
identique  à celle  d'un  grand  cercle  de  la  sphère,  et  son  rayon 
sera  celui  de  la  s|)hère. 

• t 

260.  L(!  rayon  de  la  sphère  une  fois  déterminé,  on  |)cut 
résoudre  tous  les  problèmes  suivants. 

Fa’nx‘  passer  une  cireonférenee  de  p;rand  cercle  par  deux 
points  donnés  sur  la  surface  sphérique  {fig.  255). 


Iles  points  A et  B comme  pôles,  je  dt’-- 
cris  deux  arcs  de  grand  cercle  (258).  Les  arc^ 
se  rencontreront  en  un  point  I’  qui  sera  le 
pôle  de  la  circonférence  de  grand  cercle  de- 
mandée. En  elfet,  les  angles  l’OA,  POB,  étant 
droits,  la  droite  OP  menée  ilu  centre  de  la 
sphère  au  point  P sera  perpendiculaire  au 
plan  AOB.  Le  point  P siua  donc  le  pôle  de  la  circonférence 
déterminée  parce  |)lan  (250). 

Si  les  points  A et  B étaient  aux  extrémités  d’un  même  dia- 
mètre, les  arcs  tle  grand  cercle  décrits  des  jioints  A et  B conmie 
pôles  formeraient  une  seule  et  même  circonférence  dont  tous 
les  points  pourraient  être  pris  successivement  pour  pôles  de 
la  circonférence  demandée  ; le  problème  aurait  donc,  conmie 
nous  l'avons  déjà  remarqué  (250),  une  infinité  de  solutions. 
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Mener  par  un  point  Je  la  surfave  sphérique  un  grand  cercle 
perpendiculaire  à un  grand  cen  le  donné  {Jig.  25G). 

Du  point  donné  A comme  pôle,  je  irnce 
un  arc  de  grand  cercle  (jui  vient  couper  au 
point  r le  grand  cercle  donné  OB.  Du  point 
P comme  pôle,  je  décris  un  arc  de  grand 
cercle  AB,  qui  passe  nécessairement  par  le 
point  A et  est  perpendiculaire  au  grand  cer- 

clçOBtcardeuxgrandscerclessontijerpen- 

diculaires  1 un  a 1 autre,  lorsque  le  pôle  de  l’un  est  sur  la 
circonférence  de  l’autre  (2o8). 

Diviser  en  deux  parties  égales  un  arc  de  grand  cercle 

Je  détermine  sur  la  surface  spliérique  deux  points  C et  I) 
également  éloignés  des  extrémités  A et  B de  l’arc  de  grand 
cercle  donné  (259).  Je  fais  passer  un  grand 
cercle  par  les  deux  points  C et  D.  J.e  plan  de 
ée  grand  cercle  sera  le  lieu  géométrique  de 
tous  les  points  de  l’espace  à égale  distance  des 
points  A et  B;  le  point  I on  il  coupera  l’arc 
AB,  sera  donc  le  milieu  de  cet  arc. 

C’est  la  môme  construction  qu’il  faudrait 
employer  pour  tracer  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire 
sur  le  niilieu  d’un  autre  arc  de  gratid  cercle. 

Le  grand  cercle  CD  divise  aussi  en  djnix  parties  égales  tous 
les  arcs  de  petits  cercles  qui  passent  par  les  points  A et  B, 
parce  que  tons  ces  arcs  ont  pour  corde  commune  la  droite  AB 
<|ue  le  plan  du  grand  cercle  CD  partage  perpendiculairement  en 
deux  parties  égales. 

taire  passer  un  petit  cercle  par  trois  points  donnés  sur  la 
surface  de  la  sphère  [Jig.  a58). 

Fi(î  aS8.  Soient  donnés  les  trois  points  A,  B,  C;  je 

mène  le  grand  cercle  DE  perpendiculaire  sur 
le  inilien  de  l’arc  AB,  et  legrand  cercle  FC  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  l’arc BC.  Ces  deux 
arcs  de  grands  cercles  se  couperont  en  un 
point  F (pii,  appartenant  à l’intersection  des 
deuxgrandscerclesperpendiculairesanx  cordes 
'B  et  BC,  c est-à-dire  au  plan  ABC,  «lera  l’extré- 
mité du  diamètre  perpendiculaire  à ce  plan  ou  le  pôle  du  petit 
cercle  ABI,.  11  ne  restera  donc  plus  qu’à  décrire  un  petit  cercle, 
du  point  P comme  pôle,  avec  la  distance  polaire  PA. 

On  voit  que  le  problème  revient  à trouver  le  pôle  du  petit 
cercle  .ABC. 

20i.  Un  plan  est  tancent  à la  sphère  lorsqu’il  n’a  avec  elle 
(.jii  un  point  roninuin  iippolo  point  de  contoct , 
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l’oul  plan  perpendiculaire  à iexiréniité  (tan  rayon  est  lan- 
f'ent  à la  sphère;  réciunKiucmcnl,  tout  plan  tangent  à la  sphère 
fij,,  j-jg.  perpendiculaire  à l'extrémité  du 

ray'on  mené  au  point  de  contact' 

(À'- 

Soii  le  plan  M>  perpciuliculaire  à 
l’exlréniiLé  du  ravon  OA.  Je  joins  un 
point  B quelconque  de  ce  plan  au 
centre  de  b sphère  : OB,  oblique  par 
, rapport  à la  perpendiculaire  0 V,  sur- 


passera 0 \,  et  le  point  B sera  extérieur  i\  la  sjilière.  Le  pbn 
MN  n’aura  donc  que  le  point  A coniimin  avec  la  s])hère,  et  lui 
sera  tangent  en  ce  point. 

Réciproquement,  supposons  tiuè  le  plan  MN  /owe/te  la  sj)hère 
au  point  A.  Tout  autre  point  B du  plan  étant  extérieur  à la 
sphère,  on  aura  üB>0\.  l.e  ravon  OA,  plus  courte  distance 
du  centre  de  la  sphère  au  plan’MN,  sera  perpendiculaire  à ce  - 
plan  au  point  A (11)2). 

/•'('(/■  un  point  de  la  su  1 face  de.  la  sphère,  on  peut  donc  tou- 
jours lui  mener  un  plan  tangent,  mais  un  seul  ; car,  par  un 
point  d’une  droite,  on  peut  toujours  lui  mener  un  plan  perpen- 
diculaire, mais  un  seul  ( 

On  dit  (pie  deux  sphères  sont  tangentes,  lorsqu’elles  ont  en 
un  point  commun  un  plan  tangent  commun.  Le  point  côinmun 
est  le  point  de  contact  des  deux  sphères. 

Lorsi]iie  deux  sphères  sont  tangentes,  leur  point  de  contact 
est  situé  sur  la  ligne  des  centres.  En 
effet,  les  rayons  0\,  O' A,  menés  au 
point  de  contact  \ {Jig.  260),  sont 
perpendiculaires  au  plan  langent  com- 
mun MN,  en  un  même  point  : ces  deux 
rayons  se  confondent  donc  avec  la 
ligne  des  centres  00'. 

21)2.  Deux  sphères  peuvent  avoir, 
comme  deux  cercles  ((iO),  cin(|  posi- 
tions différentes,  l u ne  par  rapport  à l’autre  : elles  penvenl 
Hrcextérieiires,  tangentes  extérieurement,  sécantes,  tangentes 
i nié  ri  euremen  t , in  té  ri  eu  res. 

Si  on  coupe  les  deux  sphères  considérées,  par  un  plan  qui 
contienne  leur  ligne  des  centres,  ces  deux  sphères  pourront 
être  regardées  comme  engendrées  par  le  mouvement  des  deux 
sections  obtenues,  autour  de  la  ligne  des  centres,  et  les  cir- 
conférences génératrices  occuperont  runcpar  rapport  à l'aulie 
la  même  position  que  les  deux  sphères  corn'spomlantes.  Cette 
remanjue  rend  évidents  les  énoncés  suivants  : 
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Lorsque  deux  sphères  sont  extérieures,  lu  dislunce  des  centres 
est  plus  grande  que  la  somme  des  rayons. 

Lorsque  deux  sphères ^sont  tangentes  extérieurement,  la 
distance  des  centres  est  égale  à la  somme  des  rayons. 

Lorsque  deux  sphères  sont  sécantes,  la  distance  des  centres 
est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande  que 
leur  différence. 

Lorsque  deux  sphères  sont  tangentes  intérieurement,  la  dis- 
'tanee  des  centres  est  égale  à la  différence  des  rayons. 

Lorsque  deux  sphères  sont  intérieures',  la  distance  des  centres 
est  plus  petite  que  la  différence  des  rayons. 

“Lorsque  deux  sphères  se  eoiiponi,  le  plan  conduit  par  leurs 
centres  A et  U [fig.  261)  détermine  deux  grands  cercles  dont 
la  corde  commune  est  coupée  j)cr- 

pendiculairemcnt  en  son»  milieu  1 parla 

V \ ligne  ML  Si  les  deux  grands  cercles  toiir- 

' _ 1 1 \ \ lient  autour  de  AB  pour  engendrer  les 

' ■*  ly  ® y deux  sphères,  le  point  commun  L en- 

y gendrera  rintersection  des  deux  surfaces 
" sphériques.  Cl  étant  |ierpendiculaire  .à 

l'axe  AB  au  point  1,  engendrera  un  plan  perpendiculaire  à AB 
au  point  I (159),  et  le  point  C décrira  dans  ce  plan  une  cir-  . 
conférence  de  cercle  dont  le  point  I sem  le  centre*.  l’ar  suite 
r intersection  de  deux  surfaces  sphériques  est  une  circonfé-  ' 
rence,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  ligne  des  centres  et 
dont  le  centre  est  sur  cette  ligne. 

Les  réciproques  des  cinq  théorèmes  précédemment  énoncés 
sont  évidentes. 

263.  Par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  sphère , mais  on  n’en  peut  faire 
passer  qu'une. 

Soient  les  quatre  points  A,  B,  C,  D {ftg.  262),  non  situés 
dans  un  même  plan.  Soit  E le  centre  de  la  circonférence  déler- 


Fig.  sGa. 


minée  par  les  trois  points  A,  I),  C; 
soit  F le  centre  de  la  circonférence 
déterminée  par  les  trois  points  , 
A,  B,  C.  La  perpendiculaire  EG  éle- 
vée par  le  point  E au  plan  AD(] 
aura  tous  ses  points  à égale  distance 
des  points  A,l),C(t62);  la  perpen- 
diculaire Fil  élevée  par  le  point  F 
au  plan  ABC  aura  tous  ses  points  à égale  distance  des  points 
A,  B,  C.  Les  deux  perpendiculaires  EG,  Fil,  se  couperont  né- 
cessairement en  un  point  O.En  effet,  abaissons  de  chacun  des 
points  E et  F des  perpendiculaires  sur  l'inlersection  AC  des 

11.  '3 
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(Idiix  i)lans  \1)(;,  AIM'.  (les  perpeiKliculairesviendroiupasser 
loules  les  <leiix  par  le  point  K milieu  de  ACl  (o3).  Elles  déter- 
mineront donc  un  plan  perpendiculajrc'à  AC  et,  par  suite,  aux 
plans  ADC  et  ABC.  Les  perpettdieulaires  E(1  et  FII  seront  dès 
« lors  dans  le  plan  EKF  ( 183),  et  elles  se  rouperont  ; ear  si  elles 
étaient  parallèles,  les  deux  perpendiculaires  KK,  KF,  seraient 
en  ligne  droite,  et  les  deux  plans  ADC,  ADC,  se  confondant 
comme  menés  par  les  mêmes  droites  sécantes  AC,  EF,  Ica 
(juatre  points  donnés  seraient  dans  un  même  plan.  < 

I,e  point  ()  do  rencontre  des  perpendiculaires  EG  et  FU. 
éuint  à la  fois  à égale  distance  des  (juatre  points  A,  B,  C,  1),  la 
sphère  décrite  du  point  0 comme  centre,  avec  OA  pour  rajo'n, 
passera  par  les  cjualre  points  ilonnés. 

Ee  point  (J  de  rencontre  des  deux  droites  EG,  FU,  étant 
unique,  il  n’j  a aussi  qu’une  sphère  qui  puisse  passer  par  les 
quatre  points  considérés. 

Deux  sphères  (lui  ont  quatre  |)oints  communs  coïncident 
dans  toute  leur  étendue,  si  ces  (|uatre  points  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan  ; car  elles  ont  alors  même  centre  et  même 
rajon. 


2()4.  L'angle  Je  deux  ares  de  ç^rand  cercle  est  l'angle  dièdre 
formé  par  leurs  plans  ; les  arcs  de  grand  cercle  sont  les  côtés 
(le  l'angle , leur  point  d’intersection  est  son  sommet. 

l^'an^le  de  deux  arcs  de  cercle  a pour  mesure  faiT  . 

Je  grand  cercle  décrit  de  son  sommet  comme  pôle  et  compris 
entre  ses  côtés  (Jig.  9.6.S). 

Soit  l’angle  formé  par  les  deux  arcs  PAl*',  l‘Bl*'.  Du  point 
jîiM  P,  sommet  de  cet  angle,  je  décris  l’arc  de  grand  cercle  AB. 

Chacun  (les  arcs  PA,  PB,  étant  égal  au  quart 
de  la  circonférence  d’un  grand  cercle,  les 
angles  au  centre  POA,  POB,  seront  droits, 
et  l’angle  AOB  sera  Fangle  rectiligne  de  , 
l’angle  dièdre  APP'  B.  L’arc  AB  mesurant 
l’angle  au  centre  AOB,  mesure  aussi  l’angle 
dièdre  APP' B. 

Si  l’on  prend  sui  la  circonférence  dont 
fait  partie  l’arc  AB,  un  arc  \p  égal  au  quart  d'une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  et  un  arc  B/>, , égal  à l’arc  Ap,  l’arc  pp,, . 
sera  nécessairement  égal  à l’arc  AB.  Mais  le  point  p est  le 
piMe  de  l’arc  PA,  le  point  p,  est  le  pôle  de  l’arc  PB.  On  peut 
donc  dire  encore  que  l'angle  \PB  a pour  mesure  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  les  pôles  de  ses  côtés. 

Les  angles  adjacents  ABP,  PB(^  sont  évideimuent  supplé- 
mentaires; les  angles  opposés  par  le  sommet  APB,  CPD,  sont 
évidemment  égaux. 
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11  y a une  de  {grands  cercles  l'aisani  avec  un  grand 

cercle  donné  un  angle  donné.  Si  l'on  suppose  que  le  grand 
cercle  donné  soit  PAP',  et  que  l’angle  donné  soit  mesuré  par 
l'arc  AB,  le  lieu  des  piMesde  tous  les  grands  cercles  répondant 
à la  question  sera  la  circonférence  de  petit  cercle  décrite  du 
point  P comme  pôle  avec  la  distance  polaire  pp,,  égale  à AB. 

II.  — Dn  triangle  sphérique.' 

265.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  la  sur- 
face sphérique  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grand  cercle, 

■ Ces  arcs,  limités  à leurs  points  d’intersection,  sont  les  côtés 
du  polygone,  les  angles  qu’ils  forment  et  les  sommets  de  ces 
angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du  polygone. 

Le  nombre  des  côtés  se  réduisant  à trois,  on  a un  triangle 
sphérique. 

Un  polygone  sphérique  est  convexe,  lorsqu’il  est  situé  d’un 
môme  côté  par  rapport  à chacune  des  circonférences  de  grand 
cercle  formées  par  ses  côtés  prolongés;  il  est  concave  dans  le 
cas  contraire. 

Un  polygone  sphérique  convexe  ne  peut  être  renconiré  eii 
plus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle. 

Les  côtés  d’un  polygone  sphérique  convexe  sont  nécessai- 
rement moindres  qu’une  denii-circonférencé  de  crrand  cercle 

[fin-  2i>4)- 

' Si  le  côté  AB,  par  exemple,  était  plus  grand  qu’une  demi- 
circonférence,  la  circonférence  dont  fait  partie  le  côté  AE 
Fig.  26,'|.  couperait  le  côté  AB  en  un  second  point  1 
situé  entre  A et  B,  de  manière  que  Al  re- 
présentât une  demi-circonlércnce  (256). 
Le  polygone  proposé  ne  serait  donc  plus 
situé  d’un  même  côté  par  rapport  aux  cir- 
conférences formées  par  ses  côtés  prolongés. 

266.  En  joignant  les  sommets  d’un  po- 
lygone sphérique  ABCl)  au  centre  0 de  la 
sphère  (Jig.  265),  on  forme  un  angle  polyèdre  O \ïli]U  dont 
les  angles  plans  AOB,  BO(^  etc.,  sont  mesuiés  par  les  côtés 
Fig.  965.  AB,  BC,  etc.,  du  polygone,  et  dont  les  angles 
dièdres  OA,  OB,  etc.,  sont  piécisémenl  les  an- 
gles A,  B,  etc.,  du  polygone. 

A chaque  propriété  des  angles  trièdres  ou 
polyèdres,  correspond  donc  une  propriété  ana- 
logue des  triangles  ou  polygones  sphériques  ; 
et  pour  énoncer  cette  propriété,  il  suffit  de^ 
remplacer  le  mot  angle  plan  par  le  mot  côté  et 
le.  mot  angle  dièdre  par  le  mot  angle. 

Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l’angle  polyèdre  OABt;i>  au- 

1 3 . 
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(lelii  <lii  sommet  O,  on  forme  un  aii^Je  polyèdre  symélri(|ue 
0\'B'(71>'  (1B7),  qui  détermine  sur  la  surface  «le  la  sphère  un 
polygone  A'B'C'I»'.  Les  deux  polygones  AB(d),  A'B'C'I)', 
dont  toutes  les  parties  sont  égales,  mais  disposées  dans  un 
onirc  inverse,  sont  appelés  polygones  sphériques  5>7né/i7(/f/ef. 


lilT-'.-Ui. 


2f)7.  Ihins  tout  Iriun^le  spliérùiue  , cliiiqiie  côté  est  ,plus 
petit  (fue  la  somme  îles  deux  autres  ; ht  somme  des  trois  côtés 
est  inférieiiie  <>  une  circonférence  de  ^rand 
cercle  (fg.  afUi). 

Au  triangle  sphérique  \BC  correspond  itn 
angle  trièdre  (IVBL  dont  le  sommet  est  a«i  cen- 
tre de  la  sphère.  Scs  angles  j)lans  sont  mesurés 
1 1'!»’  ciMés  du  triangle,  ses  angles  dièdres  sont 

•'<  ceux  du  triangle. 

L’angle  plan  AOB  étant  plus  petit  que  la 
somme  des  angles  plans  BüC,  .AOL  (188),  l'arc  AB  sera  plus 
petit  que  la  somme  «les  arcsBt^et  AL.  De  im'tne,  la  somme 
«les  trois  angles  plans  AOB,  BOL,,  VOL,,  étant  moindre  que 
quatre  angles  droits  18!>),  la  somme  des  trois  arcs  AB,  BL,  Afi, 
sera  moiiiilre  qu’une  circonférence  de  grand  cerclé. 

I,e  théorème  «pi’on  vient  de  démontrer  est  vrai  pour  un  po- 
lygone si)hérique  Convexe  quelconque. 

En  s’appuyant  sur  ce  théorème,  on  prouve  qui*  la  liç^ne  la 
plus  courte  entre  deux  points  A et  B de  la  surface  spltéritjtte 
est  un  arc  de  grand  cercle  [fg.  267  ). 

En  effet , toute  autre  ligne  ADLEB,  menée, 
entre  ces  deux  points,  surpasse  l’arc  de  grand 
cercle  AB  qui  les  joint.  Nous  supposercSns 
d'abord  cet  arc  plus  j)etit*qu’une  demi-cir- 
conférence. 

Je  prends  un  point  L sur  la  ligne  ADLEB, 
et  je  le  joins  par  des  arcs  de  grand  cercle  aux 
points  .V  et  B.  fin  a alors,  dans  le  triangle 
sphérique  ABC,, 

AB  < AL  -H  BL. 

Prenons  de  même  sur  la  ligne  ADLEB  un 
point  D situé  entre  A et  un  point  E situé  entre  B et  C; 
joignons  le  point  D aux  points  A et  L par  des  arcs  de  grand 
cercle  ; joignons  le  point  E aux  points  B et  par  des  arcs  de 
grand  cercle.  Les  nouveaux  triangles  sphériques  formés  don- 
neront 


\L<AD-i-DL  et  BL<LE-|-EB. 
Il  en  résultera 

AL-r-  BL  < AD  DL  LE  + EB, 
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el,  a fortiori, 

AB<  AU-i- UC-hCE+EU. 

, En  continuant  de  la  même  manière,  on  formera  une  série  de 
• lifîncs  polygonales  de  plus  en  plus  grandes  et  (jui  auront  pour 
limite  la  courbe  ADCEB.  Cette  courbe  surpasse  donc  l'arc  de  . 
grand  cercle  A B. 

Si  l’arc  AB  était  égal  à une  demi-circonférence,  c’est-àwliro 
si  les  points  A et  B étaient  diamétralement  opposés,  il  y 
aurait  une  infinité  de  plus  courts  chemins:  ces  plus  courts 
chemins  seraient  toutes  les  demi-circonférences  qu'on  peut 
mener  par  les  extrémités  d’un  même  diamètre  de  la  sphère 
J25G). 


I 'C\\ 


. 268.  Soit  un  angle  trièdre  OABC  ayant  son  sommet  au  cen- 
tre de  la  sphère  [fig-  268).  Élevons  respectivement  à cha- 
Fi(|.  2f«j.  cune  de  ses  faces  AOB,  AOC,  BÜC,  par  le 

® sommet  O,  les  perpendiculaires  Oc,  06, 
Oa.  Ces  perpendiculaires  formeront  l’angle 
trièdre  Oabc,  supplémentaire  de  l’angle 
trièdre  proposé  ( 190).  Les  triangles  sphéri- 
ques ABC,  abc,  déterminés  parles  deux  an- 
B gles  trièdres  OABC,  Ortèc,  sont  aussi  appe- 

lés triangles  sphériques  supplémentaires.  Puisque  leurs  cotés 
mesurent  les  faces  des  deux  angles  trièdres  et  que  leurs  angles 
sont  les  angles  dièdres  de  Ces  mêmes  trièdres,  ces  triangles 
jouissent  en  effet  de  la  propriété  suivante  : Les  côtés  de  chacun 
d’eux  sont  les  suppléments  des  angbis  de  l'autre.  Les  éléments 
d’un  triangle  sphérique  étant  donnés,  les  éléments  du  triangle 
sphérique  supplémenUiirc  sont  donc  immédiatement  connus. 

Les  deux  triangles  AB(’.,  abc,  jouissent  encore  d’une  autre 
propriété  remarquable  : les  sommets  de  chacun  d'eux  sont  les 
pôles  des  côtés  de  l’autre.  En  effet,  la  droite  On  étant  perpen- 
diculaire au  plan  BOC,  le  point  a est  le  pôle  de  l’arc  BC.  Il  en 
est  de  même  des  sommets  b et  c relativement  aux  cêjtés  AC  et 
AB.  Réciproquement,  la  distance  polaire  6 A étant  égale  à la 
corde  qui  sous-tend  le  quart  de  la  circonférence  d’un  grand 
cercle,  puisque  le  point  b est  le  pôle  de  l’arc  AC,  et  la  dis- 
tance polaire  cA  étant  égale  à la  précédente,  puisque  le  pointe 
est  le  pôle  de  l’arc  AB,  le  point  A est  le  pôle  de  l’arc  bc.  Il  en 
est  de  même  des  sommets  B et  C par  rapport  aux  côtés  ac  et  ab. 
On  peut,  d'après  cette  propriété,  décrire  l’un  des  triangles  au 
moy  en  de  l’autre  ; et  on  leur  a donné,  pour  la  rappeler,  le  nom 
, de  triangles  polaires. 

t J 

269.  La  remarque  générale  du  n"  266  et  le  mode  fie  raison- 
nement iiidi(|ué  aux  n*’  267  el  268,  suffLsent  pour  qu’il  soit 
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permis  (l’(^nonrer  sans  (lémonsiration  les  autres  théorèmes  re- 
latifs aux  triangles  sphéri(|iics,  en  renvoyant  seulement  aux 
propriétés  analogues  des  atigles  trièdres.  * 

Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un 
•angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun  et 
•semblablement  disposés  {\^\,  1“). 

Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  un  côté 
égal’ndjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  et  sembla- 
blement disposés  9°). 

Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  leurs 
trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  et  semblablement  disposés 
{191,  S"). 

Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  leurs 
trois  angles  égaux  chacun  à chacun  et  semblablement  dispq-, 
iéf  (191,  4“). 

11  est  bien  entendu  que  kis  triangles  sphériques  comparés 
sont  tracés  sur  des  sphères  de  rayons  égaux. 

On  peut  appeler  triangles  sphériques  semblables  deux  trian- 
gles sphériques  ayant  leurs  angles  égaux  et  leurs  côtés  pro- 
portionnels. Lorsqu’un  angle  trièdre  ÜABC  a son  sommet  au 
centre  de  deux  sphères  concentriques,  il  détermine  sur  ces 
sphères  deux  triangles  semblables  ABC,  A' B' G'  [Jig-  269).  En 
effet,  CCS  triangles  sont  équiangles;  de  plus, 
les  arcs  semblables  AB,  A' B',  sont  proportion- 
nels aux  rayons  OA,  OA',  et  il  en  est  de  même 
des  arcs  AG,  A'G',  BG,  B' G'.  On  aura  donc 

AB  AG  BG 
A'ir  “■  A'G'  ~ B'G'’ 

Dans  tout  triangle  sphérique  isocèle,  aux 
côtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux 
(193). 

Lorsqu’un  triangle  sphérique  a deux  angles  égaux,  à ces  an- 
gles égaux  sont  opposés  des  côtés  égaux,  et  le  triangle  est 
isocèle  Il  résulte  de  là  que  si  un  triangle  sphérique  est 

équilaténd,  il  est  en  même  temps  équiangle , et  récipro- 
quement. 

Dans  tout  triangle  sphérique,  à un  plus  grand  angle  est  op- 
posé un  plus  grand  côté,  à un  plus  grand  côté  est  opposé  un 
plus  grand  angle  ( 194). 

Lorsque  deux  triangles  sphériques  ont  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  comprenant  un  angle  inégal,  au  plus  grand 
angle  est  opposé  un  plus  grand  côté  (195).  La  réciproque  de. 
cette  proposition  est  évidente. 

Dans  tout  triangle  sphérique,  la  somme  des  trois  angles  est 
comprise  entre  deux  et  six  angles  droits;  chaque  angle,  aug- 
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nit'ulé  (le  deux  droits,  est  plus  ÿrttnd  (pie  la  somme  des  deux 
autres  angles  ( 10(i  ). , 

Lors(ju'iin  triangle  sphérique  contient  un  angle  riroit,  il  est 
rectangle;  son  hypoténuse  esl  le  côté  opposé  à l’angle  droit.  Un 
triangle  sphérique  ((ni  contient  deux  on  trois  angles  droits,  est 
ap[telé  hi-rectanf'le  on  tri-rectangle  (187).  Trois  grands  cercles 
per|)endiculaires  deux  à deux  divisent  évidemment  la  surface 
s|)héri(|ueen  huit  triangles  tri-rectangles  égaux  entre  eux.  Ainsi,  > 
le  triangle  tri-rectangle  est  le  huitième  de  la  surface  splu'rirpte. 

III.  — Mesure  de  la  surface  sphérique.  ^ 

270.  On  appelle  ligne  brisée  régulière  une  ligne  brisée 
jdanc  et  convexe,  dont  les  côtés  forment  des  angles  égaux  et 
sont  égaux.  - ‘ ‘ 

Une  ligne  brisée  régulière  jouit  de  toutes  les  propriétés  d’un 
(tolvgonc  régulier  ; elle  est  inscri|)tible  et  circonsrriptible''an 
cercle,  elle  a un  centre,  un  rayon,  un  a|)othème.  Senlemeiil, 
l’angle  au  centre  d’une  ligne  bris(>é  régulière  n’est  pas,  en  gé- 
mirai, une  partie  aliqunte  do  quatre  angles  droits.  On  appelle 
diàmètre  d’une  ligne  brisée  régulière  toute  droite  ((assaut  (>ar 
son  centre. 

Pour  inscrire  une  ligne  brisée  régulière  dans  un  arc  de 
cercle,  il  suflit  de  diviser  cet  are  en  parties  égales  et  de  joindre 
les  points  do  division  par  des  cordes. 
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271.  La  surface  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  en 
tournant  autour  d'un  diamètre  qui  ne  la  traverse  pas,  a pour 
mesure  le  produit  de  la  circonférence 
inscrite  dans  la  ligne  brisée  par  la 
projection  de  cette  ligne  'sur  Vaxe 

(/éf- ^70). 

Soient  O le  centre  et  01  rapolhènio 
de  la  ligne  brisée  régulière  .ABOI)  toni- 
nant  autour  du  diamètre  xy.  La  sur- 
face engendrée  par  cette  ligne  sera  la 
somme  des  surfaces  engendrées  (>ar  les 
côtés  AB,  BC,  (J). 

l.e  côté  AB  engendrera  la  surface 
convexe  d’un  cône  ayant  .A£  pour  bauteur  et  BK  pour  rayon 
de  sa  base.  L’expression  de  cette  surface  est  égale  à la  hauteur 
\E  multipliée  par  la  circonférence,  ayanf  pour  rayon  la  (ler- 
pendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  côté  jusqu’à  la  rencontre 
de  l’axe  (234)  : cette  (terpendiculaire  est  ((récisément  l’apo- 
thème 01  de  la  ligne  brisée  régulière.  On  pourra  donc  écrire 


surf  AB=  .AE.circOL 
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Do  même,  le  côté  Bt'.  engendrera  la  surface  convexe  d'un 
tronc  de  cône  ayant  EF  pour  hauteur,  BE  et  (!F  pour  rayons 
de  ses  bases.  L’expression  de  cette  surface  est  égale  à la  hau-’ 
leur  EF  nuiltipliée  par  la  circonférence  qui  a pour  rayon  la 
perpendiculaire  élevée  sur  le  riiilieu  du  côté  BC  jusqu’à  la  ren- 
contre de  l’axe  (‘234),  perpendiculaire  qui  est  encore  l’apo- 
thème 01.  On  pourra  donc  écrire 

sui  f B(]  = EF.  cire  01. 

I 

Eiilin  le  côté  CD  parallèle  h l’axe  engendrera  la  surface 
Convexe  d’un  cylindre  ayant  FG  pour  hauteur,  CF  et  DG  pour 
niyoïis  de  ses  bases.  L’expression  de  celle  surface  est  égale  à 
la  hauteur  FG  multipliée  par  la  circonférence  de  base  du  cy- 
lindre, qui  est  évidemment  égale  à la  circonférence  inscrite 
dan!<  la  ligne  brisée.  On  écrira  dône  encore 

surf  C,D=FG.  cire  01. 

Si  l’on  ajoute  les  égalités  iirçcédentes  membre  à membre, 
..onaura.'en  mettant  cire  01  en  facteur  commun, 

. surf  AB(;D=  ( AE  -t-EF  -t-  FG).  cire  01, 
c’est-à-dire. 

surf  .\B('D  = AG.  cire  01. 

(Cherchons,  comme  exercices,  les  surfaces  engendrées  par  un 
demi-polygone  régulier  d’un  nombre  pair  de  côtés  et  par  un 
demi-polygone  régulier  d’un  nombre  impair  de  côtés. 

Si  l’on  rlésigne  par  K le  rayon  du  polygone  et  par  rson 
apothème,  on  aura  dans  le  premier  cas 

t 

S = B . 5.  r = 4 


Fig.  î7i. 


Dans  le  second  cas  (//g.  271),  le  diamètre  xy  de  la  ligne 
brisée  régulière  passe  par  le  sommet  K et  coupe  le  côté  CD  en 
son  milieu,  c’est-à-dire  que  AO  est  le 
rayon  du  polygone  et  01  son  apo- 
thème (128).  La  surface  engendrée  par 
les  deux  côtés  .\B  et  BC  aura  pour 
expression  (B -|- rj.anr.  Le  demi-côté 
(il  engendrera  un  cercle  de  rayon  Cl. 
\ ' On  aura  donc  jiour  la  surface  cherchée 

'v-'"  '•  • 

s = ( B -f-  /■)  . 2 7T  /•  -|-  TT  CP. 

Mais  le  triangle  rectangle  OCl  donne  CP=  B’ — /•’.  En  sub- 
sliiuanl  dans  l’égalité  précédente  et  en  simplinanl,  il  viendra' 

2 TT  B /■  -t-  :r  r'  7t  B’, 
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o>si-à-dire 

Les  deux  expressions  qu'on  vient  de  calculer  conduiraient 
iminédialenient  à l’expression  de  la  surface  sphérique,  si  l'on 
supposait  les  polygones  considérés  remplacés  par  les  .cir- 
conférences limites  : on  devrait , dans  cette  hvpotlièse,  faire 
r=R.  - 

272.  On  entend  par  zone  la  portion  de  la  surface  sphérique 
comprise  entre  deux  plans  parallèles.  Les  cercles  déterminés 
par  ces  deux  plans  sont  les  bases  de  la  zone,  et  la  distance  de 
ces  deux  plans  est  la  hauteur  de  la  zone.  Si  run  des  plans  de- 
vient tangent  à la  sphère  ou  si  run  des  cercles  considérés  est 
nul,  la  zone  n'a  qu’une  base  : on  lui  donne  alors  souvent  le 
nom  de  calotte-  sphérique. 

i ne  zone  a pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  [ Jig.  272). 

Soit  le  demi-cercle  K\BL.  Pen- 
dant que  sa  circonférence  tournant 
autour  du  diamètre  xy  engendrera 
la  surface  sphéri(|ue,  un  arc  AB  de 
celte  circonférence  engendrera  une 
zone  qui  aura  C.D  pour  hauteur,  AC 
et  BJ)  pour  rayons  de  ses  bases. 
Inscrivons  dans  l’arc  AB  une  ligne  brisée  régulière  telle  que 
AFB.  La  surface  engendrée  par  cette  ligne  brisée  en  tournant 
autour  de  xr  sera  évidemment  moindre  que  la  surface  de  la 
zone  considérée  qui  l’cnvcloppc  de  toutes  parts.  A mesure 
tpi’on  doublera  le  nombre  de  cotés  de  la  ligne  brisée  inscrite, 
la  surface  qu’elle  engendre  deviendra  plus  gratide  [parce  que 
l’apoibèmc  01  augmentera  (271)]  tout  en  restant  inférieure  à 
celle  de  la  zone.  Par  suite,  la  différence  de  ces  deux  surfaces 
diminuera  de  plus  en  plus,  et  la  zone  sera  la  limite  des  sur- 
' faces  engendrées  par  les  lignes  brisées  régulières,  puisque 
l’arc  AB  est  I.1  limite  de  ces  lignes  brisées.  Or,  quel  que  soit  le 
nombre  de  ses  cotés,  la  ligne  brisée  régulière  engendre  une 
surface  ayant  pour  expression  (;i). cire 01  (271).  (Il)  ne  varie 
pas,  et  à la  limite,  01  devenant  OK  ( 123),  cire  01  devient 
, cire  OK.  On  aura  donc  ‘ 

zone  AB  =r  CD . 27;  OK . 

Désignons  par  H la  hauteur  de  la  zone  et  par  B le  rayon 
(b*  la  sphère  ; l’expression  générale  de  Faire  d’une  zone 
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sera  ' . , 

zune=airR.H. 

Dans  une  niante  sphère,  les  zones  de  même  hauteur  sont 
équivalentes,  deux  zones  quelconques  sont  proportionnelles  à 
leurs  hauteurs. 

Lorsqu’une  zone  n’a  qu’une  base,  sa  surface  est  celle  du 
cercle  qui  a pour  rayon  la  corde  de  l’arc  générateur  de  la  ' 
zone  [fl g.  273). 

En  effet,  on  a ' 

\B’=  \I).\C=2lUl. 

P.ir  suite,  on  peut  poser 


zone  AB  = 2 7tRli  = jr . AB'. 


273.  La  surface  sphérique  a pour  expression  le  produit  de 
son  dia'mètre  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle,  c’est-ù- 
Plg  ,-3  dire  qu' elle  est  égale  ù quatre  grands 

’ cercles  [fg.  5-73). 

Soit  la  sphère  engendrée  par  le 

//  ! \ demi-cercle  .\Bl).  La  demi-çirconfé- 

' I \ rence  ABl)  étant  la  somme  des  arcs 

~ K ô ^ Il  ÿ \B  et  BD,  la  surface  sphérif|ue  sera 
la  son)me  des  zones  engendrées  par 

ces  arcs.  On  aura  (272) 

zone  AB  = AC-z-ttOA, 
zone  RD  = CD.  an  OA. 


En  additionnant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
surf.  sph.OA  = (AC-i-(;D).27tOA, 

c’est-à-dire 

surf.  sph.  OA  = AD.2  7rOA. 


Désignons  par  R le  ravon  de  la  sphère.  L’expression  géné- 
rale de  l’aire  de  la  surface  sphérique  deviendra,  en  la  représen- 
tant par  S, 

S = 2 B . 2 JT  B = 4 B ’. 


.Si  l’on  appelle  D le  diamètre  de  la  surface  sphéri(|ue,  on 
aura  aussi 


S = D.irD  = TT  D’. 


On  voit  que  les  surfaces  de  deux  sphères  quelconques  sont 


Digitized  by  Google 


r.ÈoMÉTBiF..  * ao3 

proportionnelles  aux  eah-és  de  leurs  ntyons  ou  de.  leurs  din- 
niètres. 


274.  La  partie  de  la  surface  sphérique  comprise  entre  deux 
demi-circonférences  de  grand  cercle  terminées  au  même  dia- 
mètre, s’appelle/tt,sen/<.  L’angle  des  deux  demi-circonférences 
est  Vangle  du  fuseau.  Deux  fuseaux  situés  sur  des  sphères 
égales  sont  évidemment  égaux  lorsque  leurs  angles  sont 
égaux. 

Le  rapport  d'un  fuseau  à lu  surface,  sphérique  est  égal  au 
rapport  de  son  angle  à quatre  angles  droits  (Jig.  274  ). 

Soit  le  fuseau  APP'B  compris  entre  les  deux  demi-cirron- 


Fig. 


férences  PAP',  PBP'.  Du  point  P comme 
pôle,  je  décris  la  circonférence  de  grand 
cercle  ABC  : l'arc  AB  mesure  l'angle  du  fu- 
seau. Je  suppose  qu’il  y ail  une  commune 
mesure  entre  cet  arc  et  la  circonférence 
entière  dont  il  fait  partie,  qu’on  ait  par 

exemple  . = A-  Je  divise  alors  la 

‘ nrcABt.  r5 

eirconféienre  AB(]  en  i5  parties  égales,  et  AB  contiendra  2 de 

ces  partits.  Par  le  diamètre  PP'  et  chacun  despoints  de  division 

obtenus,  je  fais  passer  des  plans  qui  décomposeront  la  surface 

sphérique  en  i5  fuseaux  tous  égaux  entre  eux  comme  ajant 

même  angle,  et  le  fuseau  APP'B  contiendra  2 de  ces  fuseaux. 

Son  rapport  à lu  surface  sphérique  entière  sera  donc  aussi 

égal  à -g-  Ainsi,  le  rapport  du  fuseau  considéré  a la  surface 

sphérique- est  égal  au  rapport  de  l’arc  qui  mesure  son  angle  à 
la  circonférence  dont  il  fait  partie,  c’est-à-dire  au  rapport  de 
cet  angle  à quatre  angles  droits. 

. Si  l’arc  AB  et  la  circonférence  ABC  n’avaient  pas  de  commune 
mesure,  on  emploierait  Ic.modc  de  démonstration  déjà  souvent 
indiqué  (63). 

Soit  R le  rayon  de  la  sphère  et  P le  rapport  de  l’angle  du  fu- 
seau à l'angle  droit  ; le  rapport  de  cet  angle  à quatre  angles 

P 

droits  sera  On  aura  donc,  d’apres  ce  qu’on  vient  de  voir,  en 
dé*signant  le  fuseau  APP'B  par  fus  P 


fus  P P „ . 


fusP  = 7rlD.P. 


L’aire  d’un  fuseau  est  donc  égale  att  produit  tf  un  grand 
ceixle  par  le  rapport  de  fangle  du  fuseau  à un  angle  droit. 
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Pour  passer  de  l’aire  du  lusea*  à l'aire  du  triau{,de  s|)hé- 
nous  nous  appuierons  sur  la  proposition  suivante  : 

Veux  triangles  sphériques  symétriques  (266) 
sont  équivalents  [jpg.  2^5  ). 

Soient  les  deux  triangles  sphériques  symé- 
triques ABC,  A' B' C'.  Soit  P le  pôle  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC.  Prolongeons  PO 
jusqu’à  la  surface  sphérique,  et  soit  P'  la  se- 
conde extrémité  du  diamètre  obtenu.  Joignons 
le  point  P aux  trois  sommets  du  triangle  ABC, 
le  point  P'  aux  trois  sommets  du  triangle 
A'B'Cy,  par  des  arcs  de  grand  cercle.  Les  arcs 
PA,  PB,  PC,  étant  égaux  (238),  les  trois  angles 
trièdres  O APB,  OA  PC,  OBPt^,  seront  isocèles. 
Il  en  sera  donc  de  même  des  angles  trièdres  symétriques 
OA' P'B',  OA'P'C',  OB'P'C',  qui  pourront  dès  lors  coïncider 
deux  à deux  avec  les  précédents  (193).  Par  suite,  les  triangles 
APB,  A' P' B',  APC,  A'P'C'^  BPC,  B'P'C',  étant  égaux  deux  à 
deux,  le  triangle  AB(i,  qui  est  la  réunion  des  trois  triangles 
APB,  APt;,  BP(^,  sera  équivalent  au  triangle  A'B'C'  qui  est 
la  réunion  des  trois  triangles  A'P'B',  A'P'C',  B'P'IV. 

Bemarquons  que  les  triangles  A' P' B'^  A' P' C',  B'P'C',  sont 
alors  isocèles,  et  que  le  point  P'  est  aussi  le  pôle  du  petit 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'ty. 

I)(“  même  que  deux  angles  trièdres  synnMriques  peuvent 
coïncider  lorsqu’ils  sont  isocèlejs,  deux  triangles  sphériques 
symétriques  isocèles  sont  superposables. 

Nous  avons  supposé  que  le  p<Me  P tombait  à l’intérieur  du 
triangle  ABC;  s’il  était  situé  à l’extérieur  ou  sur  le  plus  grand 
côté  du  triangle,  la  démonstration  serait  encore  la  même  : seu- 
lement, lorsque  le  pôle  est  à l’extéi  ieur,  le  triangle  représente 
une  différence  au  lieu  de  représenter  une  somme. 

276.  Le  rapport  de  l’aire  d'un  triangle  sphérique  à la  sur- 
face sphérique  est  égal  nu  rapport  de  son  excès  sphérique  à huit 


Kig.  •276. 


angles  droits  [Jlg.  276). 

On  appelle  excès  sphérique  d’un  triangle 
sphérique  le  rapport  de  la  somme  des  an- 
gles du  triangle,  diminuée  de  deux  angles 
droits,  à un  angle  droit. 

Soit  le  triangle  sphérique  ABC.  Ce  triangle 
se  trouve  sur  l’hémisphère  limité  par  la  cir- 
conférence à laquelle  appartient  le  côté  AB.  J’achève  également 
l(*s  circonférences  auxquelles  appartiennent  les  deux  autres 
«■ôtés  \C  et  B<^  Le  triangle  ABC,  augmenté  du  triangle  B(L\', 
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forme  (•videnimeni  le  fuscî^u  limité  par  les  deux  dcmi-cirron- 
férciiocs  ACA',  ABA'  c’esl-à-dirc  le  fuseau  dont  l’angle  est  l’an- 
gle A du  triangle  proposé.  De  même,  le  triangle  ABC,  augmenté 
du  triangle  ACB',  forme  le  fuseau  dont  l’angle  est  l’angle  B du 
triangle  donné.  Cherchons  enfin  à quoi  revient  la  somme  des 
deu>£  triangles  ABC,  CA' B'.  On  peut  remplacer  le  triangle 
CA'B'  parle  triangle  symétrique  équivalent  (275)  C'AB.  On 
voit  alors  (]ue  le  triangle  ABC,  augmenté  du  triangle  CA'B' 
ou  C' AB,  équivaut  au  fuseau  limite  par  les  deux  derni-circon- 
férences  CAC',  CBC',  c’est-à-djre  au  fuseau  dont  l’angle  est  égal 
à l’angle  C du  triangle  ABC.  On  peut  donc  poser  les  égalités  sui- 
vantes : , 

ABC -I- BCA'  = fuseau  A,  ' 

ABC-+-  ACB'  = fuseau  B,'  - • . 

ABC  -h  CA'  B'  — fuseau  C. 

Si  l’on  ajoute  ces  trois  égalités  membre  à mentbre,  on  trouve 

3 ABC  + - surf.  sph.  = fus  A -f-  fus  B -l-  fus  C, 
d’où  ; ^ 

ABC  = - (fus  A -H  fus  B -f-  fus  (])  — ^ surf.  sph. 

s.  f . * % « 

Divisons  les  deux  membres  de  éette  dernière  égalité  par  la- 
surface  de  la  sphère  ; il  viendra 

ABC  I / fus  A -+- fus  B -I- fus  C\  i 

surf.  sph.  7.  \ surf.  sph.  / 4 

Mais  le  rapport  d’un  fuseau  à la  surface  de  la  sphère  est  égal 
au  rapport  de  son  angle  à quatre  angles  droits  (274).  On  aura 


donc 

ABC  _ I 

/A  -h  B -h  C\ 

surf.  sph.  ~ 2 

\ 4 ) 

d’où 

ABC 

A -1-  B C — 2 

surf.  sph. 

8 

Si  l’on  représente  le  triangle  tri-rectangle’ par  T,  on  pourra 
rem]tlacer  surf.  sph.  parST  (269),  et  on  pourra  écrire 

ABC  _ A -+-B-+-  C — 2 
T “ i' 

De  sorte  qu’en  prenant  l’angle  droit  pour  unité  d’angle  et  le 
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trian{{le  Iri-reflaiif^le  pour  unilo  d’aife,  un  triangle  sphérique 
a pour  mesure  son  excès  sphérique.  T étant  le  huitième  de  la 

surface  sphérique,  on  a T = (2”3)  eii  par  suite, 

ABC  = (A-t-B  + C — 2)  — ‘ ■ 

'2 

Soit  maintenant  un  polygone  sphérique  convexe  quelconque 
ABCDE  [fig.  277).  On  décomposera  ce  polygone  en  triangles, 
en  joignant  le  sommet  A aux  autres  som- 
mets non  adjacents  par  des  arcs  de  grand 
cercle,  et  l’on  obtiendra  autant  de  trian- 
gles que  le  polygone  a de  côtés  moins 
deux.  En  ajoutant  les  aires  de  ces  trian- 
gles, on  aura  l'aire  du  polygone,  et  en 
remarquant  que  la  somme  des  angles  de 
tous  ces  triangles  forme  la  somme  des 
angles  du  |»olygone,  on  verra  (jue  le  rapport  de  l'aire  de  ce 
polygone  à la  surface  sphérique  est  égal  au  rapport  de  la 
somme  de  ses  angles,  diminuée  d’autant  de  fois  deux  droits 
(|ue  le  polygone  contient  de  côtés  moins  deux,  à huit  angles 
droits. 

Désignons  par  S la  somme  des  angles  du  polygone,  par  n le 
nombre  de  ses  côtés,  on  aura 

AB(d)E  S — 2(/i  — 2) 

surf.  sph.  8 

Si  l'on  remplace  surf.  sph.  par  8T,  il  vient 
ABCDE  _8  — 2 («  — 2) 

— J — J 

Le  rajq)ort  écrit  dans  le  second  membre  s’appelle  l'excès 
sphérique  du  ])olygone.  Lors(|u’on  prend  l’angle  droit  pour 
unité  d’angle  et  le  triangle  tri-rectangle  pour  unité  d’aire,  un 
polygone  sphérique  a donc  pour  mesure  son  excès  sphérique. 
On  |>eut  écrire 

ABCDE=(S-+-  4 — 2,n). 

IV.  — Mesure  du  volume  de  la  sphère. 

277.  Le  t^ulunie  engendré  par  la  révolution  (L un  triangle 
autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  et  passant  par  l’un  de 
ses  sommets  sans  traverser  sa  surface,  est  égal  au  produit  de  la 
surface  engendrée  par  le  côté  du  triangle  opposé  au  sommet 
situé  sur  l'a.re,  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  correspon- 
dante. 


Fi{*.  ^77, 
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Nous  supposerons  d’abord  que  l’uii  des  côtés  AB  du  triangle 
se  confond  avec  l'axe  278).  Du  soniinet  opposé  C,  j’abaisse 
FiR.  378.  ' sur  l’axe  SC)'  la  perpendiculaire  CD. 

Suivant  que  la  perpejidiculaire  CD 
tombera  à l’intérieur  ou  à l’extérieur 
du  triangle  ABC,  le  volume  engendré 
par  ce  triangle  sera  la  somme  ou  la 
différence  des  cônes  droits  engen- 
drés parh's  triangles  rectangles  .ACD, 
’ .BCD.  Un  a (229) 

^ cône  ACD  = ^ îT  CD’.  AD, 

cône  BCD  = ^jrCD’.BD. 

En  désignant  par  vol  AB("  le  vo- 
lume engendré  par  la  rotation  du 
triangle  ABC  autour  de  l’axe  xy,  on 

aura  dans  les  deux  cas 

vol  ABC  = 5 TT  CD’.  AB. 

1 3 

Le  produit  CD.  AB  exprime  le  double  de  la  surface  "du  triangle 
ABC,.  Si  l’on  abaisse  AP  perpendiculaire  sur  BC,  le  produit 
AP.BC  exprimera  aussi  le  double  de  cotte  surface.  On  pourra 
donc,  dans  l’expression  précédente,  remplacer  CD. AB  par 
,VP.B('.  Il  viendra  alors 

vol  ABC  = CD.  AP.BC.  ' 

Mais  la  surface  convexe  du  cône  engendré  par  le  triangle  rec- 
tangle B(d),  c’est-à-dire  la  surface  engendrée  par  le  côté  BC,  a 
précisément  pour  expression  r.CD.BC  (228).  On  pourra  donc 
écrire 

AP 

vol  ABC  = surf  RC-^- 


Supposons  maintenant  qu’aucun  des  côtés  du  triangle  ne 
coïncide  avec  l’axe  (y?g-.  279),  Je  prolonge  le  côté  BC  jus(|u'à  sa 
C'C.  rencontre  avec,  l’axe  au  point  £-• 


Le  triangle  ABC  étant  la  différence 
des  triangles  ACE,  ABE,  le  volume 
qu’il  engendrera  sera  la  différence 
dos  volumes  engendrés  par  ces 
triangles. 
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' vol  ACE  Z=  surf  EC~, 

vol  ABE  = surf  EB  -^,  ' ' 

ô 

surf  E(/  — surf  EB  représente  évidcinnienl  la  surface  con-  • 
ve\e  (lu  tronc  de  cône  enfîcndré  par  le  trapèze  CDFB,  c’est- 
à-dire  la  surface  engendrée  par  le  côté  B(".  On  aura  donc 
encore 

vol  ABC  = surf  BC-^-  ... 

La  démonstration  précédente  admet  cpie  le  côté  BC  prolongé 
vient  couper  l’axe.  11  faut  donc,  en  dernier  lieu,  examiner  le 
cas  où  ce  côté  est  parallèle  à l'axe 
(y/^.  280).  - 

Desextrémitésdu  côté  BÇ,  j'abaisse  sur 
' l'axe  xy  les  perpendiculaires  CI)  et  BF. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  ,\BC 
sera  la  somme  ou  la  différence  des  vo- 
lumes engendrés  par  les  triangles  APC,  APB,  suivant  que  la 
per|)endiculaire  Al*  abaissée  du  sommet  A sur  le  côté  BC  tom- 
bera en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle  proposé.  La  même 
démonstration  s'appliquera  aux  deux  cas.  Le  triangle  rectangle 
AÜC  et  le  rectangit;  Al)(iP  ayant  même  base  et  même  hauteur, 
le  cône  engendré  par  la  rotation  du  triangle  sera  le  tiers  du 
cylindre  engendré  par  le  rectangle  (22!)).  Il  en  résulte  évi- 
demment que  le  volume  engendré  par  le  triangle -\P(i  sera  les 
deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  ADtiP.  On. 
prouverait  de  même  (jue  le  v olume  engendré  par  le  triangle  APB 
sera  les  deux  tiers  du  («y  lindre  engendré  par  le  rectangle  AFBP. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  .ABC  sera  donc  finalement 
les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  DCBF', 
somme  ou  différencé  des  rectangles  ADCP,  AFBP.  On  aura 
donc 

vol  ABC  = 1 TT  AP’  . BC. 

-Mais  la  surface  latérale  du  cylindre  engendré  jiar  le  rectangle 
DCBF,  c'est-à-dire  la  surface  engendrée  par  le  côté  BC,  a pré- 
cisément pour  expression  srr.AP.BC.  On  pourra  donc  écrire 
comme  précédemment 

volABC  = surfBC.^. 

La  formule  trouvée  n’est  donc,  soumise  à aucune  res- 
triction. 


Fig.  aSo. 
r P 11 
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Considérons  ronime  cas  parliciilier  celui  où  le  triangle  pro- 
posé étant  isocèle,  son  somniet  est  sur  l’ave  [Jis-  ’yO-  l>ans 
ce  cas,  la  siirlace  engendrée  par  la  base 
UC  est  celle  du  tronc  de  cône  engendré 
par  le  trapèze  DCBF,  les  points  1)  et  F 
étant  les  projections  des  points  C cl  B 
sur  l’axe  xy.  Celte  surface  sera  donc 
égale  à la  hauteur  DF  du  tronc  de  cône 
multipliée  par  la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  côté  BC 
jusqu’à  la  rencontre  de  l’axe  (23V),  et  celte  perpendiculaire  est 
précisément  la  hauteur  AP  du  triangle  isocèle.  On  aura  donc 


Fig.  a8i . 


r 


et 


surf  BC  = DF.9  7r\P 


vol  ABC  = 1 TT  AP’.  DF. 

Le  volume  engendrA  par  un’ triangle  isocèle  toanianl  autour 
d’un  axé  situé  dans  son  plan  et  passant  pat  son  sommet  sans 
traverser  sa  suiface,  a donc  pour  expression  les  deux  tiers  du 
cercle  qui  a pour  rayon  la  hauteur  du  triangle  isocèle,  mul- 
tipliés par  la  projection  de  la  hase  de  ce  triangle  sur  l'axe. 

278.  La  surface  comprise  entre  une  ligne  hriséti  régulière 
et  les  rayons  qui  correspondent  à ses  evlrémilés,  s’appelle 
secteur  polygonal  régulier. 

Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  tour- 
nant autour  d’un  de  ses  diamètres,  extérieur  à sa  surface,  est 

égal  au  produit  de  la  surface  que  dé- 
crit la  ligne  brisée  qui  sert  de  hase 
au  secteur,  par  le  tiers  de  son  apo- 
thème (fig.  ?8a). 

Soit  le  secteur  polygonal  régulier 
OABCDO.  Je  le  décomposerai  en 
triangles  en  joignant  son  centre  O 
aux  différents  sommets  \,  B.  C,  I),  de  la  ligne  brisée  régu- 
lière ABCD.  On  aura  alors  (277),  01  étant  l’apolhème  de  la 
ligne  brisée  : 

vol  A0B  = surf  \B.^, 
vol  B0C  = surf BC.^^, 
vol  COI)  = surf  CD. 


Fig.  aSî. 


X A O c y 


Si  l’on  ajoute  ces  égalités  membre  à membre,  on  trouvera 
vol  OABCDO  =(surf  AB -f-  surf BC-f-surfCD) 
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vol  OABCDO  ^ surf  ABCl) . ^ • 

Si  AK  cslla  projeciion  de  la  ligne  brisée  régulière  sur  l’axe, 
un  a (271) 

surf  AB(;i)=:AE.2rrOI, 

d’où 

vol  OABCDO  = 1 TT 01’.  AE.  ’ 

Nous  aurions  pu  arriver  immédialcnienl  à celle  formule,  en 
remarquanl  que  les  Iriangles  AOB,  BOC,  COI),  sonl  iso- 
cèles (277). 

Si  l’on  considère  le  volume  engendré  par  un  demi-polygone 
régulier  lournanl  aulour  du  diamèlre  qui  le  divise  en  deux 
pariies  égales,  ei  si  l’on  appelle  R el  /•  son  rayon  el  son  apo- 
lliènie,  il  faudra  remplacer  AE  par  2 R ou  par  R-f-r,  suivanl 
que  le  nombre  des  côlés  du  polygone  sera  pair  ou  impair.  En 
désignant  le  volume  cherclié  par  V cl  en  remplaçant  01  par  r, 
on  aura  donc,  dans  le  premier  cas. 


cl,  dans  le  second, 

V = |,rr>(B-|-r). 

Les  deux  expressions  qu’on  vient  de  calculer  conduiraient 
iminédialemcnl  à l’expression  du  volume  de  la  sphère,  si  l’on 
supposait  les  polygones  remplacés  par  leurs  circonférences 
limites  ; il  faudrait  alors  faire  r=  R. 

279.  Le  demi-cercle  MABN  engendrant  la  sphère  en  lour- 
nanl aulour  de  son  diamèlre  .MN  {Jig.  2-83),  le  secteur  circu- 
laire AOB  engendrera  une  partie  du 
volume  de  la  sphère,  appelée  5cc/cMr 
sphérique.  Les  cercles  engendrés  par 
les  perpendiculaires  AC  el  BD,  abais- 
sées des  points  A et  B sur  l’axe  .rr, 
seront  les  hases  de  la  zone  engendrée 
par  l’arc  AB  : cette  zone  sera  la  base 
du  secteur  sphérique. 

Le  volume  d’un  secteur  sphérique 
est  égal  au  produit  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers 
du  rayon  de  la  sphère. 

J’inscris  dans  l’arc  AB  une  ligne  brisée  régulière,  telle  que 


Fis- 
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AFGB.  Le  volume  engendré  par  le  serieur  polygonal  régulier 
OAFGBO  en  tournant  autour  de  l’axe  xy,  est  moindre  que  le 
volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  AOB, 
volume  qui  l’enveloppe  de  toutes  parts.  A mesure  qu’on  double 
le  nombre  de  côtés  de  la  ligne  brisée  régulière  inscrite,  le  vo- 
lume engendré  par  le  secteur  polygonal  correspondant  aug- 
mente, parce  que  l’apothème  01  augmente  (278).  Par  suite,  la 
différence  des  deux  volumes  diminue  de  plus  en  plus,  et  elle 
tend  vers  zéro  puisque  l’arc  AB  est  la  limite  du  contour  de  la 
ligne  brisée  régulière.  Le  secteur  sphérique  est  donc  la  limite 
des  volumes  engendrés  par  les  secteurs  polygonaux  réguliers 
obtenus,  lorsqu’on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée  inscrite.  Mais  le  volume  engendré  par  le 
secteur  polygonal  régulier  aura  constamment  pour  mesure  le 
produit  de  la  surface  décrite  par  la  ligne  brisée  régulière,  par 
le  tiers  de  son  apothème  ( 278  ).  L’arc  AB  étant  la  limite  de  la 
ligne  brisée  régulière  ,{12o).  la  zone  engendrée  par  cet  arc  sera 
la  limite  de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  brisée,  et  le 
rayon  OA  sera  la  limite  de  l’apOthème  01.  On  aura  donc  (132) 

sect.  sph.  AOB  = zone  AB  • 

Si  l’on  désigne  par  R le  rayon  de  la  sphère  et  par  II  la  hauteur 
de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur  sphérique,  c’est-à-dire 
ja  projection  C1),  on  aura  (272) 

zone  AB  = 2irRH, 

et,  par  suite, 

sect.  sph.  AOB  = |;rB«H. 

On  peut  donc  dire  qu’«n  secteur  sphérique  a pour  mesure  tes 
deux  tiers  d’un  grand  cercle  de  la  sphère,  multipliés  par  la 
hauteur  de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur  sphérique  con- 
sidéré. 

280.  Le  volume  d’une  sphère  est  égal  au  produit  de  sa  sur- 
face par  le  tiers  du  rayon  [Jig.  284  )• 

Soit  la  sphère  engendrée  par  le 
demi-cercle  ABC  tournant  autour  de 
son  diamètre  AC.  Le  demi-cercle 
étant  la  somme  des  secteurs  AOB, 
BOC,  la  sphère  sera  la  somme  des 
secteurs  sphériques  engendrés  par  ces 
secteurs  circulaires.  On  a (279) 

sect.  sph.  AOB=  zone  AB . 
sect.  sph.  BOC  = zone  BC . • 


Fip. 


’i  - 
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OA 


splièrp  OA  = (/One  AB  h zone  BC). 


d’oii 


sphère  OA  = surf.  spli.  OA  . 


OA 


Si  l'on  désigne  par  B le  rayon  de  la  sphère,  par  D son  diainèlre, 
par  V son  volume,  il  viendra  (273)  ; 


V=4,rR«.i*  = |«R>, 

V = wT)’ . .p.  = ^ ttD*. 

(>  6 


On  voit  iminédialemenl  que  les  volumes  de  deux  sphtres  quel- 
eonques  sont  proportionnels  aux  eubes  de  leurs  rin'ons  ou  de 
leurs  diamPIres. 


281.  Un  onglet  sphérique  esl  la  parlie  du  volume  de.  la 
sphère  comprise  enlre  deu\  demi  grands  cercles  lerminés  an 
même  diamètre.  L’angle  de  ces  deux  demi  grands  cercles  esl 
l’angle  de  l'onglel,  ei  le  fuseau  qui  le  lermine  lui  sert  de  base. 

Il  esl  évident  que,  sur  deux  sphères  égales,  des  onglets  qui 
ont  des  angles  égaux  sont  égaux. 

On  prouverait,  en  suivant  la  même  marche  qu’au  n”27A,qne  . 
le  rapport  d'un  onglet  à la  sphère  est  égal  au  rapport  dé  son 
angle  à quatre  angles  droits. 

Il  en  résulte  que  le  volume  d'un  onglet  est  égal  au  produit 
du  fuseau  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

En  appelant  A le  rapport  de  l’angle  de  l’onglet  ou  du  fuseau  à 
un  angle  droit,  on  aura 


fuseau  A =îtR’.A  cl,  par  suite. 


onglet  A = 


irR’ 

3 


.A. 


282.  Le  volume  déterminé  en  joignant  le  centre  de  la  sphère 
aux  sommets  d’un  polygone  sphérique  convexe  esl  une  pyra- 
mide polygonale  sphérique.  Si  le  polygone  est  un  triangle,  on 
a une  pyramide  triangulaire  sphérique.  Trois  grands  cercles 
perpendiculaires  deux  à deux  décomposenl  la  sphère  en  huit 
pyramides  s|diériqvies  tri-rectangles  qui  sont  égales  entre  elles 
(2f)ü).  Ainsi  la  pyramide  tri-rectangle  est  le  huitième  du  vo- 
lume de  ta  sphère. 

En  suivant  la  marche  développée  au  n°275,  on  prouvera  que 
deux  pyramides  t riangulaires  sphériques  sj  métriques  son  t équi- 
valentes. Il  suffira  de  remplacer  chaque  triangle  sphérique  par 
la  pyramide  sphérique  correspondante. 
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En  se  rCporlaiU  au  n”  276  ei  eu  remplaçant  à la  fois  les  trian- 
gles sphériques  et  les  fuseaux  par  les  pyramides  sphériques 
et  les  onglets  correspondants,  on  démontrera  facilement  que 
, le  volume  d’une  pyramide  sphérupie  triangulaire  est  égal  au 
produit  du  triangle,  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  du  rayon  de 
la  sphère. 

Si  ABC  désigne  la  base  de  la  pyramide  considérée,  on 
aura  (276) 

ABC  = ( A B -4-  C - 2 ) 

I*ar  suite,  le  volume  V de  la  pyramide  considérée  sera 

\ = ( A -t-  B -h  C 2 — • 

b 

I.e  volume  de  la  pyramide  tri-rectangle  est  égal  à 


c’est-à-dire  à 

B U» 

6 ■ 

On  voit  donc  que,  lorsqu’on  prend  la  pyramide  tri-rectangle 
pour  unité  de  volume  et  l’angle  droit  pour  unité  d’angle,  le 
volume  de  la  pyramide  triangulaire  proposée  est  exprimé  par 
le  nombre  A B C ^ — 2. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  le  volume 
d'une  pyramide  polygonale  sphérique  est  égal  au  produit 
du  polygone  sphérique  qui  lui  sert  de  hase  par  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère. 

Si  ABCDE  désigne  la  base  de  la  pyramide  considérée , on 
aura  (276) 

ABCDE  = (S -t- 4 — an)  . 

Par  suite,  le  volume  V de  la  pyramide  considérée  sera 

V = (S-^4-^n)^’' 

Si  l’on  prend  la  pyramide  trirectangle  pour  unité  de  volume,  le 
volume  de  la  pyramide  polygonale  proposée  est  donc  exprimé 
|)ar  le  nombre  S -f-  4 — 2 «• 

Dans  des  sphères  égales , de.u.v  pyramides  sphériques  quel~ 
conques  sont  proportionnelles  à leurs  hases. 
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283.  Lt  volume  engendré  pur  un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  diamètre  qui  lui  est  extérieur,  est  égal  à la 
sixième,  partie  du  cylindre  qui  a pour 
rayon  de  sa  base  la  corde  du  segment  et 
pour  hauteur  la  projection  de  cette 
corde  sur  l’axe  (Jig.  ?-85  ). 

Le  scgmenl  AmB  est  la  différence  du 
secteur  circulaire  _\OB  et  du  triangle 
isocèle  AÜB.  La  partie  du  volume  de  la  sphère  (ju’il  engen- 
drera en  tournant  autour  du  diamètre  xy,  .sera  donc  égale  à 
la  différence  des  volumes  du  .secteur  sphériijue  AOB  et”du 
triangle  tournant  AOB.  On  aura  (279,277) 


Fij».  aS5. 


secl.  S ph.  AOB  = 2TrOAM)F, 
vol  ;\OB  = ^ ttOI’.ÜF, 

01  étant  la  hauteur  du  triangle  isocèle  AOB.  Il  viendra  alors 
vol.  segment  AmB  = | (OA’  — 01’).  DF. 


Le  triangle  rectangle  AOl  donnant 

\B’ 

OA’  — 01’  = Al’ = -T-, 


nous  pourrons  ecnre 
vol.  seg 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 


vol.  segment  AmB  = g tt  . AB’.  DF  ; 


28A.  La  portion  du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  deux 
plans  parallèles  s’appelle  segment  sphérique  : le  segment  a 
pour  bases  les  cercles  déterminés  par  les  plans  parallèles  et 
pour  hauteur  la  distance  de  ces  plans.  Si  l’un  des  plans  paral- 
lèles devient  tangent  à la  sphère,  le  cercle  correspondant  se 
réduit  à un  point,  et  le  segment  sphérique  n’a  plus  qu’une  base. 

Le  volume  d’un  segment  sphérique 
est  égal  à une  sphère  ayant  pour  dia- 
mètre la  hauteur  du  segment,  plus 
la  demi-somme  de  deux  cylindres 
ayant  pour  hauteur  commune  ta  hau- 
teur du  segment  et  pour  bases  respec- 
tives les  bases  du  segment  [Jig.  a^). 

La  ligure  mixtiligne  DAmBF,  en  tournant  autour  du  dia- 
mètre XJ,  engendre  le  segment  sphérique.  Ce  segment  est 


Fig.  aW>. 


Dlgitized  by  Google 


.GÉOMÉTRIE.  2i5 

donc  la  somme  du  volume  engendré  par  le  segment  circulaire 
AmB  et  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  DABF.  On 
a(283,23a) 

vol.  segm.  A/?iB=  ttAB  . DF, 
vol  DABF  = ^ îtDF  (BF*  -h  AD>  -h  BF.  AD). 

J ' 

Il  en  résulte 

vol.  segm.  spli.  — p ” DF  (AB’  -4-  a BF’  4-  isAD’  + 2 BP . .\D)., 

Je  mène  AE  parallèle  à l’axe  ou  perpendiculaire  à BF.  Le 
triangle  rectangle  ABE  donne  alors 

AB’  = AE’  4-  BE’=  DF’  4-  (BF  — AD)’, ’ 

c’est-à-dire 

\B’=  DF’  4-  BF’  4-  AD’  — 2 BF.  AD. 

On  peut  ainsi  éliminer  AB,  qui  ne  doit  pas  entrer  dans 
l’expression  du  segment.  En  substituant  et  en  simpliflanl,  il 
vient 

vol.  segm.  sph.  = g ttDF  (DF’  4-  3 BF’  4-  3 AD’)  ; 
ce  qu’on  peut  écrire 

vol.  segm.  sph.  = g wDF’  -4-  - (w BF’.  DE  4-  ^ AD’. Dt), 


de  manière  à justifier  l’énoncé. 

Si  le  segment  sphérique  n’a  qu’une  base , c’est-à-dire  si  AD 
devient  nul,  on  trouve 

vol.  segm.  sph.  =girDF’  4-  — irBF’.DF. 

On  peut,  dans  ce  cas,  exprimer  le  volume  du  segment  en  fonc- 
tion du  rayon  de  la  sphère  et  de  sa  hauteur  DF.  Désignons 
par  /i  cette  hauteur  et  par  R le  rayon 
de  la  sphère.  On  aura  287  ) 

vol.  segm.  sph.=  gw A’  -f-  - ttBF’.  A. 

Mais  BF’  = /i(2R  — h).  On  pourra 
donc  écrire 


vol.  segm.  sph.  = g w/i’  4-  n RA’  — 
ce  qui  rcNient  à 

vol.  segm.  sph.  =itRA’ — 
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Fig.  iK8. 


vol.  segni.  sph.=^îr/i’  (3R — A).. 

On  irouvcraii  direclemeiu  celle  formule  ulile  à reienir,  en 
considéranl  le  segment  sphérique  à une  base  comme  la  diffé- 
rence du  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  circulaire 
OBü  et  du  cône  engendré  par  le  triangle  rectangle  BOF. 

283.  La  surface  (/'une  sphère  et  /es  surfaces  tota/es  du , 
€r/indre  t/roil  et  du  cône  équi/atéra/  circonscrits  à cette. 

sp/ière  sont  proportionne/ies  au<c 
nombres  4 . 6 c/  9 ; tes  vo/umes 
de  ces  trois  corps  sont  propor- 
tionne/s aux  mêmes  nombres 

if  g-  288). 

Soient  le  cercle  0.\,  le  carré  et 
le  triangle  équilatéral  circonscrits 
OCDE  et  SFG.  Pendant  que  le  cer- 
cle tournant  autour  de  l’axe  SA 
engendrera  la  sphère,  le  carré  en- 
gendrera le  cylindre  circonscrit 
et  le  triangle  équilatéral  engen- 
drera le  cône  équifaléral  circonscrit  à la  sphère.  ' 

Si  l’on  désigne  par  R le  rayon  OA,  on  aura 

• surf.'sph.  = 

La  hase  du  cylindre  circonscrit  étant  égale  à un  grand  cercle 
de  la  sphère  et  sa  hauteur  étant  le  diamètre  de  la  sphère,  sa 
surface  totale  sera 

2 TT  R . 2 R 2 )T  R’. 

tin  aura  donc 

surf.  lot.  cyl.  =6»rR*. 

Le  côté  du  cône  circonscrit,  qui  est  celui  du  triangle  équi- 
latéral circonscrit  au  cercle  OA,  est  égal  .à  2.11^3;  le  rayon  de 
sa  base,  moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  est 
égal  à R v^3  (128).  On  aura  donc  pour  la  surface  totale  du  cône 
équilatéral  circonscrit 

7rRy'3.2.Rv^-|-3irR>. 

On  |)Ouria  donc  écrire 

surf.  toi.  cône  = 9»:  R’. 

. Le  ihéorèinc  est  donc  vérifié  quant  aux  surfaces. 

Le  volume  de  la  sphère  esi  égal  a | irR’,  celui  du  cylindre 
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il  2 7tl\’.  I.a  liaulciir  du  cùno,  qui  est  celle  du  triangle  équilaté- 
ral circonscrit  au  cercle  0\,  est  égale  à 311  ( 1i8);  par  suite, 
son  volume  aura  pour  expression  3irU\  Les  volumes  des  trois 

t. 

corps  seront  donc  proportionnels  aux  nombres  2 et  3,c’est- 
à.-dirc  auxnombres  4,  6 et  9. 

Si  l’on  remarque  que  6 est  la  moy  enne  proportionnelle  entre 
4 et  9,  on  pourra  énoncer  les  propositions  suivantes  : La  surface 
totale  du  cylindre  droit  circonscrit  à la  sphère  est  la  moyenne  » 
proportionnelle  de  la  surface  sphérique  et  de  la  surface  totale 
du  cône  équilatéral  circonscrit  ; le  volume  du  cylindre  droit 
ciivonscrit  à la  sphère  est  la  moyenne  proportionnelle  des  vo- 
lumes de  la  sphère  et  du  cône  équilatéral  circonscrit. 

28().  Le  théorème  qu’on  vient  d’établir  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier d’un  théorème  plus  général. 

Les  volumes  de  deux  polyèdres  circonscrits  à la  même  sphère 
ou  à des  sphères  égales  sont  proportionnels  à leurs  surfaces. 

En  effet,  si  l’on  décompose  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides en  prenant  pour  sommets  des  pyramides  ap]iartenant  à 
l’un  et  à l’autre  polyèdre  les  centres  des  deux  sphères,  cha<]ue 
polyèdre  aura  pour  mesure  de  son  volume  sa  surface  multi- 
pliée par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  (226,  201  ).  Si  l’on  dé- 
signe par  V et  v les  volumes  des  deux  polyèdres,  par  S .et  s 
leurs  surfaces,  par  K le  rayon  de  la  sphère,  on  aura  donc 


et  |>ur  suite 


1 


Applications. 


Kig. 


•V 

/ 

l,(-  ■ - 


287.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  la  surface  ron- 
{ exe  soit  équivalente  à celle  de  la  calotte  sphérique  terminée 
au  même  cercle  [fig.  289). 

Je  désigne  par  x la  hauteur  AS  du  cône  et 
pai'  K le  rayon  de  la  sphère.  La  hauteur  .\l> 
de  la  calotte  s|»héri(iue  aura  pour  i‘xpres- 
sion  28  — .T.  L’énoncé  du  problème  exige 
i|u'on  ail 

r. AILSII=  II  ;2ll  -a-). 

d’oii 

AU-  SH’ = 48’ (28  — 
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AB’  = ar(2R  — j;)  et  SB’=2Rx. 

En  substituant,  il  viendra 

2 R j:’  (7.  R — x)  = 4 

d’où  en  supprimant  le  facteur  commun  ?.R(2R  — x)  et  en  _ 
écartant  la  solution  ar=  2R  qui  convient  en  ce  sens  que  le 
cône  et  la  calotte  cessent  en  même  temps  d’exister, 

X’  = 2R(2R  — x). 

Cette  équation  prouve  immédiatement  que  l’inconnue  x 
est  le  plus  prand  segment  du  diamètre  divisé  en  moyenne 
et  extrême  (120).  Deux  zones  étant  proportionnelles  à leurs 
hauteurs,  on  voit  que  le  plan  de  la  base  du  cône  cherché 
partagera  aussi  la  snrface  de  la  sphère  en  moyenne  et  ex- 
trême. 

288.  Ln  PÔne  équilatéral  étant  inscrit  dans  une  sphère, 
chercher  entre  quelles  limites  peut  varier  la  différence  des  sec- 
tions déterminées  dans  ces  deux  corps 
par  un  plan  parallèle  à la  base  du  cône 

{fis-  290)-  ' ; 

Le  cône  étant  équilatéral,  sa  hauteur 
3 R 

SH  sera  égale  à — et  le  ravon  de  sa  base,  . 

moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  in- 
scrit dans  le  cercle  qui  engendre,  la 

sphère,  sera  égal  à (128),  R désignant  le  rayon  de  la  ^ 

sphère  donnée. 

une  distance  S A = ar  du  sommet  S,  je  mène  un  plan  sécant 
parallèle  à la  base  du  cône.  La  section  faite  dans  la  sphère  aura 
pour  expression,  ir.MA’,  celle  faite  dans  le  cône  aura  pour  ex- 
pression Tz.a¥.  On  a d’ailleurs,  d’après  la  figure. 


Fig.  Î«JQ. 


c’est-à-dire 


M/l’ 


J-  ( 2 R — x)  (H 


ah 

AH 


S/i 

SH’ 


ah  X 

y.  y 


d’où  rt/i’  = 


La  différence  des  deux  sections,  que  je  désignerai  par  I), 
sera  donc 

n .r  ( 2 R — .r  ) — 
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On  aura,  par  conséqucnl, 


Celle  difrérence  s’annule  pour  x = o el  pour  x = — ■ En 

effel,  dans  le  premier  cas,  le  plan  sécani  esl  langenl  à la  sphère 
au  poiniS;  dans  le  second,  il  se  confond  avec  la  base  du  cône. 
Enlre  ces  deux  valeurs  égales  à zéro,  1)  doil  nécessairemenl 
passer  par  un  maximum,  c’esl-à-dire  que  le  rayon  de  la  seclion 
faiie  dans  la  sphère  croissanl  d'abord  plus  rapidcmenl  que  le 
rayon  de  la  seclion  faile  dans  le  cône,  D commence  par  crollre 
à parlir  de  zéro,  pour  diminuer  ensuile  cl  revenir  à zéro. 

' Pour  irouver  le  maximum  de  1),  nous  poserons -^  = y, 

d’où  X = — • En  subsliluanl,  il  viendra 

-■2  - • 


D = 37r.j(Il— y). 

Le  maximum  de  I)  ne  dé|)end  que  de  celui  du  produil 
y (K  — y),  el  la  somme  de  ces  deux  fadeurs  élaiil  égale  à la 

constanie  R,  leur  produil  sera  maximum  lorsqu’on  aura  y = - 


3R 


maximum. 


élém,.,  219),  c’esl-à-dire  x = I)  esl  donc  maxi 

lorsque  le  plan  sécani  passe  par  le  milieu  de  la  hauleur  du 

3 

cône  SAB,  el  celle  valeur  maximum  de  D esl  égale  aux  ^ de 
l’aire  d’un  grand  cercle.  Lorsque  le  plan  sécani  passe  par  le 
cenlre  de  la  sphère,  l)  esl  égale  aux  ^ de  l’aire  d’un  grand  cercle.. 


Fig.  agi . 


289.  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le 
segment  sphérique  déterminé  par  ce  plan  et  le  secteur  sphé- 
rique avant  pour  base  la  calotte  qui  termine 
le  ségment,  soient  dans  un  rapport  donné 

if  S'  29')- 

Soienl  x la  hauleur  Al  du  segmcnl,  c’esl-à- 
dirc  la  dislancc  du  plan  sécani  au  poinl  A,  el  R 
le  rayon  de  la  sphère.  Le  volume  du  seoleur 

aura  pour  expression  ^ irR’x,  le  volume  du 
segmenl  sera  ^ ttx’  (3  R — x).  Si  le  rapporl  du  secleur  au  seg- 
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iiieiU  csl  renréspiuc  iiar on  devra  avoir 
q 


(3K-x)  ^ 


-,  d'où 


X ( 3 H — x)  q 


En  cliassanl  les  dênoininaleurs,  un  arrive  à l’équalion  du  se- 
cond degré 

px'  — 3/»Ra: -H  2<yR’ = O, 

ei  l'on  en  déduit 

3/*U  ± 

On  peul  meure  colle  valeur  sous  la  forme 


u(3±y/,-«2) 


en  la  divisanl  haut  et  bas  par  p. 

Pour  que  la  valeur  de  x soit  réelle,  il  faul  qu’on  ail 

()  — 8 - > O,  c’esl-à-dire  - > -• 

P V ;>  . . . 

Si  l’on  suppose  - = i,  il  vienl  • 

R(3±.)  ' 

X = , 


c’esl-à-dire 


x'  — 2 R et  x"  = R. 


Hans  le  premier  cas,  le  segmenl  ei  le  sccleur  se  confondenl 
avec  la  sphère;  dans  le  second,  avec  la  moilié  de  la  sphère. 

Si  l’on  suppose  — o’ost-à-dirè  si  le  plan  sécant  divise  le 

secteur  s|)h('ri<iue  en  deux  parties  équivalentes,  on  a 

R(3±v^). 


La  première  valeur  surpasse  le  diamètre  de  la  sphère  cl  doit 

, ...  , , R(3— v^)  , , 

être  rejelec.  La  seconde  valeur  x = csl  seule  ad- 

missible et  représente  le  plus  petii  segmenl  ilu  ra\on  divisé 
en  moyenne  cl  exlièine  (l'iO). 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 

Chapitre  I.  — i"  La*  voliimo  d’un  prisme  triangulaire  est  égal  à la 
moitié  du  produit  d’une  face  latérale  quelrom|ue  par  la  distance  do  celle 
face  à l’aréte  opposéfî. 

2."  Si  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  un  même  plan  on 
prend  des  longueurs  égales  à une  droite  donnée,  le  volume  du  prisme 
triangulaire  ainsi  formé  sera  constant,  quelles  que  soient  les  positions  res- 
pectives des  arêtes. 

3"  Un  bassin  a jwur  fond  horizontal  un  octogone  régulier  ayant 
lo  mètres  de  côté,  la  hauteur  de  l’eau  dans  ce  bassin  est  o",75.  On  de- 
mande à l’unité  prés  lo  volume  d’eau  contenu  dans  le  bassin.  (SGi**'.) 

4“  Trouver  les  dimensions  d’un  hectolitre,  sachant  que  c’est  un  cy- 
lindre dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  base.  (11=  .^'**',o3o8.) 

5“  Un  tuyau  cylindrique  en  bronze  a i*  do  longueur,  son  diamètre 
intérieur  est  égal  à o",  3f>  et  son  épais.seur  à o“,  o8.  I.a  densité  du  bronze 
est  8,46.  On  demande  lo  poids  du  tuyau  vide,  le  poids  du  tuyau  plein 
d'eau  à 4".  ( 877'‘',o;i;  97a''»,497.  ) 

Chapitre  U.  — i"  Diviser  la  surface  latérale  d’un  cône  droit  à base 
circulaire  en  deux  parties  équivalentes  par  un  plan  parallèle  à sa  bast\ 

a"  Si  l’on  fait  tourner  succèssivement  un  triangle  rectangle  autour  de 
cJiacun  des  côtés  de  l'angle  droit,  les  volumes  des  deux  cônes  engendnSj 
sont  en  raison  inverse  de  leurs  axes. 

3"  Le  côté  n d’un  triangle  équilatéral  étant  donné,  calculer  la  surface 
totale  et  le  volume  du  cône  engendré  par  la  rotation  de  ce  triangle  au- 
tour de  sa.  hauteur.  Chercher  à i'“  près  pour  quelle  voleur  de  r;  la  .sur- 
face totale  est  égale  à i***!,  pour  quelle  valeur  de  a le  volume  est  égal 
à i"'.  (o'',Gi;  i»',G4.) 

Chapitre  lll.  — i"  Un  réservoir  a la  forme  d’un  tronc  de  cône.  La 
base  inférieure  a 5“  de  rayon,  lo  niveau  supérieur  de  l’eau  contenue  dans 
ce  réservoir  occupe  une  section  do  8'*  de  rayon.  La  hauteur  de  l’eau  est 
do  4*,25.  On  laisse  tomber  dans  le  rés<‘rvoir  un  bloc  cubique  ayant  i’',4 
de  côté,  cl  l'on  demande  à quelle  hauteur  le  niveau  de  l’eau  montera. 

2“  Un  tombereau  a les  dimensions  suivantes  : les  doux  dimensions  du 
fond  sont  et  o'',8G;  les  deux  dimensions  de  la  section  supérieure 

sont  0,82  et  0,88.  La  profondeur  du  tomlioreau  est  égale  à o",7.5.  On 
suppose  qu’il  est  complètement  rempli  de  terre,  et  l’on  demande  le  poids 
de  cette  terre  en  supposant  sa  densité  représentée  par  2,G8.  (i  i7-/‘s,G34.) 

Chapitre  V.  — i”  Chercher  si  le  tétraèdre  formé  en  menant  par  les 
sommets  d'un  tétraèdre  donné  des  plans  parallèles  aux  faces  opposées  est 
semblable  à ce  tétraèdre. 

2"  Calculer  à 1 centimètre  près  les  dimensions  d’un  parallélipipède 
rectangle  sachant  qu’elles  sont  proportionnelles  ô des  nombres  donnés  et 
connaissant  le  volume  du  (larallélipipède. 

> 3“  On  donne  trois  cubes  : les  côtés  resi»ectifs  de  ces  cubes  sont 
3**,  4>")  On  demande  le  côté  d’un  ipiatrième  cube  éipuvalcnl  ,à  la 
somme  des  trois  premiers. 

4"  La  hauteur  H et  le  rayon  R de'la  base  d’un  cône  .sont  donnés. 
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chercher  à quelle  disUnce  de  la  hast'  il  faut  mener  un  plan  parallèle  à 
cette  base,  pour  (jue  le  volume  V du  tronc  do  cône  déterminé  ait  une 
valeur  donnte.  On  appliquera  la  formule  trouvée,  en  faisant  H = io“, 
R = 5",  V = 20**'.  (ü,aGi4.) 

Chapitre  VI.  — i"  Si  l’on  inscrit  dans  un  demi-cercle  un  demi-poly- 
gone régulier  d’un  nombre  pair  de  côtés  et  qu’on  lui  circonscrive  un 
demi-polygone  semblable,  la  surface  de  la  sphère  engendrée  par  le  demi- 
cercle  en  tournant  autour  de  son  diannètre  sera  la  moyenne  proportionnelle 
des  surfaces  engendrées  par  les  polygones. 

■a"  Circonscrire  à une  sphère  un  cône  droit  dont  la  surface  convexe 
soit  le  double  de  la  base.  ^ 

3"  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel^  que  la  section  soit  équivalente 
à la  différence  des  deux  zones  déterminées  par  le  plan  séc.ant. 

4"  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  la  base  soit  équivalente  à 
la  moitié  de  la  surface  convexe. 

5"  (Ailculer  l’aire  d’un  triangle  sphérique  ABC,  sachant  que  le  rayon 
de  la  sphère  est  égal  à i",2  et  que  les  angles  A,  B,  C,  sont  respective- 
ment égaux  à 78“  i5',  f)A“45',  72’’ 40'.  (o'*i,844o.) 

C"  Si  l’on  joint  par  une  ligne  droite  les  milieux  de  deux  côtés  d’un 
triangle,  et  si  on  le  fait  tourner  autour  du  troisième  côté,  quel  sera  le 
rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  partieii  de  ce  trianglef  (i.) 

7"  Si  l'on  fait  successivement  tourner  un  parallélogramme  autonr  de 
deux  côtés  adjacents,  les  volumes  engendrés  seront  en  raison  inverso  de 
ces  côtés. 

8“  Trouver  le  volume  engendré  par  un  demi-hexagone  régulier  ayant  4“ 
do  CAité,  en  tournant  autour  du  diamètre  du  cercle  circonscrit.  (201**®,  062.) 

çj"  Trouver  le  volume  engendré  par  un  hexagone  régulier,  en  tour- 
nant autour  d'un  de  ses  côtés  « ( *) . 


(’)  Ici  se  termine  la  Géométrie  i-lcmcnlairc  proprement  dite.  Quelques  pro- 
positions de  géométrie  dans  l’espace  ont  été  laissées  de  cété  à dessein,  pour 
être  reportées,  en  géométrie  deseriptife,  au  lieu  même  où  leur  application  est 
immédiate. 
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COMPLÉMENT  DE  GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRIISCIPES  GÉNÉRAUX  RELATIFS  A LA  RÉSOLUTION 
DES  PROBLÈMES. 


.1.  La  résolution  des  problèmes  est  eifll-èmement  importante.  C’est  aux 
efforts  tentés  pour  résoudre  certaines  questions,  qu’on  doit  la  découverte 
successive  des  principales  branches  des  Mathématiques.  Chaque  exemple 
particulier  d’espèce  différente  oblige  ou  conduit  à créer  la  théorie  géné- 
rale correspondante;  et  c’est  en  analysant  avec  soin  la  solution  trouvée, 
'qu’on  parvient  à la  connaissance  de  cette  théorie. 

2.  Pour  (iémontrnr  une  proposition  de  géométrie,  on  peut  employer 
deux  méthodes  ditférenles  : Vanalyse  et  la  synthèse;  mais,  pour  trouver 
la  démonstration  elle-même,  c’est  par  l’analyse  seule  qu’on  peut  procéder. 
. Dans  la  méthode  analytique,  on  prend  pour  point  de  départ  tes  relations 
données,  Phypotlwse  faite  et,  en  passant  par  une  suite  de  déductions  évi- 
dentes ou  déjà  démontrées,  on  parvient  de  proche  en  ])rochc  jusqu'à  ta 
conclusion  cherchée. 

Dans  la  méthode  synthétique,  on  adopte  une  marche  inverse.  On  énonce 
directement  la  règle  à luifuelle  Panalyse  conduit,  et  l’on  prouve  par  une 
série  de  raisonnements  inattaquables,  qu'en  suivant  cette  règle  les  condi- 
tions de  l’énoncé  sont  bien  remplies. 

On  voit  que  ta  synthèse  n’est  en  quelque  sorte  que  ta  vérification  de 
Ptundyse.  L’analyse  guide  les  inventeurs,  la  synthèse  leur  prouve  l’exac- 
titude des  résullals  auxquels  ils  sont  parvenus. 

Pour  donner  un  exemple  très-simple  des  doux  modes  de  démonstration, 
supposons  qu’on  veuille  inscrire  un  hexagone  régulier  dans  une  circon- 
Fip  1 .fèrencc  [ fig.  i ). 

“ Analyse  : Soit  AB  le  côté  de  1 he.xagone  régulier 

inscrit,  soit  O son  centre.  L’angle  AOB  sera  le  sixième 

"X  * 

de  quatre  droits  ou  égal  à - d’angle  droit.  D’ailleurs, 

le  triangle  AOB  étant  isocèle,  ses  angles  à la  base  au- 

2 

2 — — — U 

ront  chacun  pour  valeur  3 ou  d’angle  droit.  Par 
2 

suite,  le  triangle  AOB  est  cquiangle  et  équilatéral.  Le  côté  AB  est  donc 
égal  au  rayon  OA  du  cercle  circonscrit,  d’où  la  solution  connue. 

Synthèse  ; Je  dis  que  si  je  prends  la  cor^le  AB  égale  au  rayon  OA,  AB 
représentera  le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit.  En  effet,  le  triangle  AOB 

sera  alors  équilatéral  et  équianglc.  L’angle  .VOB  sera  donc  égal  à ^ d’angle 
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droit,  c'Oî»l-à-dire  que  cpl  ansile  st'ia  bien  langle  au  centre  de  l’IieNagono 
régulier  inscrit.  ^ 

En  résumé,  /’amih  w Ir  pnibli-mt-  rcsolu  fl  roniliiit  tmx  rniiili- 

tinns  nfffssnires  i>mtr  ijii'H  if  soit  ; lu  srntbcsf  cnonrf  imnirdintfmfnl  ht 
solution  du  problf/Uf  rt  prouff  fnsuitc  quf  fcttf  solution  satisfait  à 
r f/ionff. 

3.  Pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie,  il  est  impossible  d’indi- 
quer une  méthode  générale  et  certaine.  La  nature  des  problèmes  qu’on 
peut  poser  est  trop  variable,  jiour  que  la  solution  puisse  à coup  sûr  être 
obtenue  en  suivant  une  marche  déterminée.  Cependant  il  existe  des  mé- 
lho<ics  particulières  qui  s’appliquent  plus  directement  à certaim>s  classes 
de  questions;  et  si  l’on  sait  discerner  à quelle  catégorie  appartient  le 
problème  dont  on  s’occupe,  on  a déj.à  fait  un  grand  pas  vers  la  solution, 
puisque  la  manière  dont  les  recherches  doivent  être  dirigées  se  trouve 
connue  d'avance. 

Nous  allons  es,sayer  d'indiquer  les  plus  importantes  de  ces  méthodes 
s|téciales,  en  tes  éclairant  jiar  des  e.xemplcs.  Un  consultera  avec,  fruit  sur 
ce  sujet  les  ouvrages  suivants  ; Examen  des  dijferentes  Méthodes  em- 
ployées /mur  résoiulre  les  /mMèmes  de  Géométrie;  parti.  l.amé.  1818.  — 
Des  Méthodes  en  Géométrie,  par  Paul  Serret.  iSîâ  (*). 

l.  Méthode  des  substitutions.  — Dans  celle  méthode,  on  diminue  de 
proche  en 'proche  la  diflicullé,  en  faisant  successivement  dépendre  la 
solution  cherchée  de  celle  de  problèmes  de  plus  en  plus  simples.  Celle 
méthode  est,  par  sa  nature  même,  extrêmement  féconde,  et  elle  se  con- 
fond en  quelque  sorte  avec  l’analyse.  Seulement,  dans  l'analyse  propre- 
ment dite,  on  s'appuie  sur  des  propriétés  déj;\  connues,  au  lieu  do  passer 
rFun  />rcmier  inconnu  à un  inconnu  /dus  sim/de.  Celte  méthode  est  tout 
à fait  comparable  à la  marche  suivie  en  Algèbre  pour  la  résolution  des 
équations. 

exempi.es  ; 

i"  Etant  donnés  dcu.r  côtés  d’un  triangle  et  ta  tons'ueur  de  ta  bissec- 
trice de  ran/;tc  eom/iris  entre  res  deux  côtés,  construire  te  tria/if/le 

2). 

Je  su/i/mse  le  /inddème  rt’-solu,  soit  .ABC  le  triangle  demandé  : AB  Cl  .AC 
sont  les  deux  cétés  donnés,  AI)  est  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Si  F on 
/murait  trvurer  Fangle  \,  on  rentrerait  dans 
un  cas  connu  ( Géom.  71  ). 

Je  mène  par  le  sommet  C une  perjiendicu- 
laire  C(i  à Aü;  le  triangle  ACG  sera  nécess4ii- 
rement  isocèle,  et  l’on  aura 

BG  = AB-AC. 

Par  suite,  BG  sera  déterminée. 

Je  mène  de  même  par  le  point  D une  |K>r- 
pendiculairo  EF  à AD,  le  triangle  AEK  .seia 
aussi  isocèle,  et  les  jiarallèles  El)  et  GC  |>er- 


FIb  a 


V 


(•)  Chez  MAU.ET-B*r.ireur.n.  P.iris. 
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puisiiuo  AD  est  la  bissectrice  de  l’angle  BAC.  Le  rapport  sera  donc  dé- 
terminé à son  tour,  et  l’on  pourra,  connaissant  déjà  BO,  marquer  le  point  E. 

lyi^fjucstîon  sct'd  rdtiw/téi'  nioTs  h coftatruirc  le  triangle  iswete  AEI* , ce 
qni  sera  facile,  cette  construction  dépendant  ello-mème  de  celle  du  tri- 
angle rectangle  AED  dans  lequel  on  connaît  l’Iiypoténuse  AE  et  l’un  des 
côrés  de  l’angle  droit  AD.  Le  triangle  AED  étant  construit,  on  connaîtra 

l’angle  - A et,  par  conséquent,  l’angle  A. 

Bemarquons  que  le  cété  AC  entre  pour  quelque  chose  dans  la  solution, 
puisque  BG  = AB  — .AC.  C’est  là  un  point  à noter  : la  marclw  suhiv  ne 
fM  iU  être  convenable  qtC autant  que  les  diJférenU  éléments  donnés  viennent 
tour  à tour  jouer  leur  rêle  dans  la  solution, 

2“  Par  trois  points  donnés,  faire  //asser  les  côtés  <run  triangle  écpàla- 
téral,  de  manière  que  sa  surface  soit  uri  maximum  [fiff.  3-). 

" Je  suppose  le  problème  résolu.  Soient 
A,  B,  C,  les  trois  points  donnés,  soit  MNP 
un  triangle  éijuilaléral  circonscrit  au  triangle 
ABC.  Si  l’on  décrit  sur  AB  et  sur  AC  deux 
segments  capables  de  6o“,  les  sommets  .M  cl  N 
appartiendront  nécessairement  aux  arcs  obte- 
nus, puisque  les  angles  d’un  triangle  équila- 
téral sont  égaux  à 6o". 

Il  suffira  donc,  pourobtenir  un  triangle  àpii- 
latéral  (/uclconque  dont  les  célés  passent  res-, 
pectivemenl  par  A,  B,  C,  de  décrire  sur  AB 
et  sur  -AC  deux  segments  capables  deTai",  et 
lie  mener  par  le  point  .A  commun  à ces  deux  segments  une  sécante  MAN. 
En  joignant  ensuite  MB  et  NC  et  en  prolongeant  ces  lignes  jusqu  a leur 
point  de  rencontre  P,  on  obtiendra  le  triangle  équilatéral  MNP. 

La  surface  de  ce  triangle  équilatéral  en  fonction  do  son  côté  MN  est 


Kig  3. 


Fig 


MN  y/3 ^ Pqjjj.  qyg  celte  surface  soit  un  maximum,  il  faut  dont  que  MN 

4 

soit  un  maximum. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à mener,  par  un  /mint  commun  a deux 
circonférences,  une  sécante  dont  la  longueur  interceptee  soit  un  maxi- 
mum (J!g.  4)-  ^ - 

Soient  les  circonférences  C et  D qui  se 
coupent  en  A,  et  soit  une  sécante  quelconque 
MAN.  Si  l’on  abaisse  des  centres  C et  D 
sur  cette  sécante  les  perpendiculaires  CP 
et  DB,  la  distance  PR  sera  la  moitié  de  la 
.sécante  MAN.  Menons  DL  parallèle  à MAN. 
Dans  le  triangle  rectangle  CDL,  on  aura 
toujours  DL  ou  PR  < CD.  CD  représen- 
tera donc  le  maximum  de  PR,  2 CD  celui 
de  MAN,  et  ce  maximum  sera  atteint  lorsque  la  sécante  MAN  dexiendra 
jiaralléle  à la  ligne  qui  joint  les  centres  des  deux  circonférences. 


IL 
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MèlliDtlf  pur  symélrif.  — {'.otin  iii(?tlmflt‘  ronjiislt*  ù donnt'r  u nue 
|iiirtie  (le  la  ligure  consiiléréc  une  iiosilioii  sjmétriijne  (6Vo///.,  iUil)  de 
relie  <|irelle  omi|>ail  d'aliord.  Si  l'on  choisit  eonvenablenient  l'axe  ou  le 
(ilan  de  symétrie,  les  éléments  (|u’on  doit  comfiarer  («jurront  n'èlro  pas 
altérés  en  granileur,  <>l  leur  rhangomont  de  position  [roiirra  rendre  la  re- 
lation rlierehée,  sinon  intuitive,  du  moins  plus  farde  à trouver. 

i 

FAKMPI.ES. 

. N 

I"  J'.tunf  donnes  tlenx  /toints  A et  B cl  une  droite  XY,  trouver  sur  eeltr 
droite  un  point  M tel,  ipte  ht  somme  AM  -f-  MB  soit  un  minimum  ( /?".  5). 

Si  les  deux  points  A çt  B étaient  do  rèlés  diiïé- 
rentspar  rap|>ortà  XY,  on  résoudrait  immédia- 
temenl  la  ipiestion  en  menant  la  droite  AB. 
(iette  remarque  conduit  à déterminer  le  point 
B',  symélrii]ue  du  point  B par  rap.port  à XY, 
et  à joindre  AB'.  En  cfTet,  la  ligne  XY  étant 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BB’,  tous  se.«. 
points  seront  à égale  distance  dos  points  B et 
B’,  et  il  suffira  de  chercher  le  point  M rh'  XY 
pour  liHiucl  .YM  -4- MB'  est  un  minimum. 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  construction.  Pour  un  autre  point  quel- 
conque M'  pris  sur  XY,  on  a A.M'-I-M'B  = AM'-4- M'B',  et  le  triangle 
.YM'B'  donne  AB'  < .YM'-(-M'B',  c'est-à-dire  AM  -+-  MB  < AM'  + M'B. 

Il  est  bon  de  noter  que  les  angles  BMY  et  B'.MY  étant;  égaux,  il  en  sera 
de  même  des  angles  .Y.MX  et  BMY  : les  c/ietuins  cherrhés  sont  ilonrégn- 
lement  inclinés  sur  tn  d/riite  XY.  Toutes  les  fois  qu'on  a à considérer  un 
maximum  ou  un  minimum,  on  [h-uI  s'attendre  qu'une  propriété  partiru- 
^liére  y réjiondra. 

On  /tourrnil  sit/t/mser  les  points  A et  B situés  de  côtés  différents 
pur  rn/i/Miil  à XY',  et  demander  que  Ifl  différenee  BM  — \\\  Jüt  un  iiiti.ri- 
mtitii  (Jig.  0). 

S’il  s’agissait  de  doux  points  A et  B'  situés 
d'un  même  côté  de  XY,  on  prolongerait  AB' jus- 
qu'au point  de  rencontre  M de  cette  droite  avec 
■XY"  ; le  point  M serait  le  point  cherché.  Pour 
tout  autre  point  M',  le  triangle  AM' B'  donnerait 
en  effet 

B'M'  — AM'<  AB', 

r'est-à-dire 

B'M' YM' < B'M  - AM. 


Kig.  C 


ri,: 


Fig.  7 
B 


Pour  rentrer  dans  ce  cas,  on  déterminera  donc 
le  point  B'  symétrique  du  point  B par  rapport  à 
XY.  et  l'on  mènera  ensuite  la  ligne  B'A.M. 

7°  Dans  un  triangle  isocèle  ABC,  ht  somme  des 
distances  if  un  /mint  quelconque  de  la  hase  AC 
nier  deter  côtés  est  eoiistantc  ( fig.  "). 

Soient  le  \)oint  O et  les  j)er|M;ndirulairi's  OE 
et  CKi  abaissées  de  ce  j)oint  sur  les  deux  côtés. 
Li^sanghs  en  A et  en  C étant  égaux  et  les  triangUts 
AOl'etUtlCétanl  rectangles,  les  angles  IT)A  elGtK' 
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seront  égaux.  Il  en  résullo  que  le  point  F',  vvmfVnV/uo  du  point  F,  se  trouvera 
sur  le  prolongement  de  (Xi.  On  aura  d’ailleurs  F'Li  = OF'-i-  OG  = l)F-r(Xi. 
De  plus,  l'angle  FAO  étant  t^al  à l’angle  ÜAF',  AF'  est  nécessairement  paral- 
lèle aueéié  BC,  et  la  somme  ÜF  + 0(]  = F'ü  n’esl  autre  chose  que  lu  hauteur 
qui  correspond  au  sommet  A ou  au  sommet  C.  La  proposition  est  donc  dé- 
montrée. 

On  voit  facilement  quelle  modification  doit  subir  l’énoficé,  Ini-sque  le 
point  O est  pris  sur  le  prolongement  de  la  base. 

6.  Méthode  des  Jîgures  semblables.  — Dans  cette  méthode,  on  cherche, 
en  se  servant  des  éléments  donnés,  à construire  une  figure  semblable  à la 
figure  demandée.  En  comparant  ensuite  les  éléments  connus  dans  les  deux 
figures, 'on  arrive  à la  solution,  en  passant  de  la  figure  construite  à la 
figure  à construire 

EXEMPLES. 


I®  Construire  un  carré,  œn naissant  ta  différence  qui  existe  entre  sa 
diagonale  D et  son  coté  C. 

• Si  je  construis  un  carré  quelconque,  ayant  D'  jwur  diagonale  et  C' 
pourcété,  ce  carré  sera  semblable  au  carré  cherché.  On  pourra  donc  poser 


C _ 

C' r 


D 

d’ 


d’où 


£ 

C 


D-C 
D’ 


c: 


el  C: 


C’(D-f.l 

D'-r.’ 


il  restera  à former  une  quatrième  proportionnelle  aux  longueurs 
D’  - C’,  D - C,  et  C'.  ' * 

2"  On  donne  les  trois  hauteurs  dun  triangle  ABC,  cunstmire  ce  triangle 

(A'- 8)-  ■*  , 

Je  désigne  par  A,  h',  h',  les  trois  hauteurs  données,  par  a,  a , les 
trois  côtés  correspondants  du  triangle  eherché.  D’après  l’expression  dç 
l’aire  d’un  triangle,  on  aura  ' - • 

ah  =r  a' Il  = cfh". 

On  en  détluit 

ah  _ a' h'  a" h" 

ldP~ldé"  ~W' 


Fig  H. 


S'  . 


n 

/ 

1 

/ 

r: 

. \ 

ce  qui  revient  à 


a 

lé 


a 

W 

h' 


hh 


Lés  côtés  O,  n’,  sont  donc  proportionnels  aux  longueur. s h',  h. 

Avec  ces  dernières  longueurs  comme  côtés,  on  construiia  un  triangle 
A'BC'  qui  sera  semblable  au  triangle  cherché  (Génm.,  9o).  Si  l’on  a 
A'C'  = A',  A'C'  sera  l’homologue  du  côtén  qui  correspond  à In  hauteur  Ai^  / 
Abaissant  alors  du  sommet  B une  perpendiculaire  sur  AT.'  et  prenant  ^ 
sur  cette  perpendiculaire  BD  — A,  puis  menant  par  le  point  Ü une  paral- 
lèle AC  à A'C',  le  triangle  ABC  sera  le  triangle  demandé. 

|5. 
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7.  L’omploi  (les  figures  semblables  se  relrouve  encore  <lans  une  autre 
méthode  connue  sous  le  nom  de  Mèihmle  par  inrrrsinn.  Dans  cette  mé- 
thode, on  renverse  la  question,  c’est-à-dire  ([u’on  considère  un  problème 
auxiliaire  dans  lequel  les  données  de  la  question  directe  deviennent  les 
inconnues,  et  réciproquement.  En  résolvant  ce  problème,  on  obtient  une 
figure  semblable  à la  figure  cherchée,  et  toute  difficulté  se  trouve  levée. 
Il  n’est  pas  besom  d’ajouter  que  le  problème  auxiliaire  doit  être  plus 
simple  que  le  problème  direct,  et  qu’il  doit  exister  entre  eux  une  parfaite 
corrélation. 


i”  Imrrtrr  thins  un  truwgtr  donné  ABC  un  triangU-  xemlluble  h un 
nutrr  trUwf^lc  donné  def(^g.  g). 

On  circonscrirn  au  triangle  dcf  un  triangle  semblable  au  triangle  ABC. 
Pour  cela,  il  suffira  de  mener  par  les  sommets  d,  c,  /,  des  parallèles  aux 


résolue,  puis<|ue  les  côtés  du  triangle  DEK  sont  connus  de  direction. 

• '1°  Inscrire  un  carré  dans  un  drmi-cerclr  [/ig.  lo). 

Nous  résoudrons  d’abord  la  question  inverse  : circonscrire  un  demi-- 
cercle  à un  carré.  Soit  le  carré  ABCD.  Nous  prendrons  lo  milieu  O de  sa 


La  figure  cherchée  est  semblable  à la  ligure''qu’on  vient  de  construire. 
Si  B 'est  lo  rayon  du  demi-cercle  donné  et  x le  côté  du  carré  demandé, 
on  devra  donc  avoir  aussi 


valeur  qu’il  sera  facile  de  déduire  des  éléments  connus.  L’expression 
trouvée  revient  à la  proportion  suivante 


EXEMPLES. 


••''C-  9- 


cotés  du  triangle  .\BC.  La  figure 


A 


formée  du  triangle  abc  ainsi  ob-  ' 


c 


tenu  et  du  triangle  dej sera  alors 
semblable  à la  figure  que  l’on 
cherche  ; et  le  sommet  inconnu  D 
du  triangle  DEF,  inscrit  dans 
le  triangle  ABC  et  semblable 
au  triangle  dcf,  partagera  AB 
comme  d (lartage  ab.  Le  point  D 
étant  déterminé,  la  «jucstion  sera 


Fig..  10. 


base  ,\B,  nous  Joindrons  OC  ; OC  sera  le  rayon 
cherché.  Ix  cercle  décrit  avec  ce  rayon  passera 


c.  en  effet  par  les  sommets  C et  D,  et  le  côté  .\B 


d’où 


v/5_B 
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. On  mènera  donc  au  point  F la  tangente  Fü  égale  au  diamètre  EF',  et 
l'on  joindra  OG.  I-c  point  d’intersection  C de  fXj  avec  la  circonférejice 
sera  l’un  des  sommets  du  carré  ABCD.  il  restera  é tracer  O)  parallèln- 
ment  à EF  et  à abaisser  des  points  C et  D,  sur  ce  diamètre,  les  perpen- 
diculaires CB  et  DA.  On  aura  bien  • . . 

• ► 

, oo_oc  ! 

of“ob’ 

c’est-à-dire  ’ * •* 

‘ R R 

~R~  I ~ Ob' 

8.  Mcthwlc  lies  relalUms  auxiliaires.  — Nous  désignons  ainsi  la  mé- 
thode  qui  consiste  à faire  intervenir  des  surfaces  ou  des  volumes  pour 
- trouver  une  relation  entre  lignes,  des  lignes  ou  des  volumes  pour  trouver 
une  relation  entre  surfaces,  des  lignes  ou  des  surfaces  pour  trouver  une 
relation  entre  volumes.  La  géométrie  élémentaire  présente  un  grand 
nombre  d’applications  de  cette  méthode. 

' ..  EXEMPI.RS. 

i"  La  sniiime  tics  /H'/pe/ttliailaircs  abuis.sées  rfun  point  O pris  dans 
l’intérieur  iFuu  triangle  éijuilatéral  ABC,  sur  ses  trois  côtés,  est  con- 
stante [fig.  II).  * 

-Si  l’on  joint  le  point  O aux  trois  sommets,  la 
somme  des  triangles  formés  constituera  le  triangle 
écjuilatéral,  et  l’on  aura,  en  désignant  par  h sa  hau- 
teur et  par  c son  cété, 

-(OP-t-O0  + OR)  = — , . ,,  • 

•s  a I 

d'où,  pour  la  somme  des  perpendiculaires,  .* 

OP-+-OQ-t-OR  = //. 

Si  le  point  O était  extérieur  au  triangle  propo.sé, 
on  aurait  ^ 

^(OP-00-4-OR)= 

d’où 

OP-OQ-t-OR  = A. 

Dans  ce  cas,  c’est  la  différence  entre  la  somme  de  deux  des  p'erpendicu- 
laires  et  la  troisième  qui  serait  égale  à la  constante  A. 

a"  Suit  un  polygone  régulier  de  n côtés  : la  somme  des  distances  iFtui 
/toint  pris  dans  F intérieur  du  imlygone  h tous  .ses  côtés  est  égale  h n fois 
son  aimthème. 

En  effet,  désignons  par  c le  côté  du  polygone  et  par  p,  //,  p”,  etc., 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  intérieur  sur  les  différents  côtés. 
La  somme  des  triangles  formés  en  joignant  ce  point  à tous  les  sommets 
du  polygone  en  représentera  l'aire,  qui  sera  exprimée  par 


Fig  II.  - 
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a3o  r' 

net! 

D'autre  part,  n étant  l'apotliéme,  cette  aire  a aussi  tiour  cxiiression  — • 
En  égalant  les  deux  valeurs,  il  restera  bien 

■ • p-tr p'->r  — ntl. 

Si  le  point  donné  O était  choisi  extérieurement,  l’aire  du  polygone  serait 
la  diH'érenco  de  deux  sommes  de  triangles  ayant  pour  sommet  commun  le 
point  O et,  pour  bases,  les  premiers  les  cétés  du  polygone,  appartenant  à ' 
sa  partie  eonenve  vers  O,  les  seconds  les  cétés  du  polygone  appartenant 
à sa  partie  eonvexe  vers  O.  La  différence  des  deux  sommes  de  perpendi- 
culaires correspondantes  serait  encore  égale  à nn. 

Si  le  polygone  proposé  n’était  pas  régulier, _ mais  avait  toujours  ses 
célés  égaux,  on  aurait,  en  désignant  son  aire  par  S, 


(I  ou 


-{p  + p'  + p'-é...)  = ^. 


/'+ + /'"  + •••  = T' 


Fig.  n. 


9.  Méthotle  jMir  projection.  — Pour  appliquer  cette  méthode,  on  re- 
garde la  figure  plane  qui  répond  au  problème  proposé,  comme  la  projec  tion 
d'une  certaine  figure  de  l’espace  ; et  ce  rapprochement  permet  d’arriver 

* rapidement  à la  solution  de  la  question,  lorsque  la  figure  de  l’espace  a 
été  convenablement  choisie. 

EXEMCLE. 

Étant  données  deux  droites  dont  le  -i>oint  de  concours  est  inaccessible 
ou  inconnu,  mener  par  un  point  donné  c une  troisième  droite  dont  la  di- 
rection passe  parce  fsoint  de  concours  {fig.  la). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
O le  point  commun  aux  deux  premières 
droites  «O  et  éO  et  à la  troisième  droite 
demandée  cO.  On  pourra  regarder  la 
figure  plane  liabc  comme  la  projection 
d’une  pyramide  triangulaire  qui  aurait 
pour  base  le  triangle  abc  et  dont  le  som- 
met serait  projeté  en  O : les  arêtes  laté- 
rales do  cette  pyramide  seront  alors  re- 
présentées en  projection  par  les  lignes 
rtO,  bO , rÜ.  Ceci  posé,  si  l’on  coupe 
la  pyramide  par  un  plan  parallèle  à la  base,  on  déterminera  un  triangle 
semblable  au  triangle  abc.  Cæ  triangle  se  projettera  en  véritable  grandeur 
sur  le  plan  abc  et,  pour  figurer  sa  projection,  comme  la  section  est  faite  à 
une  hauteur  indéterminée,  il  suffira  de  mener,  dans  la  jwrlie  des  droites 
«O  et  iO  qui  est  accessible,  a' b'  parallèle  à (d>,  puis  b'c'  et  n'c'  paral- 
lèles à bc  et  à ac.  fiCS  deux  dernières  lignes  se  couperont  en  un  jwint  c' 
apiKirtenant  nécessairement  à la  projection  cO,  qui  dés  lors  sera  déter- 
minée de  direction. 

10.  Nous  pouvons  citer  encore  la  Méthode  de  réduction  à Pabsurdc  et 
la  Méthode  des  limites. 

La  première  consiste,  lorsqu  on  veut  démontier  une  certaine  égalité,  à 
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su(i|iii8i'i'  (|ii'(‘llc  II  a |in$  lien  cl  à proiivor  qiir  I inégalili^  admiM-  oiitraiiie 
une  alisurditd  manifeste  ou  conduit  à des  conséquences  que  réniiiicé 
refKiusée.  C’est  en  suivant  cette  méthode  que  nous  avons  éiahli 
(6'éo«;.,  223)  que  doux  pyramides  de  bases  équivalentes  et  de  liautem> 
^'ales,  étaient  àpiivaientes. 

lai  méthode  dos  limites  nous  a constamment  servi  on  géométrie  pour 
étendre  aux  lignes  courbes  les  théorèmes  applicables  aux  lignes  brisées. 
Cette  méthode  consiste  à substituer  à des  grandeurs  fixes  H,  C, 
des  grandeurs  variables  n,  fi,  c,...,  ayant  respectivement  A,  b, 


pour  limites.  Si  l’on  trouve  alors  que  It’s  variables  a.  h.  c,. . ..  sont  lii^ 
dans  tous  leurs  états  de  grandeur  par  une  relation  constante 


il.  Aléthmlf  des  Lieiij:  géoiiiéirit/iies.  — C^tte  méthoile  est  extréii... 
ment  féconde.  Pour  fixer  la  position  d'un  point,  il  faut  deux  éléments,  r/rv/.r 
eonditio/is.  Si  lu  problème  prü|>osé  consiste  dans  la  détermination  d'un 
point,  il  faudra  faire  abstraction  de  l'une  des  conditions  uu\(|uelles  ce 
point  doit  satisfaire.  I.'autrc  condition  correspondra  à un  certain  lieu 
géométrique  sur  lequel  devra  nécessairement  se  trouver  le  point  incoiiiiii. 
Si  l'un  fait  ensuite  alistraction  de  la  condition  mise  ainsi  en  évidence,  la 
condition  laissée  de  côté  donnera  à son  tour  un  autre  lieu  géométrique 
du  point  cherché,  qui  sera  à la  rencontre  des  deux  lieux  obtebus. 


.1“  Construire  un  trtnnglc,  connaissant  F un  de  ses  riités,  la  hauteur 
utrresfmndanlc  et  le  rapi>nrt  des  deux  autres  côtés  [Jtg.  i3  ). 


Si  BC.  est  le  côté  donné,  il  s'agit  de  déter- 
miner la  position  du  troisième  sommet  A 
^ d’après  les  deux  autres  conditions  do  l’énoncé. 
La  hauteur  A du  sommet  A au-dessus  diicété 
. BC  étant  connue,  si  l’on  ntène  à BC  la  parallèle 

LM  de  manière  que  la  distance  des  deux  paral- 
I'  c.  iMes  soit  égale  à h,  LM  sera  un  premier  lieu 
géométrique  du  sommet  A.  Le  rapport  des 
. doux  côtés  AB  et  AC  étant  déicrrainé,  le  som- 

met A fera  aussi  |iartio  du  lieu  géométriipie 


dos  ()oints  dont  les  distances  aux  points  B et  C sont  danè  un  rapport 
constant  égal  an  rapport  donné.  On  construira  donc  les  deux  |H)ints  B 
et  D'  qui.  situés  sur  BC.,  appartiennent  à ce  second  lieu  géométrique,  on 
décrira  sur  ÜD’  comme  diamètre  une  circonférence  ( Céom.,  91  ),  et  le 
sominel  X sera  à l’intersection  de  cette  circonlérencc  avec  la  |>aral- 
lele  LM.  Il  y aura  deux  solutions  ou  une  s»'ulc.  suivant  que  LM  coupera 
ou  touchera  la  rirconférènce._  l.c  problème  sera  impossible  si  L.M  ne  ren- 
contre \ias  la  CM  conférence. 


/ [a,  ô.  c, . . . ) = O, 


produit  de  son  périmètre  par  la  moitié  de  l'apothème,  nous  avons  d^luTt 
Ja  mesure  du  cercle  éi^ale  à 'ittH  x etc. 


EXEMPLES. 


a.3‘i 
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•J."'  Construire  un  triangle  ilans  Ivifuel  on  connaît  an  côté,  C angle  op- 
posé  et  la  somme  ou  la  diÿérenrc  des  deux  antres  côtés  (Jîg.  i4  )• 

Si  IK'.  est  le  c<ité  donné,  l’angle  opposé  A 
étant  connu,  le  troisième  sommet  A du  triangle 
cherché  appartiendra  au  segment  capable  de 
l'angle  A décrit  sur  le  cété  BC.  U faut  trouver  un 
second  lieu  géométrique  du  sommet  A. 

Pour  cela,  je  remarque  que,  le  problème  étant 
supposé  résolu,  si  l’on  porte  sur  le  plus  grand 
côté  AB  ou  sur  son  prolongement  une  longueur 
AD'  ou  AD  égale  au  second  côté  AC,  les  deux 
triangles  CAD',  CAD,  seront  isocèles.  Si  l’on  donne 
^ la  somme  AB  + AC,  la  longueur  BD  sera  connue; 

'si  l’on  donne  la  différence  AB  — AC,  c’est  la  longueur  JJD'  qui  sera  déter- 

* minée. 

* Dans  le  premier  cas,  l’angle  D du  triangle  CAD  sera  moitié  de  l'angle 
extérieur  A.  Dès  lors  le  point  D se  trouvera  à la  rencontre  de  la  circon- 
férence décrite  du  point  B comme  centre  avec  BD  pour  rayon  et  du  seg- 
ment “taiiable  de  l’angle  ^ décrit  sur  BC.  Le  point  A se  trouvera  ensuite' 

il  la  rencontre  do  la  droite  BD  et  du  premier  segment  capable  de  l’angle  A 
décrit  sur  BC. 

Dans  le  seront!  ras,  l'angle  extérieur  D' sera  égal  à la  somme  des  angles 

A et  C du  triangle  isocèle  CAD',  c’est-à-dire  à A 4-  ou  à - -I-qo". 

- 2 2 

Le  point  D'  se  trouvera  donc  à la  rencontre  de  la  circonférence  décrite 
du  point  B comme  centre  avec  BD'  pour  rayon  et  du  segment  capable  de 
A 

I angle  -4-  90"  décrit  sur  BC.  Le  point  A se  trouvera  ensuite  à la  ren- 
contre de  la  droite  BD'  et  du  premier  segment  capable  de  l’angle  A décrit 
sur  BC. 

I 

12.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  nous  conduit  à une 
remarque  importante.  Si  l’on  a besoin  d'introduire  dans  la  construction 
d’une  ligure  des  lignes  auxiliaires,  il  faut  toujours  faire  en  sorte  de  les 
rattacher  aux  autres  éléments,  de  manière  que  l'une  de  leurs  extrémités 
.soit  connue  de  position.  C’est  ainsi  que,  dans  l’exemple  précédent,  la 
ligne  auxiliaire  BD  ou  BD’  part  du  point  B.  On  n'a  plus  alors  qu’à  déter- 
miner, soit  un  autre  point  de  la  ligne  auxiliaire  considérée,  soit  sa  di- 
rection. 

Dans  tous  les  cas,  on  devra  compliquer  le  moins  possible  la  figure  destinée 
à représenter  la  liaison  qui  existe  entre  les  données  et  les  inconnues  de 
la  question. 

i:i.  On  fait  souvent  intervenir  l'algebre  dans  la  résolution  d’un  pro- 
blème de  géométrie,  et  la  construction  du  problème  correspond  à la 
construction  de  la  formule  obtenue.  Nous  en  avons  déjà  donné  des 
•>xem|)les,  nous  en  ajonlerons  ici  quelques-uns. 


KXKMPLES. 

I"  Etant  donne  un  triangle  \W. mener  ti  la  base  Bti  une  itcrpemli- 
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ailtiin-  DE  ilf  manière  t^c  1rs  triangtrs  ABC,,  DEC,  soient  dans  un  rapport 

donne  - (fig.  i5). 

■ Posons  EC  = x,  DE=/,  BC  = «.  Soit  /i  = AH  la  hauteur  correspon- 
dante à la  base  a.  On  devra  avoir,  d’après  M’é- 
noncé, 

ah  _ P 
xy-  q 

Les  triangles  semblables  AllC,  DEC,  donneront, 
en  désignant  CH  par«', 

!l  — -L. 

n'  .r 

Divisons  membre  à membre  les  deux  relations  obtenues,  il  viendra 


an 

xr 


troù 


•ly  ’ 


et 

P \ P 


•rsera  donc  moyenne  proportionnelle  entre  les  longueurs  n x étant 

déterminée,  on  la  portera  sur  fJl  à jwrtir  du  point  C et,  par  le  point  K 
obtenu,  on  élèvera  une  perpendiculaire  ED  au  côté  CB  Jusqu'à  la  ren- 
contre du  côté  CA.  Si  l’on  a ,r  > c’est-à-dire  ^ > n'  ou  - < 

P <l  '• 

le  point  do  rencontre  D sera  situé  sur  le  prolongement  du  côlé  CA,  et  le 
triangle  DEC  ne  si-ra  plus  contenu  dans  le  triangle  ABC. 

Supposons  qu'on  donne  le  rapport  ^ =-■  •>.,  on  aura 


lan' 


Fig.  i6. 


X sera  dans  ce  cas  la  moyenne  proportionnelle  des  longueurs  - et  a'. 
■x°  V.tant  donné  un  tronc  de  cône  à bases  parallèles,  le  partager  en 
deux  parties  qiti  soient  dans  un  rapport  donné  - 1 par  un  plan  parallèle 
aux  bases  {Jig.  i6). 

•Désignons  par  K et  c les  rayons  AO  et  Bl  des 
Irases  du  tronc  de  cône,  par  x le  rayon  CL  de  la 
section  déterminée  par  le  plan  parallèle.  Soit  S 
le  sommet  du  cône  dont  fait  partie  le  tronc  de 
cône  proposé.  Les  trois  cônes  SBI,  SCI.,  SAO, 
seront  semblables  et  proportionnels  aux  cubes 
des  rayons  de  letirs  bases  (éîcVim.,  Ü3fl  ).On  pourra 
donc  écrire 


cône  SBI  cône  St',1.  cône  SAO 

xi 
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On  en  déduit  l’égalité  suivante  ; 

cùiio  SCL  — cône  SBl  cène  SAO  — cône  S(]l. 

^ - .1-’ 

Lcs'numéraleurs  des  rapports  considérés  représentent  les  deux  |wi lies  du 
tronc  de  cène,  parties  qui  doivent  être  entre  elles  comme  les  nonüirt's 
/>  et  7.  Ün  aura  donc  rmalement 


d'où 

On  on  tire 


~ R’  ~ jr’ 

,;(R>-x^)  = 7(x’-r=). 


/OO  + c/c’ 


et  jr  ~ 


= ^/pJL±JUl. 

V /'+'/ 


Dans  le  cas  donne , on  ciilailcrn  x,  on  ne  le  construira  pas. 

Si  l’on  veut  connaître  la  distance  v du  plan  sécjmt  à la  base' inférieure, 
les  triangles  semblables  CBE,  ABU,  donneront,  11  étant  la  hauteur  du 
tronc. 


11 -,r 
H 


.r  — r 

5^’ 


d’où  >■  = H • 


R-x 
R - r' 


Si  l’on  veut  partager  le  tronc  de  cène  en  deux  parties  équivalentes,  il 
faut  faire  />  = 7.  Il  vient  alors 


3“  Circonscrire  à une  sphère  donnée  un  cône  droit  de  surfncc  lotidc 
donnée  [f g.  \-j  ).  - 

Nous  représenterons  par  vd'  la  surface  donnée. 
Nous  désignerons  par  x et  v le  rayon  de  la  base  et 
la  hauteur  du  cène  circonscrit,  par  z son  apothème. 
Rendant  que  le  demi-cercle  BCD  engendre  la  sphère 
en  tournant  autour  du  diamètre  BO,  le  triangle  re»’- 
tangle  SAB , en  tournant  autour  du  même  axe,  en- 
gendre le  cône  circonscrit. 

On  a immévliatemenl 


Fie  '/• 
s 


\ 

L 

°A 

c’est-à-dire 


■nx  ( J -E  i)  = rfé, . 

= «’• 


Les  triangles  semblables  SAB,  SÜC,  donnent  ensuite 
.r  1 Z 


Il  en  résulte 


v(>'  (.F  — ^ 

X (.)•  — r) 


y — r 


et,  par  suite, 


don  — 
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Rempla^anl  — par  sa  valeur  en  fonction  de  d viendra  enlin 
r>->  , . D ’ 


d’où 


r — xr 


y (x—xr) 

L’équation  correspondante 

, ; rf  — rt*  r + 2/v/’  = O 

fera  connaître  >'  et,  ensuite,  j et  i. 

Remarquons'  que  l’apoUième  du  cône  circonscrit  devient  iniini  en  de- 
venant parallèle,  soit  au  ravon  de  la  base,  soit  à la  hauteur  du  cône  : i 
en  est  donc  de  môme  de  la  surface  totale  do  ce  cône,  et  cela  a lieu  quand 
son  sommet  S sc  confond  avec  l’extrémité  l)  du  diamètre  BD  ou  s éloigné 
à l’infini  sur  ce  diamètre  prolongé.  Entre  ces  deux  valeurs  inlinies,  il  y a 
donc  pour  la  surface  totale  du  cône  circonscrit  une  valeur  minimum. 

La  condilion  de  réalité  des  racines  de  1 équation  , 


nous  donne 
c’est-à-dire 


— rt’ > -r  xrit^  = o 

fl'  — 8rt’r’  > O, 

«'>  8r^. 


représentant  le  minimum  de«’,  8nr’  représente  le  minimum  de  la 
surface  totale  du  cône.  On  a alors  » . 


» = — =r  4 r, 
' VI  r 


et  il  en  résulte 
ce  qui  revient  à 


J.’  3 

7‘^Tr 


4c 


xr\^ 

.c  = r\'x  el  z='ir]/x. 


On  voit  que  le  cône  dont  il  s'agit  a uno  surface  toUile  double  do  la  sur- 
face sphérique  et,  par  suite  aussi,  un  volume  double  de  celui  de  la  sphère  ; 
sa  hauteur  est  d’ailleurs  double  du  diamètre  de  la  sphère. 

Considérons  l'expression  du  volume  du  cône  circonscrit.  Ca-tte  expres- 
sion est 

' î 

. - r 


et  devient,  en  remplaçant  .r’  par  sa  valeur  ^ 


1 , r’ 

- nr 


3 .V  — '//■ 

Le  minimum  de  ce  volume  correspond  au  minimum  de 

' « 

' • >* 

'v  ,.  Ÿ — -xr 
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jalons  rette  qnanlité  à une* variable  h.  Nous  obtiendrons  l équalion 
.’■*  — !>y  + irh  = O. 
l-a  condition  de  réalité  des  racines  donne 

A’-8M>o, 

cest-a-<]ire  A > 8r.  Le  minimum  de  h étant  8r,  le  minimum  du  volt 
du  cône  est  - T;r\  et  la  hauteur  correspondante  est  r = - = 4r.  Le  c 

Soient  h,  c,  el,  les  quatre  côtés  d 
nés,  X et  v les  diagonales  cherchées, 
angles  opposés  du  quadrilatère  devant  é 
supplémentaires,  si  l’angle  B est  aigu,  l’i 
gle  D sera  obtus,  et^i  l’on  mène  les  h; 
teurs  CL  et  A.M  dos  triangles  ACB  et  A( 
l’angle  ADM  sera  égal  à l'angle  B.  Les  I 
angles  rectangles  CLB,  AMD,  seront  de 
semblables  et  donneront 

(,)  A BL 


Hg.  i8. 
C 


r/  DM* 

(.eci  posé,  les  Inangles  ACB elACl)  permettront  d’écrire  ( Geo/w.,  K)6,t 
■H  =:  «’  4-  _ a^.BL,  x’  = c’  -t-  ,/>  4.  ar.DM, 


d’où 


. i'  BL  = 


fl’  -t-  ô’  — X 


■’  et 


ac 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  relation  ( i ),  eonduiront.à  réquatfôn 
d’où  (x*  - r>  _ = rr/(„>  + ô’  _ x>),; 

(«ô  + rrf)x»=  „ô,.=  4 /,.„/=  ac(bc^„d)  + bd[.ut  + ^ 

Un  aura  donc  ■ ‘ 


. _ h ôr/  ) ( w/  fa-  ( 
V "b  + al 


Pour  avoir  V,  il  suffit  évidemment  de  changer  dans  les  calculs  précéd 
•t  en  b et  h on  d,  ce  qui  conduit  à 

t * 

. _ I /(flc-f-  W)  (nô 

nd+& 


r=\J^- 

Mulliphons  et  divisons  l une  par  l’autre  les  valeurs  obtenues;  il  viei 


x>-  bd  et  - ~ , 

,r  »b  -4-  rd 

Ce  qui  démontre  les  deint  théorèmes  suivants  ; 

Dana  tout  r/iuidrilalrre  inst  ri jHibtc,  if  pmduit  des  est  ri 

•a  somnif  des  produits  des  côtes  ; le  rap,>ort  de  ces‘j^mcs  di 
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mtlvx  eut  rcprtsenlv  fuir  celui  ijiioii  obtient  en  l omjtarant  les  sommes  îles 
priHluils  l/es  rôtiis  qui  iilMitissent  nux  extrémités  île  cluieune  d elles  (*). 

Hn  sie  servant  des  résultats  précédents  et  en  po^nt  le  périmètre  du 
quadrilatère  inscriptible  ég.nl  à a/<,  on  trouve  facilement  pour  l’cxpres- 
sioD  de  son  aire  - 1 

^ = \/{p-f’)  [p-fl]- 

1t.  Nous  passons  sous  silence  une  dernière  mélboiic,  celle  qui  consiste 
dans  la  transformation  des  jionres.  Cette  méthode  doit  être  étudiée  dans 
les  traités  sociaux.  Nous  renverrons  donc  aux  remarquables  ouvrages 
de  HIM.  Clutrles  Dupin,  Poncelet  et  Chasles.  On  pourra  aussi  consulter 
sur  ce  sujet  l’excellent  travail  de  Jfl.  Paul  Serret,  déjà  cité  au  commen- 
cement de  ce  chapitre. 


CHAPITRE  II. 

THÉORIK  DES  TRANSVERSALES  ET  DES  FOI.AIRF.S. 
Transversales  dans  le  triangle. 

- Ui.  Théorème  PONDAME.NTAL.  Lorsqu  une  droite  rencontre  les  trois  cAtes  • 
iPiin  triangle,  prolongés  s'il  est  nécessaire,  elle  détermine  {par  les  dis- 
tances des  f/oints  d'intersection  aux  extrémités  de  chaque  côté  ) six  seg- 
ments tels,  que  le  produit  de  trois  segments  sans  extnanilé  commune 
est  égal  au  produit  des  trois  autres  [fig.  19). 

La  transversale  coupera  deux 
côtés  du  triangle  et  le  prolonge- 
ment du  troisième,  ou  bien  elle 
coupera  les  prolongementsdes  trois 
côtés.  La  démonstration  sera  la 
môme  dans  les  deux  cas. 

D’après  la  figure,  le  triangle 
ABC  étant  coupé  par  la  transver- 
sale DEF,  les  segments  à considé- 
rer seront  DA  et  DB,  EA  et  EC,  FB 
et  FC.  Menons  par  le  sommet  C la 
parallèle  CG  au  côté  opposé  AB, 
jusqu’à  la  rencontre  de  la  trans- 
versale. Les  triangles  semblables. 
FCG,  FBD,  donneront 

CG  _FC 

DB  ~ Fit' 

• De  même,  les  triangles  semblables  ECG,  EAD,  donneront 

CG 

DA  “ F. a' 

(")  On  pourrait  ausfli  résoudre  le  probiènie  proi>ose  par  la  Tricononiclric. 
Ou  aurait  les  trois  équations 

T’  = o'-+-i'  — s ah  eos  B , 

= — icd  cos  I) , 

cos  U = — cos  IS. 


Eig  19. 

t 
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Divisons  membre  à membre  Ic-s  lieiix  égalités  obtenues,  il  viendra 

DA  EA.FC 
1)B  ~ EC.FB’ 

d'où  l’on  déduit 

DA.EC.FB  = DB.  EA.FC. 

16.  Réciproquement,  si  trois  points  situés  en  nombre  jmir  sur  les  cétés 
tCun  triangle,  en  nombre  impair  sur  les  prolongements  de  ses  côtés,  r dé- 
terminent six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  sans  extré- 
mité commune  soit  égal  nu  produit  des  trois  autres,  on  peut  a ffirmer  que 
les  trois  points  considérés  sont  en  ligne  droite  (fig.  19). 

On  a,  par  hypothèse, 

DA.EC.FB=  DB. EA.FC. 

Si  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  D et  E no  contenait  pas  le 
point  F,  elle  couperait  le  côté  BC  en  un  point  F',  et  l'on  aurait  d aprcîv 
le  théorème  précédent 

DA. EC. F'B  = DB. EA.FC. 

Si  l'on  divise  membre  é membre  les  deux  égalités  posées,  il  vient 

FB  _ FC 
F'B  “ F'C' 

On  on  déduit 

FB  FB  — FC  BC 
F'B  “ F'B  - F'C  “ BC  ’ 

pro|)ortion  inexacte,  à moins  que  le  point  F'  ne  se  confonde  avec  le  pint  F. 
Les  trois  points  D,  Iv,  F,  sont  donc  bien  en  ligne  droite  (*). 

17.  Si  Fon  joint  un  point  O pris  dans  le  pbin  tCun  triangle  à ses  trois 
sommets  A,  B,  C,  les  droites  obtenues  détermineront  sur  les  côtés  du 

- triangle  ou  sur  leurs  pndongements  six 

segments  tels,  que  le  produit  de  trois  seg- 
ments sans  extit’inité  commune  sera  égal, 
au  produit  des  trois  autres  [fig-  ao). 

Les  trois  transversales  -OA,  OB,  OC, 
couperont  les  trois  côtés  du  triangle,  ou 
bien  elles  couperont  un  seul  côté  et  les 
prolongements  des  deux  autres.  Je  dis 
qn’on  aura  dans  les  deux  cas 

DA.  EC.FB  = Dp.  EA.FC. 

En  effet,  le  triangle  ABF  coupé  par  la 
transversale  COD  donne  (1Î5) 

DA.OF.CB  = DB.OA  CF. 

De  môme,  le  triangle  ACF  coupé  par  la 

( ■ ) Il  est  impossitùe  que  la  droite  qui  joint  le»  deux  points  D et  F.  soit  paral- 
lèle an  rOté  liC , ear  on  aurait  alors 
n,\  FA 


d'où  DAKC  = DB.EA, 
;'cst-à-dirc,  d'après  l’Iiyputhi'so , FB  = FC,  ce  qui  est  .absurde 


mt  F.C  ’ 


Bigiti/^ed  by  Goooli 
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transversale  BOR  ilonne 

RA.OR.BC.  ^ Et:.  O A.  BR. 

Si  l’on  divise  membre  à membre  les  doux  égalités  obtenues,  il  vient 
DA  _ DB^CF  • ‘ • 

~ EC.BF  ’ 

et  l'on  en  déduit 

DA.EC.FB  = DB.EA.FC. 

18.  Béeiproquemont,  si  tmis  jmints  situes  en  nombre  ii)ii>mr  sur  tes 
côtés  <run  triangle,  en  nombre  pair  sur  les  prolongements  île  scs  côtés, 
r ilétcrminent  six  segments  tels,  que  le  protliiit  de  trois  segments  sans 
extrtiniité  commune  soit  égal  an  produit  des  trois  autres,  les  limites  qui 
joindront  rcsjK'ctu’ement  les  tmis  points  considérés  aux  sommets  opposés 
du  triangle,  semnt  concourantes  (Jîg.  20). 

Un  a,  i>ar  hypothèse, 

DA.EC.FB  = DB.EA.FC. 

Si  la  droite  qui  joint  le  point  F au  sommet  A no  passe  pas  par  le  point 
O où  .se  croisent  les  droites  BE  et  CD,  menons  la  droite  .ÂO  et  supposons 
qu’elle  rencontre  en  F'  le  cété  BC.  D'ai)rés  le  théorème  précédent,  on 
devra  avoir 

DA.EC.F  B^  DB.EA.FC. 

Si  l'on  divise  alors  membre  à membre  les  deux  égalités  posées,  il 
viendra 

F'B  _ F'C  , 

FB  “ FC  ’ 

on  on  déduit,  le  double  signe  correspondant  aux  deux  positions  possibles 
• du  point  O, 

F'B  F'B  ± F'C  BC 
FB  ~ FB±FC  “ BC’ 


proportion  inexacte,  à moins  (jue  le  point  F'  ne  se  confonde  avec  le  point  F. 
Les  trois  droites  considérées  se  croiseront  donp  bien  au  mémo  point  O. 


Applications. 

t'  * 

19.  Calculer  la  distance  iPun  point  donné  B à un  />oint  inaccessible  F 


{fs-  ^‘)- 

On  marquera  un  [loint  C sur  la  partie  accessible  de  la  direction  BF, 
et  l’on  mesurera  BC.;  puis  l’on  choisira  sur  le  terrain  un  point  A,  de 
manière  à pouvoir  tracer  facilement  les  aligne- 
■ ments  AB,  AC.  On  marquera  un  point  D sur  AB, 


ut  l’on  déterminera  le  point  de  rencontre  E 
des  deux  directions  AC  et  DF.  En  considérant 
alors  le  triangle  ABC  coupé  par  la  transversale 
DEF,  on  pourra  écrire  (IB) 

DA.EC.FB  = DB.EA.FC, 


d’où  l’on  tire 


FB  = FC • 


DB.EA 
DA  .EC,' 


Digitized  by  Google 


a4o 


GÉÜMÉTIIIE. 


Il  viendra  donc 
c'esl-à-dire 


FC  = FB  - BC. 
FB=(FB-BC).K. 
K.BC 


FB  = 


K-i 


(*)• 


Fiij.  l’i. 


1)0  = ii'- 


Fig.  23. 


"H 


On  peut  mesurer  les  quatre  segments  DA,  DB,  EA,  EC,  et  calculer  1 ex- 
pression fractionnaire  = K.  On  a d'ailleurs 


20.  Les  tntis  médianes  (P un  triangle  se  coupent  en  un  même  fuiint 
\Jîg.  '2.a). 

En  effet,  les  points  D,  E,  F,  étant  les  milieux  des  cùtés  du  triangle  ABC, 
on  aura  identiquement 

DA.EC.FB  = DB.EA.FC. 


Bar  suite  (IB),  les  trois  médianes  sont  concou- 
rantes. On  prouverait  de  même  que  tes  trois  jH'r- 
/icndirulaires  élevées  sur  les  tmlienx  ries  côtés 
tfiin  triangle  se  croisent  au  même  point. 

Keman/uc.  — Il  est  bon  do  noter  que  le  point 
de  rencontre  îles  trois  médianes  est  nu  tiers  de 
chacune  tP elles  a /xirtir  de  la  base.  En  effet,  la 
BC 

droite  DE,  par  exemple,  est  parallèle  à BC,  égale  à et  les  triangles 
semblables  DOE,  BOC,  donnent 

[W  _ lÆ  _ I - ' 

OC“BC“â’ 

d’où  . • 


21.  Les  trois  Imuteurs  iPun  triangle  se  coupent  en  un  meme  jtoint 

{f"d-  ï3)- 

Menons  les  lroi.s  hauteurs  .y-',  BE,  CD.  Les  triangles  BAE  et  CAD  seront 
équiangles,  ainsi  que  les  triangles  ABF  et  CBD,  ACF  et  BCJî.  On  pourra 
donc  écrire 


M _ _ AB  EC  _ BC 

EA  “ AB ’ DB  ” BC  ’ LT.  ~ AC' 
Multiplions  ces  trois  égalités  membre  à membre, 
il  viendra 

AB.AC.BC 


DA.EC.FB 


DB.EA.FC“  AB.AC.BC 


Par  suite. 


DA.EC.FB  = DB.EA. FC, 
et  les  trois  hauteurs  sont  concourantes  (18). 


(*)  Ou  voit  facilement  que  K est  plu»  grand  que  i en  se  reportant  à l'cgalité 
DA.KC.  Fil  = DB . Fi  A .FC.  ; car,  puisque  FB  est  plus  grand  que  FC , il  faut  qu’on 
ait  DB.EA  > DA.KC 


V - t - r 
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22.  Ijcs  ht ssect rires  des  angles  d’un  triangle  se  coupent  en  un  tndme. 
point  (/§■.  î4  )• 

En  effet,  si  AF,  BR , CD , représentent  les 
bissectrices  des  angles  A,  B,  C,  on  aura 
(Génm.,  89) 

FB 


Fîr.  i4. 
A 


Par  suite. 


DA  AC  EC  BC 


AB 


DB  ~ BC  EA  AB  FC  AC 

Si  l’on  multiplie  ces  égalités  membre  à mem- 
bre, il  viendra 

DA. EC.FB  _ 

DB. EA.FC“'’ 


DA.EC.FB  = DB.EA.FC, 
et  les  trois  bissectrices  sont  concourantes  (18). 


23.  Dans  tout  hexagone  inscrit  à une.  rirconfèrenre,  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  prolongés  deux  à deux  sont  en  ligne  droite 

[M-  >5). 

Les  célés  opftosés  sont 
séparés  par  deux  rétés 
eonséaiiifs.  Ainsi,  les  cô- 
tés opposés  AB  et’  DE  se 
coupent  en  L,  .les  côtés 
opposé.s  BC  et  EF  se  cou- 
pent en  M,  les  rétés  op- 
posés CD  et  FA  se  côupenl 
en  N.  Il  faut  démontrer 
que  les  trois  points  L,  M, 
N,  sont  en  ligne  droite. 

Les  côtés  non  consécu- 
tifs BC,  DE,  F.\,  de  l’hexa- 
gone, déterminent  par 
leurs  rencontres  le  trian- 
gle PpR.  Ce  triangle  est 
coupé  par  les  transver- 
sales ABL,  CDN,  EFM,qui 
sont  précisément  les  trois  autres  côtésde  l’hexagone.  En  appliquant  succes- 
sivement à chaque  transversale  le  théorème  fondamental  (1S),  on  aura; 

lp.ao.bb  = lq.ar.bp, 

■ NQ.CR.DP  = NR.CP.DO, 

MR.EP.FQ  = MP.EQ.fr. 

» ^ 
Si  l’on  multiplie  alors  ces  trois  égalités  membre  à membre,  en  remar- 
quant que  (Géom.,  111  ) 

BR. CR  = AR.fr, 

FQ.AQ  = EQ.DQ, 

DP.EP  = CP.BP, 

il  viendra 

LP.NO.MR  = LQ.NR.MP. 


Fig.  i5. 


If. 


i6 
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Celte  dernière  relation  prouve  (16),  en  considérant  toujours  te  triangle  PQR, 
que  les  trois  points  L,  M,  N,  sont  en  ligne  droite. 

Le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  est  vrai,  lors  même  que  l’hexa- 
gone inscrit  proposé  n’est  pas  convexe. 

Il  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  des  côtés  de  l’hexagone,  c’est-à-dire 
qu’il  subsiste  encore  lorsque  quelques-uijs  de  ces  côtés  sont  remplacés 
par  des  tangentes  à la  circonférence. 

Par  exemple,  un,trinngle  étant  inscrit  dans  une  circonférence,  si  l’on 
mène  par  ses  sommets  îles  tangentes  à la  circonférence,  les  points  de 
concours  de  ces  tangentes  avec  les  côtés  opposés  aux  sommets  considérés 
seront  en  ligne  droite. 

Enfin,  cette  propriété  remarquable  de  l’hexagone  inscrit  à la  circonfé- 
rence n’est  qu’un  cas  particulier  du  théorème  général  connu  -sous  le 
nom  de  théorème  de  Pascal  et  qui  s’énonce  ainsi  : 

Dans  tout  hexagone  inscrit  à une  courbe  du  second  ordre  (*),  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 


Diviaion  harmonique  des  lignes  droites. 


24.  Trois  nombres  forment  une  proportion  harmonique,  lorsque  le 
rapport  de  l’excès  du  premier  sur  le  second  à l’excès  du  second  sur  le 
troisième,  est  égal  au  rapport  du  premier  nombre  au  troisième. 

La  dénomination  employée  vient  de  ce  que,  lorsqu’une  corde  sonore 
rend  l’accord  parfait  ut,  mi,  sol,  elle  est  frappée  successivement  en  trois 
points  qui  correspondent  à des  longueurs  de  corde  proportionnelles  aux 


nombres  i , -r  • 
3 


donnant  précisément  la  proportion 


^22 
5~  3 3 


25.  Lorsqu’on  prend  sur  une  droite  AB  et  sur  son  prolongement  (y%.  26), 
deux  points  C et  D tels,  que  leurs  distances  aux  extrémités  de  la  droite  AB 
Pjj,  jg  soient  proportionnelles,  on  peut 


écrire  la  prqportion 
BD_^ 
BC  “ AC 


sous  la  forme  suivante  ; 


AD  — AB  AD 
;VB  - AC  “ ÂC' 


Donc,  les  trois  longueurs  AD,  AB,  AC,  constituent  alors  une  proportion 
harmonique,  et  l’on  dit  que  la  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  aux 
points  C et  D,  qu'on  appelle  points  conjugués  lutrmoniques  par  rapport  à 
cette  droite. 


(")  On  entend  par  courbe  du  second  ordre  toute  courbe  repréaentéc,  en  coor- 
données rectilignes,  p»r  une  équation  du  second  degré  à deux  variables.  (Vo(> 
la  Giemetric  ûnalrtiijue,  i.  111.  ) 
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Réciproquement,  la  pro[>ortion  ^ ^ donna 

• ■ - AC  AI) 

BC  “ BI)  ’ 

d’où  ■ 

. ■ AI) -CD  AD 

CD  - BI)  “ BD 

• 

. . • 

M •' 

*1  ■ 

5 

'■ 

» 

Les  points  A r/  B sont  donc  à leur  tour  conjugités  harmoniques  par 
rapport  à la  droite  CD. 

26.  let  moitié  AI  de  la  droite  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
distances  du  point  \aux  points  conjugués  hannoniques  C rt  D l^fig.  a6). 

En  effet,  de  la  proportion  ^ t”'  déduit 

AC  - BC  AD  - BD 
AC  -i-  BC  ” AD  + BD  ’ 

c'est-à-dire  . 

(AH-IC)-(BI-IC)  .AB 

tl:?- 

(Al-f-IC)4-(BI-IC)~  AB-f-aBD’ 
ou 

aie  aAI 

■ ■ aAI"alD‘ 

• 

Celte  dernière  proportion  conduit  à la  relation 

“?  ""v  ; ■ 

■ AI’=lC.ll). 

Réciproquement,  « un  point  51  pris  sur  AB  satisfait  à cette  condition,  il 
est  nécessairement  le  milieu  de  la  droite  AB.  En  effcl,  ce  point  51  étant  à 
gauche  ou  à droite  du  milieu  I de  la  droite  AB,  on  no  pourrait  avoir  en 
‘même  temps 

AM’=MC.5ID  et  Al’ = IC. Il), 

puisque  A.M  étant  < ou  > AI,  on  aurait  au  contraire  à la  fois  MC  > ou 
< IC,  MD  > ou  < ID. 

27.  Si  l'on  joint  un  même  point  O (Jîg.  ^7)  aux  quatre  points  harmo- 
niques A,  B,  C,  D,  on  forme  ce  qu'on  appelle  un  faisceau  harmonique. 

Los  droites  qui  correspondent  aux  points  con- 
jugués- harmoniques,  sont  dites  conjuguées 
fmrmoniqucs.  Toute  droite  abcd,  paraUcte  à la 
droite  ACBD,  est  divisée  harmoniquehwni  par 
le  faisceau  qu'on  peut  regarder  comme  pro-  / 
longé  en  sens  inverse  au  delà  du  point  O. 

La  géométrie  élémentaire  fournit  un  exem- 
ple de  faisceau  harmonique. 

Si  l’on  mène  les  bissectrices  OC  et  ODdes 
deux  angles  intérieur  et  extérieur  supplé- 

16. 


Fie-  »7- 

O 


st-je-a  <!«.• 
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nivnUiros  d’un  triangle  AOD  (_/!iç.  i8),  on  a (Géom.,  8î),  90); 

^._OA  , ';l^_OA 

BC~OB  ” BD“OH’_  • 

d’où 

BC  ~ BD’ 

Les  points  C et  D,  pieds  des  deux 
bisscctrires,  sont  donc  conjugués  har- 
moniques par  rapport  au  côté  AB.  Dés 
lors  les  deux  côtés  OA  et  OB  du  triangle  et  les  deux  bissectrices  OC  et  OD 
forment  un  faisceau  liarmoni(]ue. 

Remarque.  — Il  suit  de  là  (|ue,  si  t on  riètermine  sur  le  iliamèlre  CD 
d’une  circonférence  CÜD  les  ftoints  conjugués  luirmoniqucs  A et  B,  le 
rapport  des  distances  tC un  point  quelconque  O de  la  circonférence  aux 
deux  points  A et  B restera  constant;  car  les  bissectrices  des  angles  va- 
riable%VOB,  BOA',  passeront  constamment  par  les  points  C et  D,  conju- 
gués harmoniques  relativement  à AB. 


Fig.  î8 


28.  Proposons-nous  de  diviser  harmoniquement  une  droite  AB  dans  le 
rapporl  de  deux  droites  données  met  n [fig.  ag). 

On  mènera  par  le  point  A une  droite  quelconque  AO  = et  par  le  point  B 

une  parallèle  à AO,  sur  laquelle  on  prendra  BE  ^ BK=;  n.  Puis  on  tracera 
lesdroitesOE  et  OF,  qui  couperont  AB  et  son 
prolongement  aux  points  demandés  C et  D. 
En  effet,  on  aura  à cause  des  parallèles 

^ _ M!  — .fL  I ^ AO  _ m 
BC“BK“»’  BD"^BF~V’ 

d’où 

AC  _ AD  m 

bc“  Bi)~  « ■ 


Connaissant  trois  droites  itun  faisceau  luirmonique,  on  construira  la 
quatrième  pur  un  procédé  analogue  [Jig.  ag). 

Soient  OA,  OC,  OB,  les  trois  droites  données.  On  mènera  par  un  point 
B pris  sur  la  troisième  droite  OB,  une  parallèle  à la  jvreraière  droite  OA. 
Cette  parallèle  cou|)era  la  seconde  droite  OC  au  point  E.  On  prendra  alors 
sur  le  prolongement  do  BEune  longueur  BK  = BE  ; le  point  F appartiendra 
nécessairement  à la  quatrième  droite  du  faisceau.  En  effet,  si  l'on  trtice 
par  le  point  B une  droite  quelconque  qui  coujk  les  quatre  droites  consi- 
dérées aux  points  .V,  C,  B,  D,  le  point  I)  sera  le  conjugué  harmonique  du 
point  C par  rapport  à la  droite  AB.  Car  on  aura  toujours 


BC  ~ BE  BD  BF  ’ 


d’où,  à cause  de  BE  = BF, 
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Si  les  droites  données  étaient  OA,  OB,  OD,  on  déterminerait  OC  en 
suivant  une  marche  identique.  Au  lieu  de  BE,  c'est  BF  qu’on  trouverait 
directement. 

'’^Lo  choi.x  du  point  B et  la  direction  de  la  droite  ACBD  étant  arbitraires, 
la  construction  indiquée  conduit  en  môme  temps  à cette  remarque  im- 
portante : Une  sérantc  quelconque  est  dii’isée  harmoniquement  par  un 
faisceau  harmonique.  ■*  ’ 

29.  D’après  cette  remarque,  si  l'on  donne  29)  un  angle  COD  et 
Un  point  A hors  de  cet  angle,  si  l’on  mène  par  le  point  A une  sécante 
quelconque  .ACD,  le  lieu  du  point  B,  conjugué  harmonique  du  point  A par 
rapport  aux  points  d’intersection  C et  D de  la  sécante  avec  les  côtés  de 
l’angle,  sera  la  droite  OB  conjuguée  harmonique  de  la  droite  OA  dans  lo 
faisceau  harmonique  OACBI).  Ainsi,  pendant  que  la  sécante  tourne  autour 
, du  point  A,  le  point  B décrit  la  droite  OB.  Le  point  A est  appelé  /«i/fde 
la  droite  OB,  et  la  droite  OB  est  la  i>olairc  du  point  A par  rapport  à 
l’angle  COD.  * 

Si  Con  veut  trouver  lei  polaire  du  jmint  A fuir  rapixsrt  h tangle  COD 
{fig.  ag),  il  suffira  d’après  ce  qui  précède  (28)  de  mener,  entre  les  côtés 
de  l’angle,  une  parallèle  EF  à la  droito*OA.  Le  milieu  B de  cette  paral- 
lèle apf/artiendra  à la  jmlaire  OB.  , » 

Si  l’on  veut,  au  contraire,  trouver  le  pôle  A,  étant  donnée  la  jmlnire  OB, 
la  question  reviendra  à chercher  la  quatrième  droite  OA  d’un  faisceau, 
lorsqu’on  connaît  les  trois  autres  OD,  OB,  OC  (28). 

^ ■<  * 

» ‘ 30.  On  donne  un  tutgle  COD  et  un  point  A hors  de  cet  angle,  t ki  mène 
par  ce  point  deux  sécantes  quelcompics  ACD,  AC'D',  et  Fort  joint  diago- 
nalement  les  /mints  d intersection  CetD',  C'  et  D.  Les  droites  nlitrniies  .se 
Croisent  en  iil  sur  la  polaire  du  point  K jmr  rap/mrt  a Fangle  CO\i[Jig.  3o), 
Déterminons  le  point  B,  conjugué  harmonique  du  point  A par  rapport  à- 
la  droite  CD.  Les  quatre  droites  MA,  M(',  MB,  MD,  formeront  un  fai.s- 

ccau  harmonique  (27).  Par  suite,  lu  point 
B'  où  MB  prolongée  coupera  la  sécante 
AC'D',  sera  le  conjugué  harmonique  du 
point  A (Kir  rap(iort  à la  droite  CD'.  Les 
deux  points  B et  B'  détermineront  donc 
la  (wlaire  du  point  A («r  ra()porl  à l’angle 
COD,  et  comme  la  droite  BMB'  (lasse  par 
le  point  O,  on  obtiendra  celte  (lolaire  en 
traçant  OM. 

Réciprociuement,  si  f on  prend  un  /saint  M 
quelconque  sur  la  /solaire  OB,  si  Con  mène  /sar  ee  /saint  les  droites  CIV 
et  C'D  arrêtées  aux  côtés  de  t angle  COD,  les  droites  CD  et  CD'  /sns- 
longées  vicmlrnnt  se  cou/ser  nu  /sôle  A (fig.  3o). 

En  effet,  suci(>o8on5  un  instant  ({ue  lo  point  A,,  conjugué  harmonique  du 
|X)int  B par  rap(>ort  à CD,  110  se  trouve  (las  sur  CD',  et  menons  la  droite 
AC'.  AC'  prolongée  viendra  cou|)cr  OD  en  un  point  D,  dillérenl  de  D'.  Si 
l’on  jointalors  CD,,  on  coupera  C'D  en  un  point  de  la  (Hilaire  OB  qui  ne 
pourra  être  que  le  point  M.  Par  conséquent,  les  deux  droites  (’D,  et  CD' 
ayant  deux  (loinls  communs  Cet  M,  ne  (leiivenl  dilTérer,  et  la  droite  CD' 
(irolongéc  passe  nécessairement  (larle  (loinl  A. 


Fig.  ?o. 


i. 
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Applications. 


3i.  Soit  un  quadrilatère  ABCD.  Prolongeons  3i  ) les  côtés  opposés 
AB  et  CD,  AD  et  BC,  jusqu’à  leurs  rencontres  aux  pointe  E et  F.  L’en- 
semble ainsi  obtenu  porte  le 


Fig  3 1 . 


r 


nom  do  (/umlrilatère  complet. 
Ce  quadrilatère  a pour  troisième 
diagonale  la  droite  EF. 

Ou  voit  qu’un  quadrilatère 
complet  n’est  que  le  système 
formé  par  quatre  droites  indé- 
finies qui  se  coupent  en  six 
points.  En  joignant  les  points 
opposés  deux  à deux,  on  a les 
trois  diagonales  du  quadrila- 
tère. 

Dans  un  quadrilatère  com- 
idet,  chaque  diagonale  est  divi- 
sée harmoniquement  par  les 


4,  ■ detijc  autres. 

''  En  effet,  soient  G,  H,  L,  les  points  d'intersection  des  trois  diagonales. 
D'après  le  théorème  précédent  (30),  le  point  H est  le  pôle  de  la  droite 
ACG  par  rapport  à l’angle  EAF,  de  sorte  que  les  points  de  rencontre  H 
et  G de  la  diagonale  EF  avec  les  diagonales  BD  et  AC,  la  divisent  harmo- 
niquement. Do  môme,  le  point  F est  le  pôle  do  la  droite  EL  par  rapport  à 
l’angle  AED,  de  sùrte  que  Lest  sur  AC  le  conjugué  harmonique  du  point  G, 
et  sur  RD,  le  conjugué  harmonique  du  point  II. 


."jS.  On  peut  s’appuyer  sur  ce  qui  précédé  (30)  pour  mener  par  un 
point  donne  une  droite  qui  roncoure  aoer  deu.T  droites  données,  ces 
droites  ne  sc  coupant  pas  dans  les  limites  du  dessin  (voir  une  solution 
très-simple  de  ce  problème,  9). 

Soient  [Jrg.  3a)  AC  et  BD  les  deux  droites  données,  soit  M le  j>oint 
donné  placé  entre  les  deux  droites.  On  tirera  pa'r  le  point  M les  deux 

droites  AD  et  BC.  En  joignant 
leurs  points  d’intersection  avec 
les  lignes  données,  on  obtiendra 
les  droites  AB  et  CD  qui,  prolon- 
gées, iront  en  général  se  couper 
en  un  point  H.  On  pourra  tou- 
jours opérer  de  manière  que  ce 
point  soit  compris  dans  les  limites 
de  l’épure;  Par  le  point  H ainsi 
déterminé,  on  tracera  la  sécante 
IIEF  aux  deux  lignes  données,  et 
l’on  joindra  en  croix  les  points 
d’intersection  obtenus  avec  les  points  C et  D.  l.es  droites  CF  et  DE  so 
croiseront  en  I.  La  droite  MI  sera  la  polaire,  du  point  II  par  rapjwrt  à 
l’angle  que  forment  les  droites  AC  et  BD.  Des  lors  Ml  ira  passer  par  le 
point  de  concours  O de  ces  droites. 

Supposons  maintenant  {Jîg.  3a)  que  les  droites  données  soient  AB  et 
CD  et  que  le  point  donné  F soit  extérieur  à ces  droites.  Par  un  point 


, . . F'C-  35. 
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quelconque  O,  on  mènera  les  droites  OAC,  ÙBDF,  dont  l'une  passe  par  le 
point  donné  F.  On  joindra  en  croix  les  points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  les  lignes  données.  Les  droites  ainsi  obtenues,  AD  et  BC,  se  croise- 
ront en  M.  On  mènera  alors  la  droite  F'C  qui  coupera  en  I la  dfrection 
UM;’  puis  on  joindra  DI  qui  coupera  AC  au  |K)int  E.  La  ligne  FE  sera  la 
direction  demandée.  Car  la  droite  OMI  est,  par  rapport  à l'angle  COI), 
la  polaire  du  point  II  où  viennent  se  rencontrer  les  droites  AB,  CD,  EF. 

On  pourra  mettre  à profit  les  solutions  précédentes,  pour  tracer  par  un 
point  donné  une  droite  allant  concourir  avec  deux  autres  droites,  visibles 
seulement  dans  une  partie  de  leur  parcours;  pour  trouver  un  point 
situé  sur  le  prolongement  d’une  droite  inaccessible,  ou  encore,  pour  pro- 
longer une  droite  donnée  au  delà  d'un  obstacle  arrêtant  la  vue. 

Pôle  et  polaire  dans  le  cercle. 

' 33.  Si  par  un  point  O pris  dans  le  plan  iVun  cercle  de  diamètre  .AB, 

on  traée  une  sécante  sptclrnnque  EF  à ce  cercle,  le  lieu  du  point  I con- 
jugué Imrmnniiiue  du  jx>int  O par  rapport  h la  corde  EF,  est  une  droite 
perpendiculaire  au  diamètre  ABf/«i  passe  par  le  piint  O {Jig-  33). 

Déterminons  le  point  H,  con- 
jugué harmonique  du  point  ü 
|>ar  rapport  au  diamètre  AB  qui 
passe  par  ce  point,  et  soit  I le 
conjugué  harmonique  du  mémo 
point  par  rapport  à la  corde  quel- 
conque EF.  il  suffit,  pour  démon- 
trer le  théorème  énoncé,  de  prou- 
ver que  la  droite  111  est  perpen- 
diculaire sur  AB. 

Ceci  (tosé,  puisque  les  points  ü 
et  11  sont  conjugués  liarmoniques 
par  rapport  à AB  et  que  les 
— _ L points  E et  F appartiennent  à 
la  circonférence,  on  aura  néces- 
sairement (27,  Remarque)  : 

EH  FII  , . , ..  EH  EO 
EO~FO’  j.|i  px)‘ 

Suivant  que  le  point  ü sera  extérieur  ou  intérieur  à la  circonférence, 
la  droite  ilO  sera  donc  la  bissectrice  de  l'angle  F’IIL  ou  de  l'angle  EHF, 
extérieur  ou  intérieur  par  rapport  au  triangle  EHF.  I.es  droites  llp.  HF, 
Hl,  HE,  formant  par  hypothèse  un  faisceau  harmonique,  il  faut  alors  que 
la  droite  III  soit  à son  tour  bissectrice  de  l'angle  intérieur  EIIF  ou  de 
l'angle  extérieur  niL  (27),  c’est-à-dire  qu’elle  soit  perpondiculairc  Sur  110 
ou  sur  le  diamètre  OAB. 

On  dit  que  le  point  0 est  le  />d/c  delà  droite  111  et  que  la  droite  III  est 
la  polaire  du  point  O,  par  rapiMrt  au  cercle  AB. 

31.  Ijb  point  C étant  le  centre  du  cercle  ou  le  miRcu  de  AB,  on  a la 
relation  (2U) 

.AC’=  cii.œ. 

On  peut  déduire  de  (jette  relation  plusieurs  conséquences  importantes. 
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Par  un  point  O extérieur  à une  circonférence  34),  menons  à 
cette  circonférence  les  tangentes  OM  et  ON.  Traçons  la  corde  MN  qui 
-it  .joint  les  points  de  contact  M et  N,  et 

‘ qui  est  peri^endiculaire  au  diamètre  OAB. 

Le  triangle  rectangle  OMC  donnera  . 

MC’  = AC’  = CH.CO. 

Le  point  H où  la  corde  MN  coupe  le  dia- 
mètre OAB,  est  donc  le  conjugue  harmo'- 
nique  du  point  O par  rapport  à AB;  en 
d’autres  termes,  la  polaire  du  point  O est 
la  ronie  MN  qui  Joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce 
pànt  à la  circonférence. 

On  peut  conclure  de  là  une  nouvelle  construction  de  la  tangente  menée 
au  cercle  par  un  point  extérieur. 

La  relation  AC’ = CH.CO  prouve  encore  que  les  points  O et  H sont 
réciproques,  c’est-à-dire  que  la  polaire  de  l’un  passe  par  l’autre;  ce  qui 
est  d’ailleurs  évident  (25). 

La  même  relation  montre  que,  si  le  point  O vient  en  B sur  la  circonfé- 
rence, le  point  H vient  aussi  en  B.  Donc  la  fjolaire  rf un  point  pris  sur 
la  circonférence  est  la  tangente  menée  en  ce  point  à la  circonférence. 

Enlin,  si  CO  devient  infiniment  petit,  CH  devient  infiniment  grand,  de 
sorte  que  si  le  pôle  est  au  centre  de  la  circonférence,  la  polaire  se  trans- 
porte à l'inGni. 

35.  Dirsqu’on  fait  décrire  au  pôle  O une  droite  XY,  toutes  les  polaires 
correspondantes  aux  diverses  positions  du  fmint  O se  croisent  en  un 
même  point  U qui  est  le  pâle  tle  XY  (Jîg.  35). 

Menons  le  diamètre  aBo  perpendiculaire  à la  droite  XY,  et  déterminons 
sur  ce  diamètre  le  point  H,  conjugué  harmonique  du  point  Ooupôle  de  la 
Yig.  35  droite  XY.  Prenons  un  point  yw/co/if/uc 

O'  sur  XY  et  joignons-le  au  centre  du 
cercle  : nous  ohtiéndrons  ainsi  un  diamètre 
A'B';  la  perpendiculaire  HH',  abaissée  du 
point  H sur  ce  diamètre,  sera  la  polaire  du 
point  O'.  En  effet,  les  triangles  semblables 

CO'  ro 

COO',  CHH’,  donneront  ynj  — ;.ü7>  d’où 
LH  LH 

CH'.CO'  = CH.CO=  AC’(34). 

Le  point  H'  sera  donc  bien  le  pied  de  la  polaire  du  point  O'.  • ' . 

36.  Réciproquement,  si  la  droite  XY  tourne  autour  du  point  O,  son  pôle 

appartiendra  toujours  à la  polaire 


Fig.  36. 


du  point  O [Jîg.  36  )■ 

Car,  si  l’on  détermine  la  polaire 
IH  du  point  O et  si  l’on  abaisse,  du 
centre  C de  la  circonférence , une 
perpendiculaire  CO'  sur  la  posi- 
tion quelconque  de  la  droite  XY, 
les  deux  triangles  semblables  CIH, 
COO’,  donneront  toujours 
O _ CH 
’ ' CO  ~ CO’  ' 
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Fig.  37. 


a.co'=  cn.co=r  AC’. 

U)  point  I sera  donc  lo  pôle  de  la  droite  XY. 

37.  COROIXAIBES.  1”  St  des  diffiérents  points  tPtuie  droite  on  trace 
des  couftles  de  tangentes  à une  circonférence,  les  cordes  de  contact 
viennent  se  croiser  au  pAle  de  la  droite  considérée.  En  effet,  les  cordes 
de  contact  obtenues  sont  les  polaires  des  différents  points  de  la 
droite  (34,  33). 

a"  Si  tftm  point  on  mène  « un  cercle  une  série  de  sécantes,  les  points 
fie  rencontre  des  couples  de  tangentes  corresftondantes  appartiennent  à 
la  polaire  du  ftoint  considéré.  En  effet,  les  sentes  passant  par  un  même 
point,  leurs  pèles  se  trouvent  sur  la  polaire  de  ce  point  (34,  36). 

3”  En  joignant  les  pèles  de  deux  droites,  on  obtient  Ut  polaire  de  leur 
point  de  rencontre.  En  effet , ces  deux  droites  peuvent  être  regardées 
comme  les  positions  différentes  d'une  droite  passant  constamment  par 
leur  point  de  rencontre  (36). 

4°  D’après  ce  dernier  corollaire,  si  deux  fxilygones  d’un  même  nombre 
de  côtés,  tracés  dans  te  plan  d’une  cirtx>nférence,  sont  tels,  que  les  som- 
mets de  Pun  soient  les  /tôles  des  côtés  de  Future,  Ut  propriété  rériprtM/uc 
aura  lieu;  c’est-à-dire  que  les  sommets  cLi  second  polygone  (/xnnts  de 
rencontre  de  ses  côtés  ) seront  à leur  tour  les  /tôles 
des  côtés  du  premier  /tolygone. 

On  donne  alors  aux  deux  polygones  le  nom  de 
/tolaires  réci/troques. 

On  voit  que,  si  [Jig.  3y  ) un  polygone  .\BCDE 
est  circonscrit  à un  cercle,  on  obtient  son  polaire 
réciproque  en  formant  le  polygone  inscrit  qui 
correspond  aux  points  de  contact  successifs  ^7,  b, 
ç,  d,  e.  Car  chaque  sommet  A du  polygone  cir- 
conscrit est  le  pèle  du  cùté  opposé  ea  du  poly- 
gone inscrit  (34). 

Application. 

38.  Dans  tout  htxagone  circonscrit  à une  circonférence , les  diago- 
nales qui  joignent  les  sommets  o/tjtosés  ( c'est-à-dire  le  /tremieret  le  qtut- 
trième,  le  stcond  et  le  cinquième,  le  troisième  et  le  sixième),  se  cou/tent 
en  un  même  poirU  ( yfg.  38  ). 

Soit  riiexagone  circonscrit  AffCDEF.  En  Joignant  les  points  de  contact 
successifs,  nous  formerons  l'hexagone  inscrit  abedrf  polaire  réciproque 
^du  circonscrit  (37,  4“). 

Ceci  posé,  désignons  par  L,  M,  N,  les  points 
de  rencontre  des  célés  opposés  de  l'hexagone 
inscrit  (23).  Les  sommets  A et  I)  étant  les  pôles 
des  côtés  ab  et  de,  le  point  do  rencontre  L de  ces 
® côtés  sera  le  pôle  de  la  diagonale  AD  (37,  3“).  Do 
même,  les  points  de  rencontre  M et  N des  côtés 
bc  et  ef,  cd  et  j'a,  seront  les  pôles  des  diagonales 
BE  et  CF.  Or  les  trois  )>uints  L,  M,  N sont  en 
ligne  droite  (23);  donc,  les  trois  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit  se  couperont  en  un  même 
point,  |)ôle  de  la  droite  LMN(35). 


Fig.  38. 
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Ce  théorème,  comme  celui  sur  lequel  il  s’appuie,  n'est  qu’un  cas  par- 
ticulier d’un  théorème  beaucoup  plus  général,  applicable  à toute  courbe 
du  second  ordre  et  dû  à M.  Brianchon.  Il  ne  dépend  pas  de  la  grandeur 
des  côtés  de  l’hexagone,  c’est-à-dire  qu’il  subsiste  encore  lorsque, 
quelques-uns  dos  angles  de  l’hexagone  devenant  égaux  à deux  droits, 
deux  côtés  do  cet  hexagone  se  réunissent  en  une  seule  tangente  à La  cir- 
conférence, dont  le  point  de  contact  représente  encore  le  sommet  qui 
correspondait  primitivement  au  point  de  rencontre  de  ces  deux  côtés.  , 

Ainsi,  l’on  peut  dire  que,  dans  tout  triangle  circonscrit  à ta  circonfé- 
rence,  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  contact  du 
côté  opposé,  se  croisent  en  un  même  point. 


CHAPITRE  III. 

EXERCICES  ET  QUESTIONS  DIVERSES. 
(céomCtrie  plane.) 


Fig.  3g. 

A 


Problèmes  divers.  , 

39.  S(nt  un  angle  XAY.  Prenons  sur  les  côtés  de  cet  angle  AB  = AB*, 
.AC  = AC',  et  Joignons  en  croix  les  points  B et  C',  C et  B'.  Ixs  droites  BC' 
et  CB'  se  couperont  en  un  point  M qui  appartiendra  à la  ■bissectrice  de 
r/ingle  XAY  [/g.  3g). 

En  effet,  les  deux  triangles  ABC',  ACB',  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  commun  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun.  L’angle 
en  B est  donc  égal  à l’angle  en  B',  l’angle  en  C à 
l’angle  en  C'.  Par  suite,  comme  AC  — AB  ou  BC 
est  égal  à AC'-^  AB'  ou  B'C',  les  deux  triangles 
BMC,  B' MC',  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 
égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à cha- 
cun. On  a donc  BM  = B'M.  Lès  deux  triangles 
ABM,  AB'.M  sont  alors  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  (B  = B')  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun , et  l’angle  BAM  est  égal  à 
l’angle  B' AM. 

■10.  Si  la  bissectrice  d’un  angle  d’un  triangle  divise  le  côté  opposé  en 
deux  parties  égales,  ce  triangle  est  isocèle  (fig.  4o). 

Supposons  que,  dans  le  triangle  ABC,  la  bissectrice 
AD  de  l’angle  A soit  en  môme  temps  une  médiane  du 
triangle.  Prolongeons  AD  d’une  longueur  D.A'  = AD,  et 
joignons  CA'.  Los  deux  triangles  BAD,  CA‘D,  seront 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux.  Par  suite,  AB  = CA',  et  l’angle  BAD  = DAG,  est 
égal  à l’angle  CA'D.  Le  triangle  ACA'  est  donc  isocèle, 
et  l’on  a AC  = CA',  c’est-à-dire  AC  = AB. 

■il.  Soit  un  triangle  ABC  [Jïg.  4l)-'  Menons  B'C' 
/raratlèle  a lu  base  BC,  joignons  en  croix  les  points  B 
et  C,  C et  B'  : le  point  d’intersection  M des  droites  BC' 
et  CB'  apfmrlicndra  h la  médiane  AD  du  triangle. 
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Le  point  D étant  le  milieu  du  côté  BC,  il -faut  prouver  que  les  trois 
points  D,  M,  A,  sont  en  ligne  droite.  Soit , en  effet,  D'  le  point  de  rcn- 
j.  •^ig-  4'-  contre  de  DM  prolongée  avec  B'C'.  Les  trois 

droites  BC',  CB',  DD',  étant  concourantes,  cou- 
pent proportionnellement  les  deux  parallèles 
BC,  B'C'.  Le  point  D étant  le  milieu  do  BC,  le 
point  D'  est  donc  le  milieu  de  B'C'.  Les  trois 
droites  BB',  CC',  DD',  coupant  alors  proportion- 
nellement les  mêmes  parallèles  BC,  B'C',  viennent 
concourir  au  point  A.(Geom.,  98). 

42.  Construire  les  cercles  tunuents  aux  trois  côtés  d'un  trianslc  ABC 

K fis-  4^)- 

Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  du  triangle  donné  se  coupent  en 
un  point  O situé  à égale  distance  des  trois  côtés.  Donc , si  du  point  O 


Fig.  4a. 


comme  centre  avec  celte  dis- 
tance 01  pour  rayon  on 
décrit  une  circonférence,  elle 
sera  tangente  intérieurement 
aux  trois  côtés  du  triangle. 

Menons  maintenant  les  bis- 
sectrices desangles  extérieurs 
du  triangle.  Ces  angles,  deux 
à deux,  opposés^  par  le  som- 
met, sont  au  nombre  de  six. 
Leurs  bissectrices , deux  à 
deux  en  ligne  droite , for- 
meront un 'triangle  0'Ü"0'”, 
dont  les  sommets  seront  les 
centres  de  trois  nouvelles 
circonférences  tangentes  aux 
trois  côtés  du  triangle.  En 
effet , les  bissectrices  BO'  et  CO’,  par  exemple,  se  coupent  en  un  point  O' 
situé  à égale  distance  du  côté  BC  et  des  prolongements  des  côtés  AB  et 
AC  (elles  se  coupent,  parce  que  la  somme  des  angles  extérieurs  en  D 
et  en  C étant  moindre  que  4 droits,  la  somme  do  leurs  moitiés  est  infé- 
rieure à 2 droits).  Donc,  si  du  point  0'  comme  centre  avec  celte  distance 
OTpour  rayon  on  décrit  une  circonférence,  elle  sera  tangente  au  côté 
BC  et  aux  prolongements  des  côtés  AB  et  AC.  Même  démonstration  pour 
les  circonférences  O"  et  0'" 

L^  trois  cercles  Q',  0',  0",  sont  appelés  ex-inscrits  par  opposition  au 
cercle  inscrit  0. 

La  bissectrice  de  chacun  des  angles  intérieurs  du  triangle  ABC  passe 
par  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  qui  est  opposé  à l'angle 
considéré. 


43.  Dans  tout  quadrilntèrc,  les  milieux  des  côtes  sont  les  sommets  d'un 
/tarallélogrammc  {Jîg.  43.) 

Soit  le  quadrilatère  ABCD,  et  soit  le  quadrïlatère  mnpq  formé  en  joi- 
gnant successivement  les  milieux  de  ses  côtés.  ' ^ 

I OP 

I.e  côté  mq  sera  parallèle  à la  diagonale  BD  et  égal  à — [Geom.,  88)  ; 

il  en  sera  de  môme  du  côté  np.  Par  suite,  la  figure  //;///«7  sera  bien  un 
parallélogramme. 
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Remarquons  que,  si  les  points  r et .(  sont  les  milieux  (les  diagonales 
BD  et  AC,  la  figure  msi>r  est  en<x)re  un  parallélogramme,  puis(|ue  tnr  et 

ps  sont  alors  deux  droites  parallèles  au 
cété  AD  et  égales  à sa  moitié. 

Les  deux  parallélogrammes  nmpti  et 
impr  ayant  une  diagonale  commune  mp, 
auront  meme  rentre  O (Géom.,  43).  On 
conclut  de  là  que  le  point  de  rencontre  O 
des  lignes  mp  et  n<i  tpd  joignent  les  mi- 
lieiuc  des  côtés  opposés  tPun  quadrilatère 
U (J  c quelconque  ABCD,  est  en  même  temps  le 

milieu  de  la  droite  rs  qui  joint  les  miliett.r  des  diagonales  de  ce  quadri- 
latère [*).  * 

Enfin,  il  est  utile  de  noter  que  le  quadrilatère  ABCD  détermine  lèiiaraU 
lélograrame  mnpq,  sansqucla  réciproque  ait  lieu.  En  effet,  si  par  les  som- 
. Fig.  44-  mets  du  quadrilatère  ABCD,  on  mène 

B’  quatre  parallèles  éjpiles  AA',  BB',  CC,  DD', 

croisées  comme  l'indique  la  fg.  44  , le 
quadrilatère  A'B'C'D'  a les  milieux  de  scs 
côtés  aux  mêmes  points  que  le  quadrila- 
‘ 1ère  ABCD. 

En  tenant  compte  do  ce  cpie  nous  ve- 
nons de  dire,  on  démontre  i]ue  deux  poly- 
gones convexes  coïncident  lorsque  leurs 
e côtés  ont  mêmes  jmints  milieux,  mais  seu- 
lement dans  le  cas  où  le  nombre  des  côtés 
ê est  impair. 

4L  Construire  un  quadrilatère  ABCD,  connaissant  scs  quatre  côtés  et 
Pane  dés  droites  MN,  PQ , '/«'  joignent  les  milieux  des  côtés  opptisés 

(A-  45). 


Fig.  45. . 


Supposons  le  problème  résolu  , 
ut  soient  R et  S les  milieux  des 
diagonales  BD  et  AC. 

La  figure  MSNR  sera  un  parallé- 
logramme dans  lequel  on  connaîtra 
deux  cotés, 


MS  = — 
2 


SN  = —, 
1 


et  la  diagonale  MN.  On  pourra 
donc  construire  ce  jarallélogramme  et  tracer  la  seconde  diagonale  RS.  • 
La  figure  PSQR  sera  aussi  un  parallélogramme,  et  l’on  y connaîtra  la 

diagonale  RS  et  les  côtés  RP  = ^ et  PS  = Ce  parallélogramme  sera 

donc  complètement  déterminé. 

Il  ne  restera  plus  qu’à  mener  : par  le  point  M,  AB  parallèle  à QR  ; par  le 
pointP,  BC  parallèle  à MS;  ■jwr  le  point  N,  CD  parallèle  à QS;  parle  point 
Q , AD  parallèle  à MR.  Le  (piadrilatère  ABCD  qi^on  obtiendra  sera  évi- 
demment le  quadrilatère  demandé. 


(*)  i.e  que  nous  venuns  de  dire  csl  vrai,  que  le  quadiilalérc  considerv  soit 
pUn  ou  çéiLchf, 
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Si  le  quadrilatère  considéré  devenait  un  trapèze  ABCD  46),  il  suf- 
firait de  dgnner  ses  'quatre  côtés.  Car,  en  menant  AE  parallèle  à BT.,  le 


Fie-  4fi 


triangle  DAE  serait  déterminé,  puisqu’on 
connaîtrait  ses  trois  côtés  AD , AE  = BC , 
DE  = CD  — AB.  Construisant  ce  triangle , on 
prolongerait  DE  d'une  longueur  EC  = AB , et 
l’on  mènerait  par  le  point  A,  à DC,  une  pa- 
rallèle égale  à AB.  . ■ 


4fi.  Des  sommets  itun  triangle  comme  centres , décrire  trois  circonfé- 
rences qui  soient  mutuellement  tangentes  (Jîg.  47  )• 

Fig."  47.  La  question  proposée  revient  à dé- 

terminer sur  les  côtes  du  triangle  trois 
points  M,  N,  P,  tels,  qu’on  ait 

AP  = AN,  BP  = BM,  CM  = CN. 

Deux  tangentes  menées  d’un  même 
point  à une  circonférence  étant  égales, 
on  voit  que  les  points  M , N,  P,  sont 
précisément  les  points  où  le  cercle  in- 
scrit au  triangle  ABC  touche  les  côtés 
de  c«  triangle. 

En  considérant  les  trois  cercles  ex-inscrits  (42),  on  aurait  trois  autres 
solutions  du  problème. 

On  peut  aussi  avoir  recours  à l’algèbre.  Désignons  par  a,  h,  c,  les  trois 
côtés  du  triangle,  par  x et^'  les  segments  déterminés  par  le  point  M sur 
le  côté  a,  par  / et  s les  segments  déterminés  par  le  point  N sur  le  côté  ô; 
X et  Z seront  alors  ceux  déterminés  par  le  point  P sur  le  côté  c.  On  devra 
satisfaire  au  système. 

x-^-jr=a, 

X-i-z  = h, 

z-^x—e, 


qui  donne  immédiatement  par  addition 


a-^-l)-^-r 


d’où 


fl  + é-f-c  , a -\-r  ~ l> 
X = h = 1 

2 2 

«-f-A-f-c  a b — c 

= — c = ) 


a -(- ô 4- c é -f- c — a 

: n = 


On  modifierait  aisément  la  marche  indiquée,  dans  le  cas  où  l’on  vou- 
drait considérer  les  cercles  ex-inscrits. 

En  rapprochant  les  résultats  obtenus,  on  vérifierait  que  la  distance  de 
deux  quelconques  des  quatre  fioints  de  contact  tFun  côté  tC un  triangle 
avec  les  quatre  cercles  inscrit  et  ex  inscrits,  est  égale  à Pun  des  deux 
autres  côtés  ou  à la  somme  de  ces  mêmes  côtés  ou  ri  leur  différence. 
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46.  Couper  une  circonférence  donnée  O en  deux  parties  égales,  par 
une  autre  circonférence  de  rayon  donné  R ( fig.  48  ). 

Menons  un  diamètre  AB  de  la  circonférence  U, 
et  OC  perpendiculaire  sur  AB.  Du  point  A comme 
centre,  avec  AC  = R pour  rayon,  décrivons  une  cir- 
conférence qui  coupe  la  perpendiculaire  OC  au  point 
C.  Si  du  point  C comme  centre,  aveé  R pour  rayon, 
on  décrit  une  circonférence,  elle  répondra  à la 
question  puisqu’elle  passera  par  les  extrémités  du 
diamètre  AB. 

Si  l’on  suppose  que  AB  tourne  autour  du  point  O, 
la  perpendiculaire  OC,  toujours  égale  à y^C’  — AO’, 
tournera  autour  du  même  point,  de  sorte  que  le  lieu  des  centres  des  cir- 
conférences qui  satisfont  à l'énoncé,  est  une  circonférence  concentrique 
à la  circonférence  proposée  et  de  rayon  égal  à y/R’  — r’ , en  désignant  AO 
par  r. 

On  voit  que  le  problème  est  impossible  si  l’on  a R < r. 


47.  Tracer  entre  deux  circonférences  données  O et  O'  une  droite  de 
longueur  donnée,  parallèle  à une  direction  ilonnée  KL  {fig.  49). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  la  droite  demandée.  Par  le 
centre  O,  menons  OC  égale  et  parallèle  à AB.  La  figure  OABC  sera  un 

(larallélogramme , et  la  position 
du  point  C sera  parfaitement  dé- 
terminée : on  aura  d'ailleurs 

CB  = 0.4. 

On  est  donc  conduit  à décrire 
du  point  G comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à celui  de  la  cir- 
conférencc.O,  une  circonférence 
qui  coupera  la  circonférence  O'  au  point  B.  11  restera  à mener  par  le 
point  B une  parallèle  à la  direction  KL.  Le  problème  pourra  admettre  une 
ou  deux  solutions  ou  être  impossible. 


F>8  49- 


48.  Par  un  point  donné,  mener  une  sécante  qui  /tariage  une  cir- 
conférence donnée  dans  le  rapport  de  deux  nombres  donnés  p et  q 

. {fis-  5o). 

HR.  .10.  f)„  divisera  la  circonférence  donnée  en  p + q 

parties  égales.  Supposons  que -l’arc  A/jB  contienne 
P de  ces  parties,  le  reste  do  la  circonférence  ou  l’arc 
A 7 B en  contiendra  q.  Du  centre  0,  on  abaissera 
alors  01  perpendiculaire  sur  la  corde  AB  et,  du 
point  0 comme  centre  avec  01  pour  rayon , on  dé- 
crira une  circonférence.  11  ne  restera  plus  qu'à 
mener  par  le  point  donné  M une  tangente  à cette  cir- 
conférence ; car  cette  tangente  déterminera  dans  la 
grande  circonférence  une  corde  CD  égale  à AB.  Les  arcs  sous-tendus  par 
CD,  égaux  aux  arcs  sous-tendus  par  AB,  répondront  donc  à la  question. 

49.  Construire  un  polygone  régulier  de  côté  donné  {fig.  5i). 
Supposons  qu’on  veuille  construire  un  pentagone  régulier  dont  le  côté 
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ait  uno  longueur/.  On  tracera  une  circonférence  de  rayon  quelconque  0<7, 
qu'on  divisera  en  cinq  parties  égales,  de  manière  à y inscrire  le  penta- 


Fig.  5i. 


gone  régulier  afcfrfe;  on  en  tracera  les  rayons 
qu’on  prolongera  s’il  est  nécessaire.  On  por- 
tera ensuite  sur  ab,  à partir  du  point’  a,  uno 
longueur  oK  = /.  Par  le  jioint  K,  on  mènera 
KB  parallèle  à Oa , jusqu'à  la  rencontre 
de  O b.  Puis  du  point  O comme  centre,  avec 
OB  pour  rayon,  on  décrira  une  circonfé- 
rence dont  les  intersections  avec  les  rayons 
du  pentagone  auxiliaire,  seront  les  sommets 
du  pentagone  .demandé.  En  effet,  AB  est  évi- 
demment parallèle  à ab,  et  le  parallélo- 
gramme KB.Aa  donne  alors 

AB  = «K=/. 

50.  Une  droite  mobile  dans  un  plan  peut  toujours  être  remaniée 
comme  exécutant  un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  point  de  ce 
plan  {/g.  Si). 

Soient  MN,  M'N',  deux  positions  quelconques,  non  parallèles,  de  la 
droite  donnée.  Joignons  les  extrémités  M et  M',  N et  N',  et  par  les  points 
A et  B,  milieux  des  droites  MM',  NN',  élevons 
sur  ces  droites  les  perpendiculaires  AO  et  BO. 
Les  deux  triangles.  O.MN,  OM' N',  seront  égaux 
comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun 
à chacun.  L’angle  MON  sera  donc  égal  à l’an- 
gle M'ON' et,  par  suite,  retranchant  la  partie 
commune,  l’angle  MOM'  sera  égal  à l’angle 
NON'.  Il  en  résulte  que,  si  l’on  fait  tourner 
le  triangle  OMN  ou  la  droite  MN  autour  du 
point  O,  de  manière  que  le  point  .M  vienne  en  M',  le  point  N viendra  né- 
cessairement en  N'. 

Maximoms  et  Minlinums. 

51 . Distance  d’un  point  à une  circonférence. 

On  appelle  distance  d’un  pointa  une  circonférence,  la  plus  petite  ou  la 
plus  grande  droite  qu’on  puisse  mener  de  ce  point  à la  circonférence. 
On  obtient  cette  plus  petite  et  cette  plus  grande  droite  en  joignant 
le  point  donné  au  centre  de  la  circonférence  ^ Céom.,  58). 

D’après  cela,  on  peut  facilement  tracer  par  un  point  tlonné  M une  cir- 
conférence O qui  passe  à égale  distance  de  trois  /mints  donnés  A,  B.  C, 
non  en  ligne  droite,  pourvu  que  ees  points 
soient  tous  les  trois  à Pintérieur  ou  à ü exté- 
rieur de  la  circonférence  demandée  ( /ig.  53  ). 

En  effet,  les  dLstances  OA,  OB,  OC,  devant 
être  égales , le  point  O se  confondra  avec  le 
centre  do  la  circonférence  passant  par  les 
points  A,  B,  C.  Le  point  O étant  déterminé, 
il  suffira  de  décrire  du  point  O comme  cen- 
tre, avec  OM  pour  rayon , une  circonférence 
qui  sera  la  circonférence  demandée. 


Fig.  53. 
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r>2.  Distance  de  ilriix  circonférences  54). 

Lorsque  deux  circonférences  sont  extérieures  ou  intérieures,  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  lignes  droites  qu’on  peut  mener  entre  les 


Fig.  54. 


deux  circonférences,  passent 
par  leurs  centres. 

En  effet,  menons  enlre  les 
deux  circonférences  O et  0' 
une  droite  quelconque  MN,  et 
supposons  que  la  ligne  des  cen- 
tres détermine  dans  ces  deux 
circonférences  les  diamètres  AC 
et  BD.  Le  quadrilatère  OMNO' 
donnera  : 


si  les  circonférences  sont  extérieures. 


c’esl-à-diro 


00'<0M-t-MN-4-N0', 

AB<MN; 


et  si  les  circonférences  sont  intérieures. 


c'est-à-dire 


OM  ou  00'4-0'B-t- AB<00'-t-0'N  4-MN, 
AB<MN.  I 


Le  môme  quadrilatère  donnera  ; 
si  les  circonférences  soni  exu-rieures. 


c’est-à-dire 


0M-|-00'4-0'N>MN, 
CD  > MN  ; 


et  si  les  circonférences  sont  intérieures. 


c’est-à-dire 


00'-4-0'N>MN, 
CB  > MN. 


53.  Trouver  le  point  dont  la  sntnme  des  distances  à trois  points  donnés 
non  en  li/rnc  droite,  est  un  niinhnian  55). 

Soient'  A,  B,  C,  les  trois  points  donnés,  0 le  point  cherché.  La  somme 
AO  4-  BO  -i-  CO  devant  être  un  minimum,  si  l’on  suppose  que  AO  de- 
meure constant,  en  conservant  la  valeur  vou- 
Fic  55.  lue,  il  faudra  que  la  somme  BO-I-CO  soit 

aussi  un  minimum.  Le  point  0 se  trouve,  dans 
\ l’hypothèse  indiquée,  sur  une  circonférence 
„ / \ décrite  du  point  A comme  centre,  avec  AO 

\ s \ pour  rayon.  La  somme  BO  CO  sera  donc 

\J — ) un  minimum,  quand  les  deux  lignes  BO  et  CO 
/ / feront  des  angles  égaux  avec  le  rayon  AO.  En 

\ effet,  elles  seront  alors  également  inclinées 

\ \ '\T  sur  la  tangente  MT  au  point  O.  Par  suite,  par 

\ \ A T rapport  à tous  les  points  de  cette  tangente,  et 

y à plus  forte  raison,  par  rapport  à tous  les 

c points  de  la  circonférence  qui  est  entièrement 

située  au  delà  de  MT,  la  somme  BO  -1-  CO  sera  bien  un  minimum  (5, 1°). 
On  venait,  par  un  niisonnomcnt  analogue,  que  lus  lignes  AO  et  Bf)  doivent 
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être  égalomcnt  inrliiiÉes  sur  CO.  I.es  trois  angles  formÉs  autu\ir  du  point 
O par  les  lignes  AÜ,  BO,  CO,  doivent  donc  titre  égaux  entre  eux,  et  chacun 

doit  représenter  | d’angle  droit. On  obtiendra,  d’après  cela,  le  point  O en 

décri  van  l sur  chacun  des  côtés  du  triangle  ABC  un  segment  capable  de  1 20". 

"1-t.  Trouver  Ir  point  dont  ta  somme  des  distances  h dcu.r  /xiints  don- 
nés et  à une  droite  donnée,  est  un  minimum  (Jig.  5(>).  (I.es  doux  points 
donnés  sont  supposés  d’un  même  côté  de  la  droite  donnée.) 

Soient  A et  B les  deux  points  donnés,  MN 
la  droite  donnée,  O le  point  cherché.  Si  par 
le  point  O on  abaisse  OP  perpendiculaire 
sur  MN,  la  somme  AO  + BO  + OP  doit  être 
un  minimum.  On  peut  dès  lors  considérer  le 
point  P au  lieu  de  la  droite  MN.  La  somme 
des  distances  du  point  O aux  trois  points 
A,  B,  P,  devant  être  un  minimum,  il  faut  (,')3) 
que  les  trois  angles  formés  autour  du  point  0 soient  égaux.  Mais,  de 
plus,  si  l'on  mène  par  le  point  O une  parallèle  KL  à MN,  comme  tous  les 
points  de  cette  parallèle  sont  à la  même  distance  de  MN,  il  faut  que  la 
somme  AO  + BO  soit  un  minimum  par  rapport  à cette  parallèle.  I.es 
droites  AO  et  BO  doivent  donc  faire  des  angles  égaux  avec  cette  paral- 
lèle (5,  i“)  ou  avec  MN;  et,  comme  ces  mômes  lignes  doivent  faire  avec 

OP  des  angles  égaux  ^ | do  droit  (S3),  elles  feront  avec  MN  des  angles 

égaux  à ^ de  droit.  Il  suffira  de  mener  par  les  points  A et  B des  droites 

remplissant  cette  conditiop,  et  elles  se  couperont  au  point  O demandé. 

.'>5.  Parmi  tous  les  triangles  formés  avec  deux  cAtés  donnés,  celui  dans 
lequel  ces  côtés  sont  perpendiculaires,  a Caire  maximum  {_fig.  5y) 

Soient  AB  et  AC  les  deux  côtés  donnés  ; ils  dé- 
terminent un  triangle  rectangle  CAB.  Le  point  C res- 
tant toujours  à la  même  distance  du  point  A,  con- 
sidérons un  second  triangle  C'AB.  Menons  la  hauteur 
C'D'  de  ce  second  triangle.  On  aura  C'D'<C'A 
ou  que  CA.  Les  deux  triangles  CAB,  C'AB,  ayant 
même  base,  celui  qui  a la  plus  grande  hauteur  a 
la  plus  grande  aire.  * 


Fig.  57 


c 


Fig.  sr.. 


M 1>  P c " 


56.  On  donne  un 
chacun  de  ses  côtés, 
’Fig.  58. 


angle  A ; en  joignant  deux  points  B <•/  C pris  sur 
on  forme  un  triangle  ABC.  Si  la  somme  AB  AC 
doit  rester  constante,  dans  quel  cas  le  périmètre 
du  triangle  ABC  est-il  un  minimum  ? [Jlg.  58.  ) 
Supposons  le  problème  résolu,  et  comparons  le 
triangle  demandé  ABC  à un  autre  triangle  AB'C', 
pour  lequel  on  ait  AB'  -t-  AC'  = AB'+  AC  : on  en 
déduira  nécessairement  BB'  = CC'.  Par  le  point  C', 
menons  C'D  égale  et  parallèle  à BB',  et  joignons  BD. 
LeparallélogrammeBB'C'Dnousdonnera  BD=  B'C'. 
Donc,  pour  que  BC  soit  un  minimum,  il  faut  qu’on 
ait  dans  tous  les  cas  BC<  BD,  c’est-à-dire  il  faut 
que  B('  soit  perpendiculaire  sur  CD.  Mais  alors,  d’a- 


II. 


by  Google 


(’)  I.a  Trigonométrie  donne  pour  eipreuion  du  minimum  DE,  dan 
triangle  iaoeôle  ADK, 


«ÉOMÉTRIE. 

près  le  parallélogramme  BB'C;ü,  l’angle  B'Bl)  est  le  supplément 
l’angle  r.'DB.  L’angle  B' BD  est  formé  de  l’angle  ABC  et  de  l’angle  CI 
l’angle  C'DB  est  formé  de  l’angle  BDC  et  de  l'angle  CDC'.  Le  Irian 


BCD  étant  rectangle  en  C,  les  angles  C.BD  et  BDC  sont  complém 
taires;  il  en  sera  donc  de  môme  des  angles  restants  ABC  et  CDC*, 
triangie  CC  D étant  isocèle,  on  peut  remplacer  l’angle  CDC'  par  Van 
DCC'  ; ce  dernier  a i>our  complément  l’angle  ACB  puisque  l’angle  BCD 
droit.  Donc  les  deux  angles  ABC  et  ACB  ont  même  complément  et  s 
égaux,  le  triangle  ABC  est  donc  isocèle.  Si  l’on  donne  AB  -f-  AC  = 

on  n’aura  pour  le  former  qu’à  prendre  AB  = AC  = — • 

Le  problème  qu’on  vient  de  résoudre  permet  de  passer  au  problé 
suivant  : 

Étant  donné  un  triangle  ABC  (fg.  5g  ),  on  prend  sur  les  proion. 
ments  des  côtés  AB,  AC,  des  longueurs  BD  et  CE,  telles,  que  leur  som 
soit  constamment  égale  au  troisième  côté  1 
dans  quel  cas  la  longueur  DE  est-elle  un  m, 
muni  ? 

La  somme  AD  + AE  demeurant  égale  au  p< 
mètre  du  triangle  ABC  et  l’angle  A étant  c 
étant,  on  voit  qu'il  eufrit,  pour  répondre  à 
question,  de  prendre  AD  = AE  = /j. 

Si  l’on  mène  les  bissectrices  des  angles  DI 
EC.B,  elles  se  couperont  au  centre  d’un  descerc 
cx-inscrils  du  triangle  ABC.  Les  points  de  cont 
de  ce  cercle  avec  les  prolongements  des  cè 
AB  et  AC,  seront  évidemment  les  points  cherc 
D et  E *. 


Circonscrire  à un  triangle  donné  ABC  un  triangle  TfEV  sembla 
autre  triangle  donné  D'E'E’,  et  dont  taire  soit  un  maxim 


Fif.  6o. 


[fis-  6o). 

Si  sur  le  côté  AB  comme  co 
on  décrit  un  segment  capable 
l’angle  D',  si  sur  le  côté  AC  on  dé< 
de  même  un  segment  capable 
l’angle  E',  il  est  évident  que  les  sc 
mets  D et  E,  homologues  des  s< 
mets  D'  et  E',  devront  se  trou 
respectivement  sur  les  arcs  ot 
uus.  De  plus,  le  côté  DE  devra  p 
ser  par  le  poini  A. 

Les  aires  des  triangles  sembla! 
sont  proportionnelles  aux  carrés 
leurs  côtés  homologues.  Donc,  s 
triangle  DEF  est  un  maximum,  il 


I 


Kf  — b (t'—e) 
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de  UE'  et  par  conaéquenl  de  UH.  La  question  est  ainsi 


sera  do  même 

ramenée  à tracer  par  le  |X)int  A une  sécante  telle,  que  la  partie  interceptée 
sur  cette  sécante  par  les  deux  circonférences  décrites  soit, un  maximum. 

Nous  savons  (4,  2°)  que,  dans  ce  cas,  cette  sécante  doit  être  parallèle 
à la  ligne  des  centres.  Mais  il  y a une  remarque  imiwrlante  è faire.  Les 
segments  capables  des  angles  D'  et  E'  peuvent  être  décrits  sur  un  côté 
quelconque  du  triangle  ABC,  et  l’on  obtiendra  de  la  sorte  triangles, 
dont  chacun  sera  maximum  pour  toute  la  série  des  triangles  semblables 
qu’on  trouvera  en  considérant  les  mêmes  segments  capablesl  11  reste 
donc,  |K)ur  résoudre  complètement  la  question,  à déterminer  le  plus 
grand  de  ces  six  triangles. 

Ür  le  côté  UE,  étant  parallèle  à la  ligne  des  centres  MN,  est  égal  à 
2MN.  Il  faut,  par  suite,  voir  dans  quelle  liypotlièsc  la  distance  des  centres 
des  deux  segments  est  un  maximum.  Cette  condition  sera  remplie,  si  les 
points  M et  N s'éloignent  des  côtés  AB  et  AC,  c’est-à-dire  si  les  perpen- 
diculaires MP  et  NQ,  abais-sées  des  centres  M et  N sur  les  cordes  AB  et  AC, 
deviennentaussi  grandes  que  possible.  .Mais  MP  croltavec  AB  et  avec  l’angle 


MAP'^on  a trigonométriquement  MP  — AP  tang  MAP  = ^ tan|MAP^  ; 


on  doit,  iiar  conséquent,  faire  en  sorte  que,  AB  étant  le  plus  grand  côté 
du  triangle  ABC,  l’angle  MAP  soit  aussi  le  plus  grand  possible  ou,  c«  qui 
revient  au  même,  que  l’angle  PMA  = D soit  le  plus  petit  possible. 

On  décrira  do(^  sur  le  plus  grand  côté  AB  du  triangle  ABC  un  segment 
capable  du  plus  petit  angle  D'  du  triangle  D’E'F  et  ensuite,  sur  le  côté 
moyen  AC  du  triangle  ABC,  un  segment  capable  de  l'angle  moyen  E’  du 
triangle  D'E'P’.  On  mènera  par  le  point  A la  sécante  DE  parallèle  à la 
ligne  des  centres  MN,  ut  il  ne  restera  plus  qu’à  joindre  les  pqin^  D et  E 
aux  sommets  B etC,  pour  obtenir  en  F le  troLsième  sommet  du  triangle 
demandé. 


Lieux  géométriques. 


58.  ■ Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  <Poù  Pon  voit  deux  cercles 
donnés  sous  des  angles  égaux  {jfîg.  61  ). 

Soient  les  deux  cercles  C et  C',  et  soit  M un  point  du  lieu.  Si  par  ce 
point  on  mène  deux  tangentes  à chacune  des  circonférences,  les  angles 


Fig.  61. 


AMB  et  .\'MB'  formés  par  ces  tangentes  • 
devront  être  égaux  d’après  l’énoncé.  Il  en 
sera  de  môme  de  leurs  moitiés  détermi- 
nées eu  joignant  le  point  M,  aux  centres  C 
etC'  .Les  triangles  rectangles  A.MC,  A' .MC’, 
seront  donc  semblables  et  donneront 

MC  AC  , . 

r,  = constanto. 


MC'  “ A'C 


La  question  est  donc  ramenée  à cher- 
cher le  lieu  des  points  tels,  que  le  rapport  do  leurs  distances  aux  centres 
fixes  C etc'  reste  constamment  égal  à celui  des  rayons  AC  et  A'C'  : ce 
lieu  est,  comra^nous  le  savons  (Céom.,  91  ),  une  circonférence  de  cercle 
facile  à déterminer. 

.Si  Pnn  demandait,  d’après  cela,  le  point  (Pou  trois  rirconfépences  don- 
nées C,  C',  C',  sont  vues  sous  le  meme  angle,  ce  point  se  trouverait  à 
l’intersection  de  deux  circonférences,  dont  l’une  contiendrait  tous  les 

■7- 


i..- 1 ■*•»- 
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points  d’où  l’on  aperçoit  les  cercles  C et  C'  sous  le  mùme  angle,  et  l’autre 
tous  les  points  remplissant  une  condition  analogue  jxiur  cercles  (’  et  Ç*. 

59.  Trouver  le  lieu  génnwtrique  des  points  tPun  plan  également  éclairés 
par  deux  fipTrs  lumineux  placés  dans  ce  plan,  les  intensités  de  ces 
foyers  étant  représentées  à P Unité  de  distance 
par  les  nombres  a et  b (fig.  &i.) 

Soit  M un  point  du  lieu.  Si  l’on  désigne 
par  i et  P les  quantités  de  lumière  envoyées 
par  les  points  A et  B au  point  M,  nous  aurons, 
d’après  un  principe  connu  et  déjà  rappelé  > ' 
(Jlg.  éJém.,  i99), 

i _ I /■'  _ 

i devant  être  égal  à P,  ces  proportions  auront  mêmes  antécédents,  et  il 
viendra  (dlg.  élém.,  47), 

a AM’  ,,  . . AM  - y/« 

. b BSr  BM  y/J 

Le  lieu  des  points  M est  donc  une  circonférence  de  cercle  ( Géom.,  91  ). 

La  question  suivante  dépend  du  problème  que  nous  venons  de  résou- 
dre : Trouver  dans  le  plan  déterminé  par  trois  points  lumineux  le  point 
également  iklairé  par  chacun  (Peux,  • 

00.  Un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet,  et  ses  côtés  prolon- 
gés coupent  une  circonférence  située  dans  son  plan  : trouver  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  ainsi  déterminées  (Jîg.  03). 

Soit  ACB  rime  des  positions  de  l’angle  droit, 
dont  le  sommet  C est  üxe.  Prenons  le  milieu  M 
de  la  corde  AB  eorres(X)ndante , et  joignons  ce 
point  M au  sommet  C et  au  centre  O de  la 
circonférence.  Le  triangle  AC£  étant  rectangle 
en  C,  la  médiane  CM  y sera  égale  à la  moitié  de 
l'hyqKiténuse  .\B  (Géom.,  108). 

Le  triangle  rectangle  0MB  donnant 

OM’+MB’=  OB’, 
on  pourra  substituer  CM  à -MB,  et  il  viendra 
OM’VcM’=  OB’; 

ce  qui  montre  que  la  somme  des  carrés  des  distances  du  point  M aux  deux 
points  fixes  C et  O est  constante.  Dos  lois  le  lieu  cherché  est  une  circon- 
férence de  cercle  facile  à déterminer  d'après  ce  qui  précède  { Géom.,  108), 
et  dont  lo  centre  est  au  milieu  de  CO. 

Gl.  Trouver  le  lieu  géométriipic  des  points  tels,  que  la  .somme  des  car- 
lés  de  leurs  distances  au  sommet  <P un  jsolygonc  régulier  cP un  nombre 
Fi(j.  pair  de  côtés,  soit  égale  à une  constante 

donnée  {/g.  C^^).  ^ 

Le  polygone  étant  régulier  et  ayant  un 
nombre  pair  de  cètés,  les  lignes  qui  joi- 
gnent deux  sommets  diamétralement  opjx>- 
sés,  passent  par  son  contre.  Soit,  en  sup- 
" + • posant  in  côtés,  A,OA,^,  l'une  de  ces 


Fig.  M. 


Fig.  6a.  ■ 
M 
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Figncs,  et  soit  M un  i>oinl  du  lieu  cherché.  O étant  le  cefttre  du  polygone, 
MO  sera  médiane  du  triangle  A,  .MA„^, , de  sorte  qu'on  pourra  écrire 

A,  M’  + A.^,  -M'  = 2 .MO’  + 2 A,  0’. 

En  considérant  toutes  les  autres  lignes  qui  joigndht  deux  sommets  diamé- 
tralement opposés,  on  obtiendra  « — i autres  équations  analogues.  Si  l’on 
ajoute  membre  à membre  toutes  ces  équations,  et  si  l’on  désigne  par  K’ 
la  somme  donnée,  un  aura 


K’  = 2/1. MO’ + 2/j.A,0’, 

M0  = \/— -A,0’. 

V •xn 


Un  voit  |>ur  là  que,  la  distance  MO  étant  constante,  le  lieu  demandé  est 
une  circonférence  do  cercle  concentrique  au  cercle  inscrit  ou  circonscrit 


au  polygone  proposé.  Il  faut  d'ailleurs  qu’on  ~ > A,0’.  Le  lieu  so 

K’ 

l’on  a K’ = 2//.A, 0’;  il  n’existe  plug  si  — est 
' ' 2 « 
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Axe  radical  et  centre  radical. 

d'où  üon  j}eul  mener 
[fig.  05  ). 

Soient  les  doux  ' circonférences^ 

O',  et  M un  point  du  lieu  : les  tangentes 
M’T  et  MT',  menées  do  co  point  aux  deux 
circonférences  seront  égaies.  Or  on  a 

MT’  " ’ 

MT” 


MO’ -or 


c’est-à-diro 

MO’  - MO”  = or 


Il  en  résultera 


en  désignant  par  R et  R'  les  rayons  des  deux  circonférences.  On  voit  par  là 
que  la  question  est  ramenée  à chercher  le  lieu  des  points  dont  la  différence 
des  carrés  des  distances  aux  centres  0 et  O'  est  égale  à la  quantité  con- 
stante R’  — R”.  Le  lieu  do  cos  points  est  uno  perpendiculaire  (*)  menée  à 
la  ligne  des  centres  00',  en  un  point  A déterminé  do  manière  quô  ^ dis- 

R’  — R'* 

tance  AI  au  milieu  do  00'  soit  égale  à jj — > ou  appelant  0 la  distance 


des  centres  {Géom.,  109  ). 

On  donne  à la  perpendiculaire  MA  le  nom  d’/ire  radical  des  deux  cir- 
conférences considérées. 


' ) L«  lieu  so  eompiisu  ici  it'uiio  icule  perpciiiliciilsire,  siliicc  a dioitc  ri 
>h»ilicu  I , parce  que  tri  étant  > fV  T',  MO  doit  surpasser  ruiistammonl  MlV  . 


a6a 

De 
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on  déduit 


Al  = 


a 


R’-R’ 


aü 


R' -R” 


aD 


Il  sera  farile  de  mnstnrire  la  lonpieur  OA,  et  par  suite  l'axe  radical. 

On  peut  aussi,  si  les  deux  circonférences  proposées  sont  cxiériruret, 
leur  mener  une  tangente  commune.  milieu  de  rette  tangente  commune 
appartient  nécessairement  à Fnxe  radical.  Oa  n’aura  donc  qu’à  abaisser 
de  ce  milieu  une  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  centres. 

Si  les  circonférences  données  sont  tangentes  extérieurement  ou  inté- 
ricurmnent,  on  a 

D = R±R',  d’où  OA  = -^ 75—= — :: 


ilans  ce  cas,  Faxe  radical  n’est  donc  autre  chose  <pte  la  tangente  com- 
mune aux  deux  circonférences. 

Si  les  circonférences  données  sont  sécantes,  les  extrémités  de  la  corde 
commune  MM'  {_fig.  66)  satisfont  identiquement  à la  relation 

MO^-MO^^R'-R’. 

L’axe  radical  se  confond  donc  alors  avec 
la  corde  commune  indéfiniment  prolongée. 

Enfin,  lorsque  les  circonférences  données 
sont  intérieures,  il  faut  avoir  recours  à la 
formule  générale 


Fig.  66. 


OA  = ? 
a 

et  construire  OA. 
Si  l’on  suppose  D = o,  il  vient 

n*  R’ -R'’ 

OA  = = «e  • 


R»- R” 
aD  ’ 


Donc  deux  eireonférences  concentriques  nont  jms  tCaxc  radical. 
Si  les  circonférences  O et  O'  sont  égales,  on  a 


R = R’  et 


OA  = 5 : 
■i 


l'uxc  radical  passe  par  le  milieu  de  la  ligne  des  centres. 

03.  Considérons  trois  cercles  O,  O',  O'  dont  les  centres  ne  soient  |«s  en 
.ligne  droite.  Pronons-les  deux  à deux,  et  désignons  respectixement  par 


Fig.  f>7 


A.  A',  A",  leurs  axes  radicaux  \fig.  67).  I.es 
axes  A et  A'  étant  perpendiculaires  0 deux 
droites  00'  et  O'O"  qui  se  coupent,  se  cou- 
/ peront  eux-mémes.  De  leur  point  d’intersec- 

/ tion  partiront  donc  trois  tangentes  égaies 

.j;  menées  aux  trois  circonférences;  c’est-à-dire 

' ' qiiece  point  d’intersection  appartiendra  à l’axe 

7'  radicalA"de8circonfércncesOetO".LcpoinlÇ, 

commun  aux  troisaxes  radicaux,  .s’ap|*eller<v/;‘ 
r/r  radical  des  trois  circonférences. 
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Il  résulte  de  là  que,  W les  trois  circonférences  proposées  soslt  deux  h 
deux  sécantes,  tes  cordes  communes  se  croisent  en  un^  mênw  point  qui 
est  te  centre  radical  (62).  , v 

On  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  construire  t'axe  ratBcul  de 
deux  circortférenccs  données.  On  n’a,  en  effet,  qu’à  les  couper  par  une 
troisième  circonférence.  Les  cordes  respectivement  communes  à cette  \ 
troisième  circonférence  et  aux  deux  autres  se  couperont  en  un  point  qui 
appartiendra  à l’axe  radical  demandé.  • 

Réciproquement,  si  d’un  point  de  F axe  radical  de  deux  cirtonferences. 
on  leur  mètu:  respectivement  deux  sécantes,  les  quatre  points  rPintersce- 
j-jg  gg  tion  obtenus  appartiendront  à une 

meme  circonférence  (Jîg.  68). 


On  aura 

MB.MC  = MT’, 

MD. ME  = MT”.  . . 

Il  en  résultera 

MB.MC  = MD.ME, 

relation  qui  prouve  la  proposition 
énoncée  (Géoni.,  fl2). 

La  considération  des  axes  radi- 
caux simpliffe  beaucoup  les  pro- 
blèmes sur  les  contacts  : nous  en 
doimeroDS  des  exemples. 


'Application. 

« 

&4.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  circonférences  qui 
coupent  h angle  droit  deux  cireonférences  données  (Jig.  69) 

L’angle  de  deux  courbes  est  l’angle  de  leurs  tangentes  au  point  d’in- 
tersection. Si  cet  angle  est  droit  et  si  les  deux  rourlx>s  sont  des  circon- 

Cérences,  les  rayons  menés  dans 
chacune  d’elles  à un  même  point 
d’intersoction  seront  aussi  à 
angle  droit.  Dans  le  cas  consi- 
déré, les  rayons  OT  et  O'T'  qui 
joignent  les  centres  O et  0'  aux 
|K)ints  d’intersection  des  circon- 
férences données  avec  Func  des 
ci  rconfércnces  cherchées,  seron  t 
donc  tangents  à cette  môme  cir- 
conférence. On  obtiendra  donc 
son  centre  .M  en  menant  les  per- 
pendiculaires TM  et  T'M  aux 
rayons  OT  et  O'T'.  Mais  ces  tangentes  aux  deux  circonférences  0 et  0' 
devant  être  égales  comme  rayons  du  cercle  demandé,  le  contre  àl  de  ce 
cercle  appartiendra  à l’axe  radical  des  circonférences  0 et  0'  : cet  axe 
radical  se  confond  donc  avec  le  lieu  géométrique  demandé.  . 

Il  est  facile  do  voir  que  la  ligne  des  centres  00'  est  à son  tour  un  axe 


Fig.  69. 


Olgitized  by 


a64 


GÉOMÉTIUE. 


radical,  commun  à tous  les  cercles  qui  coupent  urlho^’onaleincMii  les 
cordes  O et  ()'.  En  effet,  les  tangentes  menét'S  du  point  0 à tous  ces 
-cercles  sont  égales  comme  rayons  du  cercle  O;  de  meme,  celles  menées 
du  point  Ü',  sont  égales  comme  rayons  du  cercle  O'.  Par  suite,  les  deux 
points  O et  O'  appartiennent  à tous  les  axes  radicaux  des  cercles  M con- 
sidérés doux  à deux  : 00'  est  donc  bien  un  axe  radical  commun  à tous 
ces  cercles. 

Centres  de  similitude. 


■ 63.  Nous  avons  vu  ( Génm.,  iOl  ) ce  qu'on  entendait  par  centres  de  simi- 
..  litudo  directe  ou  inverse  de  deux  polygones.  Nous  voulons  compléter  ici 

cette  importante  théorie.  , 

Deux  po/rgunes  scmblnbles,  placés  de  manière  à avoir  leurs  côtés  deux 
à deux  parallèles  et  dirigés  dans  le  meme  sens  ou  en  sens  contraire,  ont 
un  centre  de  similitude  directe  ou  inverse  (Jig.  7°  )• 

Soient  les  sommets  homologues  k,a.  B,  6.  Prolongeons  les  droites  An 

■ et  B A jusqu’à  leur  point  de  rencontre  O,  puis  joignons  ce  point  O aux 

. autres  sommets  C,  c,  D,  r/, 

Fifr.  -jo.  ' E,c.  Les  triangles  sembla- 

bles ABO,  «AO,  donnent 
^_0B 
ab  OA 
On  a d'ailleurs 

^ _ BC 
ab~  bc' 

donc 

BC'  OB 
bc  OA 


Mais  les  angles  ABO  et  «AO  étant  égaux  ainsi  que  les  angles  ABC,  «A  , 
les  angles  OBC,  OAc,  seront  nécessairement  égaux.  Par  suite,  les  triangles 
OBC,  OAc,  seront  semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels.  L'angle  BOC  sera  donc  égal  à l'angle  AOc,  c’est-à- 
dire  que  les  points  B,  A,  0,  étant  en  ligne  droite,  il  en  sera  de  même  des 
points  C,  c,  0.  On  continuera  cette  démonstration  de  proche  en  proche, 
et  l’on  en  conclura  que  le  point  O est  un  centre  de  similitude  directe  ou 
inverse  des  deux  polygones. 

On  peut  aussi  considérer  doux  points  homologues  M et  m,  intérieurs 
ou  extérieurs  aux  deux  polygones,  et  prouver  que  la  ligne  M m passe 
également  par  le  centre  de  similitude  0. 

En  effet,  les  |>oints  M et  m étant  homologues,  AM  sera  parallèle  à am, 
l’angle  OA.M  égal  à l'angle  Oam,  et  l’on  aura 

am  «0 


Les  deux  triangles  AüMet«0«<  seront  donc  semblables,  l’angle  AOM  sera 
égal  à l’angle  «0/n,  et  les  trois  points  M,  m,  0,  seront  en  ligne  droite. 

Ainsi,  quand  deux  /xdjgo/ies  semblables  sont  placés  de  manière  à avoir 
un  centre  de  similitiule  (*),  toute  ligne  joignant  deux  /xiints  homologues 


(*)  Pour  al)rogcr,  on  peut  Appeler  ilcux  piircil!-  poljgiitie»  : hotHOlhcti(juet 
‘tords  ou  iiivrrics.  ((^UAüLE!..) 
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rnttiu  /ié.\  comme  un  vuiu/rii  tmj:  deux  pofyfjo/ies,  contient  le  centre  de 
iimilitude. 

(>C.  Lorsque  deux  polygones  sont  placés  de  manière  à avoir  un  centre  de 
similitude  directe  ou  inverse  par  rapjmrt  à un  troisième  /tolygone,  ils  ad- 
mettent par  rapport  à eux- 
memes  un  troisième  centre  de 
similitude  directe  ou  inverse; 
en  d'autres  termes,  deux  /«- 
lygoncs  homothétiques  à un 
troisième  sont  homothétiques 
entre  eux  [fig.  71  ). 

Soient  les  polygones  ABC, 
abc,  homothétiques  au  poly- 
gone afy.  Les  côtés  AB , ab, 
parallèles  au  côté  a, 5,  seront 
parallèles  entre  eux,  et  dirigés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires  suivant  que  leur 
homothétie  par  rapport  au 
polygone  a.pq  sera  ou  non 
de  même  nom.  On  jwurra 
en  dire  autant  des  autres 
côtés  BC , bc,  CA , ca.  Par 
conséquent  (65),  les  deux 
polygones  ABC,  abc,  seront 
homothétiques  directs  ou  in- 
verses, suivant  que  leur  ho- 
mothétic  par  rapport  au  po- 
lygone apv  sera  ou  non  de 
meme  nom. 

' B résulte  dè  celte  dernière 
remarque  que,  parmi  les  trois 
systèmes  formés  en  considé- 
rant deux  à deux  les  pofygones  donnés,  il  y en  aura  toujours  un  nombre 
impair  ( c’est-À-diro  un  ou  trois')  dont  Plusmothétie  sera  directe. 

67.  Ceci  posé,  les  trois-  centres  de  similitude  qui  correspomlent  aux 
systèmes  obtenus,  sont  toujours  en  ligne  droite  (Jig.  71  ). 

Soient  O,  0',  0”,  les  trois  centres  de  similitude.  Désignons  par  X le 
point  qui,  rattaché  au  polygone  abc,  est  l'homologue  du  |X)int  Ü'  rattaché 
au  polygone  apy.  O"  étant  le  centre  de  similitude  des  polygones  abc,  apy, 
le  point  X se  trouvera  nécessairement  sur  la  droite  0*0',  cX  sera  paral- 
lèle à 7 ü'  ou  à CO',  et  l'on  aura  la  proportion  ( 65  ) 

cX  bc 

7O'  ^ 

Le  point  0*  étant  rattaché  au  polygone  ABC,  son  homologue  par  rap|>url 
au  (Kilygone  abc  sc  trouvera  sur  la  droite  00'  et  sur  la  parallèle  cX  à tX>’, 
en  un  point  X,  tel,  qu'on  ait 

rX,  /«■ 

cev  ” w; 
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ï£'  _ rV 
CO'  ~ BC' 

Les  conséquents  des  deux  premières  proportions  considérées  formant  pro- 
portion, il  en  sera  de  même  de  leurs  antécédents,  et  il  viendra 

fX  _ bc 

7\,~  fc' 

• 

Le  point  X,  se  confond  donc  avec  le  point  X,  et  la  droite  O'O'  qui  con- 
tient le  point  X,  avec  la  droite  ÜO'  qui  contient  ce  même  point. 

Quand  la  similitude  est  riircrtr,  le  centre  de  similitude  est  cTtcrne;  il 
est  interne,  quand  la  similitude  est  inverse.  Les  trois  polygones  donnés, 
considérés  deux  à deux,  peuvent  donner  six  centres  de  similitude,  trois 
externes  et  trois  internes.  D'après  ce  qui  précède  (66),  les  trois  systèmes 
qui  correspondent  à une  position  donnée  des  trois  polygones,  admettent 
un  ou  trois  centres  de  similitude  directe.  Par  conséquent,  les  trois  rentres 
lie  similitude  externes  sont  en  ligne  droite;  ou  bien,  deux  centres  internes 
et  le  centre  externe  correspondant  nu  troisième  rentre  interne,  sont  en 
ligne  droite. 


68.  La  théorie  des  centres  de  similitude  simplifie  beaucoup  l'emploi 
do  la  méthoilc  des  figures  semblables  (6).  Reprenons,  pour  le  montrer, 
le  problème  suivant  déjà  résolu  d'une  autre  manière  (7,  i“)  : Inscrire 
Ki(j.  7».  dans  un  triangle  donné  ABC  un  trian- 

gle semblable  à un  autre  triangle  donné 

•Iff  [.fis-  7»). 

Il  s'agit  d'inscrire  dans  le  triangle 
ABC  un  triangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à ceux  du  triangle  def.  On 
tracera  donc,  dans  le  triangle  ABC,  <1 f 
parallèle  à df;  puis  tfe'  eife'  respec- 
tivement parallèles  à r/e  et  à fe.  Le 
triangle  d'f  e'  ainsi  formé  sera  homothétique  au  triangle  cherché  DFE, 
et  le  |)oiiit  A sera  pour  ces  triangles  un  centre  de  similitude  externe  (65). 

On  mènera  donc  la  droite  A e' qui  viendra  couper  le 
côté  BC  au  sommet  E.  Il  ne  restera  plus  qu’à  tracer 
par  ce  sommet  des  parallèles  anx  côt^  ed,  ef. 

69.  On  peut  étendre  facilement  anx  circonférences 
ce  qu'on  vient  de  dire  des  polygones  semblables. 

Deux  rireonfércnces  quelconques  sont  des  figures 
semblables,  et  leur  rapport  de  similitude  est  égal  à 
celui  de  leurs  rayons  (fig.  78). 

Soient  les  circonférences  C et  C'.  Prolongeons  la  ligne 
des  centres  OC',  et  menons  les  rayons  parallèles  CA  et 
C'o.  I.a  ligne  \a  prolongée  coupera  CC'  au  {>oint  O, 
et  nous  aurons 

Ofl  C'rt  , , 

rrr  = Trr  = COnSlantC. 

UA  (..A  • 

Les  deux  circonférences  sont  donc  semblables,  et  leur 
rapport  de  similitude  est  bien  celui  de  leurs  rayons. 
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Los  rayons  parallèles  C'A,  C!a,  étant  dirigés  dans  le  même  sens,  le 
point  O est  un  centre  de  similitude  externe.  Si  l’on  avait  mené  le  rayon  C'n', 
toujours  parallèle  au  rayon  CA,  mais  dirigé  eé  sens  contraire,  on  aurait 
obtenu  le  point  O'  comme  centre  de  similitude  interne. 

On  a d'ailleurs 

o^_c;rt_oç  ov_cv_ox' 

OA  “ CA  “ OC  ” ,0'A  “ CA  ” O'C’ 

d'où 

O'C'  OC' 

O'C  oc' 

Les  deux  centres  de  similitude  O et  O'  dicisent  donc  harmoniquement 
la  distance  des  centres  CC'  (2.^). 

La  démonstration  précédente  prouve  que  deux  figures  à centres  sont  à 
la  fois  homothétiques  directes  et  homothétiques  inverses. 

On  voit  que  les  tangentes  qux  points  homologues  des  deux  circonfé- 
rences considérées  sont  nécessairement  parallèles,  puisqu’elles  sont  per- 
pendiculaires à des  rayons  parallèles. 

Les  tangentes  communes  aux  deux  circonférences  joignant  deux  points 
homologues  de  ces  circonférences,  passent  par  l’un  des  deux  centres  de 
similitude  (65). 

On  déduit  de  là  une  construction  simple  de  la  tangente  commune  à 
deux  circonférences;  car,  le  point  O ou  le  point  O'  ayant  été  déterminé 
comme  précédemment,  il  suffit  de  mener  par  ce  point  une  tangente  a 
l’une  des  circonférences:  elle  sera  nécessairement  tangente  à l’autre  cir- 
conférence. 

Lorsque  les  circonférences  considérées  sont  tangentes  extérieurement, 
leur  point  de  contact  devient  le  centre  de  similitude  interne;  lorsqu’elles 
sont  tangentes  intérieurement,  letir  point  de  contact  devient  le  centre  de 
similitude  externe. 

Lorsque  deux  circonférences  sont  concentriques,  les  centres  de  simi- 
litude se  confondent  avec  le  centre  commun  des  deux  circonférences. 

Lorsque  deux  circonférences  sont  égales,  le  centre  de  similitude 
externe  s’éloigne  à l'infini,  et  le  centre  de  similitude  interne  est  au 
milieu  de  la  ligne  des  centres. 

70.  Trois  circonférences  considérées  deux  à deux  étant  semblables, 
conduisent  à six  centres  de  similitude.  D’après  ce  que  nousavonsdilrela- 
tivefflent  aux  polygones (67),  les  trois  centras  de  similitude  externes  sont 
en  ligne  droite  et  correspondent  à l’axe  de  similitude  externe.  En  consi- 
dérant deux  centres  internes  et  le  centre  exierne  qui  correspond  au 
centre  interne  lais.sé  de  côté,  on  obtient  les  trois  axes  de  similitude 
internes. 

71.  Jiemanpie.  — Tout  ce  qu’on  vient  d’établir  relativement  à l'homo- 
tltétie  des  figures  planes,  s'appliqucsensaucun  c|iangcment  aux  polyèdres 
ou  aux  spltères  homothétiques.  Ainsi,  par  exemple,  les  centres  de  simi- 
littule  externe  et  interne  de  deux  sphères  divisent  harmoniquement  la 
distance  des  centres  de  ces  sphères.  Trois  sphères  présentent  six  centres 
de  similitude,  trois  externes,  trois  internes,  et  quatre  axes,  Pua  de  simi- 
li iude- externe,  les  trois  nutres  de  similitude  interne. 


s 
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Problèmes  sur  les  contacts. 


72.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés  et 
louche  une  droite  donnée  “4  ). 


Fig. 


Supposons  le  problème  résolu . 
Soient  A et  D les  deux  points  donnés, 
KL  la  droite  donnée. 

Si  la  corde  AB  prolongée  coupe  KL, 
et  si  CT  désigne  la  distance  du  point 
d'intersection  C au  point  de  contact 
de  KL  avec  la  circonférence  cherchée, 
un  devra  avoir  ( Géom.,  1 H ) 

Cr=  AC.BC. 


On  déterminera  donc  la  longueur  CT  en  cherchant  une  moyenne  propor- 
tionnelle aux  longueurs  AC  et  DC  ; puis  on  portera  cette  moyenne  pro- 
portionnelle de  part  et  d’autre  du  jioint  C,  en  CT  et  en  CT'.  On  élèvera 
alors  00'  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB,  TO  et  T'O'  perpendicu- 
laires sur  KL.  Les  points  de  rencontre  O et  0'  seront  les  centres  des  deux 
circonférences  qui  satisfont  à l’énoncé. 

Si  AB  était  parallèle  à KL,  il  n'y  aurait  qu'une  solution.  Le  point  de 
contact  T s’obtiendrait  en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB, 
jusqu'à  la  rencontre  de  KL. 

73.  Mener  par  un  point  donné  une  circonféréitcc  qui  touche  deux 

■ Soit  D le  point  donné  ; il  est  nécessaire- 
ment situé  dans  l’un  des  quatre  angles  formés 
par  les  droites  données;  soit  xky  cet  angle. 
Si  l’on  on  trace  la  bissectrice  AM,  on  aura  un 
lieu  du  centre  de  la  circonférence  demandée 
(Gèo/n.,  82).  AM  donnant  la  direction  d'un 
diamètre  de  cette  circonférence,  si  l'on  abaisse 
du  point  D la  perpendiculaire  DP  sur  AM,  et 
si  on  la  prolonge  d’une  longueur  PD'  = DP, 
le  point  D'  appartiendra  aussi  à la  circon- 
férence demandée.  La  question  est  donc  rame- 
née à faire  passer  par  les  deux  points  D et  D' une  circonférence  tangente 
à la  droite  Ajt  ou  A/  (72). 


droites  données  {Jîg.  jh). 
Fig.  75. 


74.  Faire  passer  par  deux  /joints  donnés  une  eirconférenee  qui  touche 
une  circonférence  donnée  (fig.  76). 

Fig.  7G.  Soient  B et  C les  deux  points  donnés  et  0 

la  circonférence  donnée.  Le  problème  n'est 
évidemment  possible  que  si  les  points  B et  C 
sont  ensemble  extérieurs  ou  intérieurs  à la 
circonférence  0.  Ceci  posé,  faisons  passer  par 
les  ()oint8  B et  C une  circonférence  quelcon- 
que qui  coupe  j*n  D et  en  E la  circonférence 
0.  Les  cordes  BC.  et  DE  venant  se  coiqier  en 
M,  ce  |)oint  M sera  le  centre  radical  de  la 
«■irconférencc  O,  de  la  circonférence  sc«’ante 
cl  de  la  circonférence  cherchée  (f>2,  03).  Par 

D-- 
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suite,  cette  circonférence  devant  être  tangente  à la  circonférence  O,  on 
aura  l’axe  radical  fie  ces  deux  circonférences  ou  leur  point  de  contact  A, 
en  menant  par  le  point  M une  tangente  MA  à la  circonférence  Q ( fi2  ). 
question  sera  donc  ramenée  à faire  passer  une  circonférence  par  trois 
|)oints  donnés.  Le  problème  aura  deux  solutions,  puisqu’on  peut  mener 
deux  tangentes  par  le  point  M à la  circonférence  O. 

S’il  arrivait  que  la  corde  BC  fût  (larallèle  à la  corde  DE,  la  question  se 
réduirait  à mener  une  tangente  au  cercle  O,  parallèlement  à la  direc- 
tion BC;  il  y aurait  encore  deux  solutions. 

75.  Var  un  point  donné,  faire  /nttser  une  circonférence  tangente  h 
deux  eirconfércnces  données  (Jig.  77  ).  ' 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  C et  C'  les  circonférences  don- 
nées, A le  point  donné,  et  O la  circonférence  cherchée.  Soient  M et  N les 

points  de  contact  de  la 
77-  . circonférence  O avec 

les  deux  circonférences 
C et  C'.  Les  points  M et 
N seront  les  centres  de 
similitude  internes  des 
circonférences  C et  C' 
par  rapport  à la  circon- 
férence O ( 69  ) . Les , 
trois  centres  do  simi-,^, 
litudo  d’un  système.^, ^ 
'de  trois  circonférences 
étant  en  ligne  droite, 

le  centre  de  similitude  externe  dos  circonférences  C et  C'  se  trouvera 
à la  fois  sur  MN  et  sur  CC'  prolongées  (69,  70).  On  peut  déterminer 
à priori  ce  centre  externe  S ( 69),  et  le  joindre  au  point  A.  La  sécante  SA 
coupe  la  circonférence  O on  un  second  point  B,  et  l'on  a 


SB.SA==SN.SM. 


D’autre  part,  les  lignes  MD,  M'D',  joignant  des  points  homologues  dans 
les  circonférences  C et  C',  sont  parallèles  entre  elles  ; l’angle  DMN  est 
donc  égal  à l’angle  D'M'S.  Mais  le  quadrilatère  ENM'D'  étant  inscrit  dans 
la  circonférence  C’,  l'angle  D'M^S,  supplément  de  l’angle  D'M'N,  est  égal 
à l’angle  NED'.  Dans  le  quadrilatère  HDEN,  les  angles  en  M et  en  E sont 
donc  à leur  tour  supplémentaires,  et  ce  quadrilatère  est  inscriplible. 
On  a,  par  conséqpient, 


c’est-à-dire 


SN.SM  = SE.SD, 
SB.SA  = SE.SD. 


Oh  peut  déduire  SB  de  cette  relation,  et  la  question  est  ramenée  à faire 
passer  une  circonférence  par  deux  points  donnés  A et  B,  de  manière 
qu’elle  touche  l’une  ou  l’autre  des  circonférences  C et  C'  (74  ). 

I^e  problème  qu'on  vient  de  traiter  admet  quatre  solutions,  suivant  que 
les  circonférences  données  sont  ensemble  tangentes  extérieurement  ou 
intérieurement  à la  circonférence  cherchée,  ou  bien,  suivant  que  l’une 
étant  tangente  extérieurement,  l’autre  est  tangente  intérieurement  à la 
même  circonférence. 
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7«.  Pat  un  imint  donne,  faire  passer  une  cireonference  iattgenie  à 
une  droite  et  à une  circonférence  données  {Jîg.  78). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  C la  circonférence  donnée,  LM  la  ' 
droite  donnée,  A le  point  donné  et  0 la  circonférence  demandée.  Cette  circen* 

férence  touche  LM  au  point  T,  et  la  circon- 
férence C au  point  I.  Si  l'on  mène  la  corde 
IT  et  si  on  la  prolonge  jusqu'au  point  D 
où  elle  rencontre  de  nouveau  la  circonfé- 
rence C,  le  point  I étant  un  centre  de 
similitude  des  deux  circonférences  tan- 
gentes (69),  les  cordes  IT  et  ID  seront 
dans  le  rapport  des  rayons  de  ces  deux 
circonférences.  Par  suite,  les  deux  tri- 
angles OIT-,  CID,  seront  semblables  comnie 
avant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Le  rayon  Cl) 
sera  donc  parallèle  au  rayon  OT,  c'est-à-dire  perpendiculaire  sur  LBl,  et 
l’on  pourra  à priori  déterminer  la  position  du  point  D,  en  menant  par  le 
centre  C une  perpendiculaire  sur  la  droite  donnée. 

Joignons  maintenant  DA,  et  cherchons  à déterminer  le  scèond  point  B 
d'intersection  de  cette  droite  avec  la  circonférence  demandée.  On  doit 
avoir 

DB,DA  = DI.DT. 

Les  triangles  DUT,  DIE,  sont  évidemment  semblables  et  donnent 

DL 

DH  “ DT’ 

d’où 

Dl.DT  =c:  DE. DH. 

On  aura  donc 

DB.DA=^DE.DH. 

Cette  relation  fera  connaître  DB,  et  la  question  sera  ramenée  à faire  pas- 
ser par  deux  points  donnés  A et  B une  circonférence  tangente  à une 
droite  donnée  LM  (72).  On  trouvera  donc  deux  solutions  en  supposant 
les  deux  circonférences  tangentes  extérieurement  ; on  en  trouvera  deux 
autres,  en  les  supposant  tangentes  intérieurement.' 

77.  Construire  une  circonférence  tangente  à deux  droites  données  et  à 
une  circonférence  donnée  [Jîg.  79  ). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  XV 
et.XZ  lesdroitesdonnées.  Cia  circonférence 
donnée,  O la  circonférence  cherchée.  La  cir- 
conférence décrite  du  pointOcomme  centre, 
avec  OC  pour  rayon,  sera  concentrique  à la 
circonférence  demandée,  et  tangente  à deux 
droites  X'Y',  X'Z',  parallèlesaux  droites  XV, 
XZ,  et  menées  à une  distance  de  ces  droites 
précisément  égaie  au  rayon  CM  do  la  circon- 
férence donnée.  Quand  on  aura  trouvé  le 
centre  de  la  circonférence  auxiliaire  OC, 
il  suftira  do  diminuer  son  rayon  de  la  lon- 
gueur CM.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à tracer  une  circonférence  passant  par  un 
fioint  donné  C,  tangentiellemenl  à deux  droites  données  X'Y',  X'Z'  (73). 


F*8-  79  • 


Fig.  78. 
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Le  problème  proposé  est  susceptible  de  quatre  solutions,  suivant  qu'on 
considère  la  circonférence  O comme  tangente  extérieurement  ou  intérieu. 
rement  à la  circonférence  donnée. 

78.  Construire  une  circonférrnec  tangente  à une  tlruite  donnée  et  à 
lieux  rireonjérenccs  données  [Jig.  8o). 

Supposons  le  problème  résolu. 
Soient  C et  C'  les  circonférences 
données,  XY  la  droite  donnée,  O la 
circonférence  cherchée. 

Si  l’on  augmente  le  rayon  de  cette 
dernière  circonférence  du  rayon 
C'N,  elle  passera  par  le  point  C'  et 
sera  tangente  à la  circonférence 
CP , CP  étant  égal  à la  différence 
CM  — C'N.  De  plus,  la  circonfé- 
rence auxiliaire  OC' devra  être  tan- 
gente à la  droite  X'Y',  menée  pa- 
rallèlement à la  droite  XY  « à une 
distance  C'N. 

La  question  sera  donc  ramenée  à construire  la  circonférence  OC', 
passant  par  le  point  C'  et  tangente  à la  circonférence  CP  et  à la 
droite  X'Y'  (76^  on  diminuera  ensuite  son  rayon  de  la  longueur  C'N,  et 
l’on  aura  la  circonférence  demandée.  Le  problème  admettra  quatre  solu- 
tions. 

79.  Construire  une  circonférence  tangente  à trois  circonférences  don- 
nées (fig.  8l  ). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  C,  C',  C,  les  circonférences 
donnéee,  O la  circonférence  qberchée.  Nous  emploierons  encore  une  cir- 
conférence auxiliaire.  'Nous  considérerons 
•■'‘6  8'-  la  circonférence  concentrique  à la  circon- 

férence demandée,  qui  a pour  rayon  le 
rayon  de  cette  circonférence  augmenté, 
paratxemple,  du  rayon  CP  de  la  plus  pe- 
tite des  troiscirconférences  données.  Noue 
prendrons 

, , CH  = CM  - C”P,  C'K  = C'N  - CP, 

et  la  question  sera  ramenée  à faire  pas- 
ser une  circonférence  par  le  point  C*,  tan- 
gentiellement  aux  deux  circonférences  fil 
et  C'K  ( 75).  Une  fois  cette  circonférence  auxiliaire,  déterminée,  on  n'aura 
qu’à  diminuer  son  rayon  de  la  longueur  CP. 

Le  problème  qu’on  vient  de  résoudre  admet  huit  solutions,  suivant  les 
positions  relatives  des  troia  circonférences  données  et  de  la  circonférence 
demandée. 

Des  polygones  étoilés. 

80.  Supposons  une  circonférence  divisée  en  « parties  égales  aux 


Fig.  8o. 
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{H)inU  A,  H,  C,  l),  Ë,  Ole.  {Ji^.  82).  Au  lieu  de  joindre  ces  pointe  succes- 
sivement, de  manière  à former  un  polygone  régulier  convexe  de  h côtés, 


Fie-  81 


joignons-les  de  2 en  2,  de  3 en  3, . . . , de  p en  />. 

Siippiisnnx  {fnhoni  iptr  n rt  p snient  premiers 
entre  eux,  et  admettons  qu’on  ait 

arcAE  = arc  AB./». 

Par  convention,  la  circonférence  proposée  est  égale 
à arc  AB.«.  La  circonférence  O et  l’arc  AE  auront 
donc  pour  ptns  petit  commun  multiple 

arc  AB.o./j ; 

c’est-à-dire  qu’on  reviendra  au  point  de  départ,  soit  qu'on  décrive  p fois 
la  circonférence,  soit  qu’on  y porte  successivement  n fois  l’arc  AE.  Mais, 
dans  ce  dernier  cas,  les  cordes  menées  déterminent  un  polygone  régulier 
roncaec  de  n côtés,  qu’on  appelle  /iolygonc  étoile. 

81 . Supposons  maintenant  que  les  nombres  n et  p admettent  un  jdus 
grand  diviseur  commun  q.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  ta  circonfé- 
rence et  de  l’arc  AJ-i  sera 

arc  AB  • ; 

et  l'on  voit  qu’on  reviendra  au  point  de  départ,  après  avoir  décrit  un 
polygone  régulier  concave  étoilé,  qui  n'aura  plus  que  - côtés  et  dont  le 

périmètre  correspondra  à ^ circonférencee.  On  retombera  donc  sur  une  so- 
lution déjà  obtenue,  en  partant  du  polygone  régulier  convexe  de  ^ côtés. 

82.  1! y a,  d'après  cela,  autant  de  polygones  réguliers  d’une  certaine 
esfwce,  tant  convexes  qu'étoHés,  que  d’unités  dans  la  moitié  du  nombre 

qui  exprime  combien  il  existe  de  nombres  entiers 
inférieurs  n n et  premiers  avec  lui. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  n = 10.  Los 
nombres  entiers  1,  3,  7,  9,  sont  les  seuls  infé- 
rieurs à 10  et  premiers  avec  lui.  Donc,  si  l’on 
divise  [Jîg.  83)  une  circonférence  en  10  parties 
égales,  cl  si  l’on  joint  les  points  de  division  de 
I en  I,  de  3 en  .3,  de  7 en  7 ou  de  9 en  9,  on 
ne  reviendra  au  point  de"  départ  qu’après  avoir 
compté  10  fois  le  premier  arc  considéré,  c’est-à- 
dire  qu’on  formera  ainsi  quatre  décagones  régu- 
liers. 

Mais  le  premier  et  le  dernier,  le  second  et  le  troisième,  seront  évidera- 

• circ  Qcirc 

ment  égaux  entre  eux.  En  effet,  les  arcs  — ou  AaB  cl  ^ ou  ASB, 

par  exemple,  forment  une  somme  égale  à la  circonférence  entière  : ils  ont 
mêmes  extrémités  et  leurs  cordes  sont  égales.  Donc,  en  parlant  d’un 
même  point  A,  ces  arcs  seront  AB  et  AK,  c’est-à-dire  qu’ils  auront  tou- 
jours des  cordes  égales  et  seront  seulement  comptés  en  sens  contraires. 
lx>s  jMjlygones  correspondants  seront  donc  bien  égaux,  ce  qui  achève  de 
démontrer  le  théorème.  . 


Fie-  83. 
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Le  raisonnement  employé  est  général.  Si  a,  nombre  entier  inférieur  à n, 
est  premier  avec  /i,  le  nombre  n — n remplira  évidemment  les  mêmes 
conditions.  Par  conséquent,  les  nombres  entiers  inférieurs  à n et  pre- 
miers avec'lui  se  divisent  en  deux  séries  parallèles  dont  les  termes  cor- 
respondants ont  toujours  une  somme  égale  à n. 

11  n’y  a donc  en  réalité  que  deux  décagones  réguliers  ; le  décagone 
ordinaire  et  le  décagone  étoilé  (Jîg.  83)  (*). 

Si  l’on' prend  n = 7,  il  faut  considérer  les  nombres  entiers  i,  a,  3,  4, 
5,  6,  et  l’on  voit  qu'il  existe  trois  heptagones  réguliers,  dont  deux  étoilés, 
obtenus  en  joignant  les  points  de  division  qui  déterminent  l’heptagone 
régulier  convexe,  de  a en  a ou  do  3 en  3. 

11  n’y  a pas  d'hexagone  étoilé. 


83.  On  peut  demander  la  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone 
étoilé. 


Si  on  l’a  formé  en  joignant  de  p en  p les  n points  de  division  primitifs, 
chaque  cété  d’un  angle  intérieur  sous-tendra  un  arc  égal  à />.A0,  en  dé- 
signant par  AB  le  rj""'  de  la  circonférence.  Dès  lors  la  im^sure  de  cet 

angle  sera  égale  à • La  somme  des  n angles  intérieurs  sera 


donc  2/’)-  La  moitié  de  la  circonférence  ou  correspon- 

dant à a angles  droits,  la  somme  demandée  ét/uii'audra à [n  — a/i). a droits. 

La  somme  des  angles  intérieurs  et  extérieurs  étant,  comme  pour  un 
polygone  convexe,  égale  à an  droits,  la  somme  des  angles  extérieurs 
sera  représentée  par 


•xn*’  — ( n — a/j  ) . a'*' 


c’est-à-dire  par  4A>droits. 

Si  l’on  suppose  /?  = 1,  on  retombe  sur  les  théorèmes  connus  relatifs 
aux  polygones  convexes  quelconques  (Géom.,  39). 


Figures  éq^ÜTalentes. 


84.  Partager  un  triangle  en  trois  parties  profxtrtionnelles  à des  nom- 
bres ou  à des  lignes  données,  en  joignant  un  point  pris  dans  son  inté- 
rieur aux  trois  sommets  {fig.  84). 

Soient  ABC  le  triangle>donné,  m,  p,  q les  nom- 
bres qui  représentent  les  lignes  données,  et  O le 
point  cherché.  On  devra  avoir 


Fig.  84. 


AOB 

m 


COA 


BOC 

P <? 

La  constante  sera  égale  à 

AOB  4-  BOC  -1-  COA 


= constante. 


m-trp-éq 


*.  < 


(*)  On  démontre  facilement  que  la  diflérence  des  eâtéa  des  deux  décagones 
est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit.  Par  suite,  le  cAté  du  décagone  éiodé  est 
représenté  algébriquement  par  la  racine  négative  de  l'équation  du  second  degré 
qu'on  obtient,  lorsqu'on  cherche  k diviser  le  rayon  du  cercle  en  moyenne  et 
extrême  raison  (Céom..  130). 

II.  18 
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c’esl-à-dire  à 


ABC 


Il  en  résnltera 


m ->r  P + q 


AOB  ABC  AOB  _ m 

m /n  4-  /J  + q ABC  in  +p-\-  q 


Mais  les  triangles  AOB,  ABC,  ayant  môme  base  AB,  sont  entre  eiix  comme 
leurs  hauteurs  OK,  CD.  On  aura  donc 


OK  _ m 
■ CD  m-\-  P q 

On  construira  facilement  la  distance  OK,  qui  sera  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  longueurs  connues  »«+/.< 4- 7,  m et  CD;  et,  en  menant  à 
cette  distance  une  parallèle  au  côté  AB,  pn  aura  un  lieu  du  point  O. 

En  comparant  les  triangles  BOC  et  ABC,  on  aura  de  même 


P pj  PL  P 

ABC  /«  4- yj  4-  7 AE  m-\-  p + q 

l.a  détermination  de  OL  fera  connaître  un  second  point  géométrique  du 
point  O,  qui  dès  lors  sera  complètement  défini. 

Si  les  trois  parties  du  triangle  doivent  être  éqiüvnlcntes , on  fera 
m — P = q.  Lk  fxiint  O sem  alors  le  point  iPinterscction  des  trois  mé- 
dianes du  triangle  (20,  Rem.  ). 

85.  Partager  un  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite 
parallèle  à une  direction  donnée  (Jig.  85). 

Soient  ABC  et  XV  le  triangle  et  la  direction 
donnés.  Si  l’on  mène  la  médiane  CD,  les  deux 
triangles  ACD.  et  DCB  seront  équivalenLs.  I.a 
question  est  donc  ramenée  à mener  la  parallèle 
EF  è XY,  de  manière  que  le  triangle  EFB  .soit 
équivalent  au  triangle  DCB.  Ces  deux  triangle.s, 
ayant  un  angle  commun,  seront  entre  eux  comme 
les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle 
^[Géom.,  1-17).  On  devra  donc  avoir 

bc.bd  = be.bf. 


Fig.  85. 


Pour  n’avoir  qu’une  inconnue,  menons  par  le  sommet  C la  parallèle  CL 
à XY;  on  aura 

BC  BL 


BE~  BF’ 


d’où 


BE  = 


BF.BC 

BL 


Substituant  dans  la  première  égalité  posée,  et  simplifiant,  il  viendra 


BF’=  BD.BL. 


BF  est  donc  la  moyenne  proportionnelle  des  longueurs  connues  BD  et  BL. 
Le  point  F étant  déterminé,  le  problème  sera  résolu. 
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86.  Partager  un  trapèze  en  deux  parties  dont  les  aires  soient  dans  un 
rapport  donné  par  une  parallèle  aux  bases  (/ig.  86  ). 

V . . ' 

' _ Soient  ABCD  le  trapèze  donné,  et  MN  la  ligne 

Fig.  86.  cherchée.  On  devra  avoir 

^ AMND_^ 

/ \ ' MBCN“v' 

^ «/-  \c  ' 

m/  Si  l’on  prolonge  les  côtés  non  par^lèles  du  tra- 

. pèze  jusqu’à  leur  point  de  rencontre  O,  on  obtien- 

* ' “ dra  trois  triangles  semblables  OBC,  OMN,  OAD. 

Les  aires  de  ces  triangles  seront  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs 
côtés  homologues.  On  pourra  donc  écrire 


Nous  en  déduirons 


c’est-àKÜre 


OAD  - OMN 
AD'  - MN' 


AMND  AD'-MN’ 

MBCN  ~ MN'-BC'  ~ 7' 

On  lire  de  cette  proportion 

r/.AD'-7.MN'  = /j.MN’-/J.BC’, 


V 


MN  étant  déterminée,  on  porte  cette  longueur  sur  la  grande  base  à par- 
tir du  sommet  A,  et,  par  l’extrémité  I obtenue,  on  mène  une  parallèle  au 
côté  AB.  Cette  parallèle  coupe  le  côté  CD  au  point  N.  ^ 

Si  les  deux  parties  du  trapèze  doivent  é\.Te  équivale  mes,  on  fail/>=7y 
et  l’on  trouve  ■ •'/. , p.  • 


/AD'-t-flC' 


Dans  ce  cas,  MN  est  la  moitié  de  la  diagonale  du  carré 'qui  a pour  ^ 
côté  l’hypoténuse  du  triangle  rectangle  constniit  avec  les  deu.x  b|aes 
du  trapèze  donné. 

87.  Partager  un  triangle  en  un  noinbir  quelconque  de  parties  équivn-'  ‘ » l: 
lentes,  par  des  parallèles  à l’un  de  scs  côtés  ( fig.  87  ).  « o. 

Supposons  qu’on  veuille  partageMe  ttianr  ^ 
gle  ABC  en  trois  parties 'équivalent^ 
p.  les  parallèles  demandées  soient.  1®**^  FGv 

Les  triangles  AFG,  ADE,  ABC,  satisfertrtÇ^^lirr 
relation 

(WV/*  \r.  AFG  _ ^ AJ 

I -Z  “ 3 

* Ces  triangles  étant  semblables , on  aura 

18. 
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d’ailleurs  ; 


Are  _ ^ ^ • 

‘AF’  Aü^  ■“  AB’' 

Il  en  résulte 

AF=  _ AD’  AB» 

^ ' I ~ a ~ 3 

Décrivons  sur  AB  comme  diamètre  une  demi-circonférence , et  repor- 
tons sur  la  courbe  les  cordes  AF'  = AF,  AD'  = AD.  Si  nous  projetons  les 
points  F'  et  D';  en  / et  en  H,  sur  le  diamètre  AB,  les  propriétés  connues 
des  triangles  rectangles  permettront  de  poser 

AF'’  AD'’  AB’ 

Si  l’on  compare  les  suites  de  rapports  égaux  ( i ) et  { a ) , il  viendra 
donc  ' 

tl  - ^ ~ 

. I a 3 

points  / et  rf  divisent  donc  AB  en  trois  parties  égales. 

De  là  on  conclut  immédiatement  la  règle  suivante  ; Si  l’on  veut  par- 
tager le  triangle  ABC  en  m parties  équivalentes,  on  divise  l’un  de  ses 
côtés  AB  en  m parties  égales,  et  l’on  décrit  sur  ce  côté  une  demi-circon- 
férence; par  les  points  de  division  obtenus,  on  élève  sur  AB  des  perpen- 
diculaires justju’à  la  rencontre  de  cette  demi-circonférence.  Puis  l’on 
reporte  sur  AB,  en  iwrtant  du  point  A,  les  cordes  déterminées  par  ce  même 
point  et  les  points  do  rencontre  des  perpendiculaires  avec  la  demi-circon- 
férence. Enfin,  par  les  nouveaux  points  ainsi  marqués  sur  AB,  on  trace 

des  parallèles  aü  côté  BC. 

« 

88.  Étant  donné  un  hexagone  régulier,  on  mène  les  diagonales  r/ui 
sotis-tendent  successivement  deux  côtés.  On  demande  quelle  figure  res 
fùagontlles  ilétermincnt  par  leurs  intersectio/is,  et  le  rap/mrt  de  son  aire 
à celle  de  1 hexagone  donné  ( fig.  88.  ) 

“ Soit  l’hexagone  régulier  ABCDEF  ; menons  les  diagonales  AC,  BD,  CE,  etc. 
IjNirs  intei^tions  formeront  on  hexagone  intérieur  w/î/x/n;  il  faut  prou- 
i ^ ‘ fi  ^1“®  hexagone  est  régulier, 

Les  diagonales  AC,  BD,  CE,  etc.,  sont  égales, 
>'1?  ®*'  f*®  l'hexagone  intérieur  est  le' 

« y X ■ d’elles.  En  effet,  considérons  le  côté 

^ mn  par  exemple.  Le  triangle  B/«/r  est  équiangle  , 

, •Jjî’ip  .ey  c-'*"  chacun  de  scs  angles  a pour  mesure  g de  la 

* ^ \ / circonférence  OA  circonscrite  à l’hexagone  pro- 

^ J i.'  posé.  Par  suite,  mn  = Bifi  = B/».  Mais  les  trian- 

■ gles  A m B et  B/>C  sont  égaux  et  isocèles,  fl  en  ré- 

suite  hm  = Am  et  Bn  = «C,  c’est-à-dire  mn  = Les. côtés  de  l'hexa- 
gone mnpqrs  sont  donc  égaux  entre  eux  ; de  plus  chacun  de  ses  angles 
a pour  mesure  la  moitié  des  j ou  i de  la  circonférence  OA  ; cet  hexa- 

D 3 

gone  est  donc  bien  régulier. 


•0 

r 


i-iA*. 
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Deux  hexagones  réguliers  étant  semblables,  on  aura 
mnpqrs  mn^ 


ABCDEF  ~ AB> 


É)n  a d'ailleurs  mn  = ^ • Il  viendra 


par  conséquent 


Fig..  89. 


■ . mnpqrs  _ i 

■ABCbÉP~3' 

« 

89.  Si,  sur  ctuicun  des  trois  côtés  tFun  triangle  rectangle  ABC  comme 
diamètre,  on  décrit  une  demi-ciramférence,  la  somma  des  croissants  ou 
LO'tJLBS  AmB/>A,  AnCqK,  sera  éqiuvalente  à 
Faire  du  triangle  ABC  (^g.  89).  -,4 

En  effet,  puisqu’on  a BC’—  AB’ 4- AC’,  on  a • 
aussi 

irBC’  TT  AB’  wAC’ 

c’est-à-dire  que  le  demi-cercle  décrit  sur  l’hypo- 
ténuse du  triangle  est  feal  à la  somme  des  demi-cercles  décrits  sur  les 
côtés  de  l’angle  droit.  Si*  l’on  enlève  de  part  et  d'autre  les  parties  com-  , 
rounes  A/>B,  AyC,  il  reste  le  triangle  rectangle  équivalent  à la  somme.  • 
des  deux  lunules.  , 

’ 90.  Étant  donné  un  cercle , lui  mener  un  cercle  tangent  intérieure-^''  ' 
ment  et  qui  divise  sa  surface  en  dette  parties  proportionnelles  à des  lignes^  ■ 
donrtées  p et  q [Jig.  go).  . *•  . 

Fig.  90.  Si  R et  X représentent  les  rayons  du  cercle  donné  et'* 
du  cercle  cherché,  un  devra  avoir  * 


c’est-à-dire 


îtR’-kx' 


_/> 
•’-'ÿ’ 


fl  =-£- 


K*  p+q 

La  question  est  donc  ramenée  à construire  un  carré  qui  suit  à un  carré 
donné  dans  un  rapport  donné  (Cc’o/n.,  151). 

Si  les  deux  parties  devaient  être  équivalentes,  on  aurait  ~ 

x’  I Ri/â 

Rï-i’ 

X serait  alors  l'apothème  du  carré  inscrit  dans  le  cercle  proposé. 

Si  le  cercle  cherché  devait  être  une  moyenne  proportionnelle  entre  le 
cercle  donné  et  leur  différence,  c’est-à-dire  s’il  devait  le  diviser  en  moyenne 
et  extrême  raison,  il  faudrait  écrire 

irR’  irx’  J.  ’ R’ 

nx’  ttR’  — Jrx’  x’  R’ — x’ 

on  arrive,  par  suite,  à l’équation  bi-carrée 

x‘4-  R’x’-R*  = o, 


— I ■ 


• v's 
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Si  r’ctail,  au  contraire,  I»  différence  des  deux  cercles  qui  dit  être 
moyenne  pmftortionnellc,  on  aurait  • , 

rR»  ' TrR»-ux»  , R’  R>-j:>' 

• JT  R’  — ■nx’ 

On  en  déduit 
ou 

puisque  Rx  est  une  quantité  nécessairement  positive.  Do  l'équation 
x’-p-Rx  — R’  = o, 

-r  + v'Tîv 


d'où 

7TX‘ 

R’x’  = (R’-x 
Rx  = R’-x» 


R’-x» 

.1  \i  • 


on  Ure 


Dans  ce  cas , x est  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  cercle 
donné  (Géom.,  i29). 

91.  Partager  la  surface  d’un  cercle  en  m parties  dÿuivalcntes  (Jtg.  91). 
On  n'aura  qu'à  partager  le  diamètre  AB  en  m parties  égales  ; puis  sur 
chaque  division,  à partir  de  A,  on  décrira  des  demi-circonférences  au-dessus 
de  AB  et,  à partir  de  B,  au-dessous  jàB  AB. 
Les  surfaces  compriles  entre  deux  lignes  con- 
sécutives telles  que  kmatn'B,  knbn'B,  seront 
équivalentes  entre  elles  et  à la  wj'"'  partie  du 
cercle  donné.  »<■ 

En  effet,  l'aire  qui  correspon3  & la  k"""  divi- 
sion du  diamètre,  par  exemple,  est  : au-dessus 
de  ce  diamètre 


Hc-  9'. 


I JT  , 

f . ABN 

i’  I ÎT  1 

[il 

â’  4 * 

) 5-4  1 

jtAB>  , , . 


En  faisant  là'Rommo  des  deux  expressions,  on  obtient  pour  l'expression 
" de  cette  aire 

■ . I JT  AB’ 

» — • — 7— 

. m 4 

R est  facile,de  voir  que  chacune  des  lignes  kmam'B,  knhn'B,  est  égale 
à Is  demi-circonférence  proposée.  On  a,  en  effet, 'en  considérant  encore 
la  k^  division  : pour  la  demi-circonférence  au-dessus  du  diamètre  AB, 

I , AB 

— TZ  ’ K . 

a m 

et,  pour  la  demi-circonférence  correspondante  au-dessous  de  ce  dia- 
mètre, 

1 ...  AB 

- JT  (m  — A]  — 1 

fl  ' ' »»* 


c'est-à-dire  en  somme 


-•  itAB. 
1 
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CHAPITRE  IV. 

EXERCICES  ET  QUESTIONS  DIVERSES. 

(cÉOlIfiTIUI  DASS  l’eSFACI.) 


Problèmes  divers. 


9â . Toute  droite  également  inclinée  sur  trois  droites  qui  passent  par  son 
pied  dans  un  plan  est  perpendicuiaire  h ce  pian  ga  ). 

p.  Soit  la  droite  AB  également  inclinée  sur  les 

J 9»-  droites  BC,  BD,  BE,  qui  passent  par  son  pied 

dans  le  plan  P.  Prenons  les  trois  longueurs 
égales  BC  = BD  = BE,  et  joignons  les  extré- 
mités C,  D,  E,  à un  (wint  A pris  sur  la  droite 
AB.  Les  trois  triangles  ABC,  ABD,  ABE,  se- 
ront égaux  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  deiix  cétés  ^ux  chacun  à cha- 
cun. Les  trois  droites  AC,  AD,  AE,  seront 
donc  trois  obliques  égales,  et  leurs  pieds 
C,  D,  E,  devront  être  à égale  distance  du  pied  de  la  perjicndiculaire 
abaissée  du  point  de  coucdfrs  k sur  le  plan  P (Géom.,  162).  Le  point  B 
étant  le  centre  du  cercle  (^i  p^c  par  les  trois  points  C,  D,  E,  est  pré- 
cisément le  pied  de  cett0.i&r^diculaire,  qui  dès  lors  se  confond  avec 
la  droite  AB.  * 

■ ^ • X- 

93.  Trouver  le  lieu  géométrique  ■rite  pietU  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  toutes  les  droites  rt un  planjpd  concourent  en  un  /xnnt  donné,  par 
un  jMint  extérieur  à ce  plan  (jig.  g3). 

Soient  le  plan  P,  le  point  A dans  ce  plan,  le 
point  C hors  de  ce  plan.  Abaissons  CB  perjien- 
diculaiCe  sur  le  plan  P et  joignons  AB.  CB  étant 
perpendiculaire  sur  AB,  le  point  B appartien- 
dra au  lieu.  Menons  par  le  point  A,  dans  le  plan 
P,  une  droite  quelconque  AD,  et  abai.ssons  dans 
le  plan  A(]D  la  perpendiculaire  CD  sur’»AD«Si 
nous  joignons  BD,  cette  droite,  d'après  îd, théo- 
rème des  trois  perpendiculaires,  perpendi- 
culaire sur  AD.  L’angle  ADB  étant  droit,  le  point 
D qui  est  un  point  quelcomiue  du  lieu,  se  trou-  ^ 
vera  sur  la  circonférence  décrite  dans  le  plan  P sur  AB  comme  diamè 
Ire.  Il  est  évident  d’ailleurs  que  tout  poiht  de  cette  circonférence  appar' 
tient  au  lieu  ; le  Keu  demandé  est  donc  la  circonférence  AB. 

91.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  (fun  plan  dont  la 


Fie-  93. 
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somme  îles  carrés  des  distances  à deux  points  donnés  hors  du  plan,  est 
constante  et  égale  à tn'  (fig.  94). 

Soient  le  plan  P et  les  deux  points  A et  B.  Je 
projette  AB  sur  le  plan  P en  ab,  et  je  suppose 
que  le  point  C du  plan  P appartienne  au  lieu  cher- 
ché. Les  deux  triangles  rectangles  AaC,  B6C, 
donneront 

AC’  = A«’-|-rtC>,  BC’  = B6’-i-éC*, 
d'où,  par  addition, 

AC’  + BC’  = A/P  4-  Bi’  -+-  aC’  -t-  éC’. 


AC’^-BC’  peut  être  remplacée  parla  constante  m’,  la  somme Aa’  + BA’ 
est  aussi  une  quantité  constante.  Les  points  du  lieu  doivent  donc  être  ceux 
du  plan  P,  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  deux  points  fixes 
a et  b est  égale  à la  constante 


wP-(An’-f-Bé’). 

Par  suite,  le  lieu  demandé  est  Une  circonférence  de  cercle,  dont  le  centre 
est  au  milieu  d de  ab  et  qui  a pour  rayon 


^08). 

On  peut  simplifier  cette  expression,  en  remarquant  que 
' An' -i-ad^  — \d^ 

et  que 

Bb'  + bd'=:lid'. 


Le  rayon  sera  alors  représenté  par 

m'  — Ad'—bd\ 

t.a 

95.  Tmiircr  le  lieu  géoinétrii/iic  des  points  de  Cespnee  dont  la  différence 
des  carrés  des  distances  à deux  /joints  donnés  est  une  i/iiantité  constante 

K fin-  95). 

Soient  A et  B les  deux  points  donnés.  Menons 
par  la  droite  AB  un  plan  quelconque,  et  détermi- 
nons dans  ce  plan  les  droites  CL  et  C'L'  qui, 
lierpendiculaires  à AB,  constituent  le  lieu  géomé- 
trique des  points  de  ce  plan  dont  la  différence 
des  carrés  des  distances  aux  points  A et  B est 
égale  à la  constante  donnée  {Ùéom.,  109).  Fai- 
sons alors  tourner  le  plan  considéré  autour  de 
la  droite  AB,  de  manière  à le  ramener  à sa  première  position  après  une 
révolution  entière.  Le  lieu  géométrique  demandé  résultera  de  la  réunion 
des  surfaces  engenrirées  dans  ce  mouvement  par  les  deux  droites  CL, 
C'L'.  Ce  lieu  sera  donc  composé  de  deux  plans  menés  perpendiculaire- 
ment à la  droite  AB  par  les  points  L et  L'. 

On  trouvera  de  même  le  Heu  géométrique  des  /joints  de  Fcs/jacc  dont 
la  somme  des  carrés  des  distances  à deux  /joints  donnés,  A rt  B est  une 
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quantité  constante.  En  résolvant  d’abord  le  problème  par  r<ipporl  à un 
plan  quelconque  passant  par  la  droite  que  déterminent  les  deux  points 
fixes  A et  B,  on  obtiendra  [Géom.,  108)  une  circonférence  de  cercle  dont 
le  centre  sera  au  milieu  de  AB  et,  si  on  la  fait  tourner  autour  de  son 
diamètre,  la  surface  sphérique  engendrée  représentera  le  lieu  cherché. 


96.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  milieu  iFune  ligne 
droite  MP  de  longueur  donnée,  dont  les  extrémités  s'appuient  constam- 
ment sur  deux  droites  rtTtangulaires  AB 
9®-  et  CD,  non  situées  dans  un  même  plan 

(/g’-96)- 

Soit  EF  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites  AB,  CD  (Géom.,  185).  Par  son 
milieu  O,  je  trace  OG  parallèle  à AB,  OH 
parallèle  à CD;  l’angle  GOH  sera  droit.  Le 
plan  de  cet  angle  rencontre  la  droite  MP  dans 
sa  position  actuelle  en  un  point  I.  Projetons 
les  extrémités  M et  P en  m et  en  p sur  le  plan 
GOH.  Les  triangles  rectangles  M/nl,  P/>1,  se- 

EF 

ront  égaux,  puisqu’on  a M/n  = P/>=-^et 

que  les  angles  en  M et  en  P sont  altemes-intemes.  Par  suite,  le  point  I 
sera  à la  fois  le  milieu  de  MP  et  le  milieu  do  sa  projection  mpsur  le  plan 
GOH.  De  plus,  cette' projection  mp  a une  longueur  constante.  En  effet,  le 

MP 

triangle 'rectangle  M//1I  ayant  toujours  une  hypoténuse  égale  à — et  un 


El- 


côté  do  l’angle  droit  égal  à l’autre  côté  do  l’angle  droit  ^ est  aussi 

constant.  Le  problème  est  ainsi  ramené  à chercher  le  lieu  décrit  par  le 
milieu  1 de  la  dfoite/n^,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à décrire  les 
côtés  de  l’angle  droit  GOH,  lieu  qui  est  une  circonférence  de  cercle  dont 
le  centre  est  au  sommet  O,  car  01  dans  le  triangle  rectangle  mOp  est 
toujours  la  moitié  de  l’hypoténuse  mp. 


* ' 


97.  Une  droite  se  mouvant  parallèlement  à un  plan  donné,  en  s'ap- 
puyant sur-deux  droites  données  non  situées  dans  un  meme  plan,  trouver 
le  lieq  tics  points  qui  divisent  la  droite  mobile 

dans  un  rapport  tlunné^  {J’S-  9“)‘ 

B > 'I 

~ Soient  AB  cl  CD  les  deux  droites  données. 
Menons  AE  parallèle  à CD,  et  coupons  le  système 
obtenu  par  un  plan  parallèle  au  plan  directeur 
g donné.  Ce  plan  coupera  le  plan  des  deux  paral- 
lèles  CD  et  AE  suivant  MN,  et  le  plan  des  droites 
AB  et  .\E  suivant  NP  : la  droite  MP  représentera 
alors  une  position  quelconque  de  la  droite  mobile. 

Divisons  MP  au  point  X dans  le  rapport  ^ Si  l’on 

trace  XV'  parallèle  à MN,  le  point  Y divisera  NP  dans  le  même  rapport.  Le 
lieu  du  point  Y sera  la  droite  AY,  et  le  point  X so  trouvera  dans  le  plan 
conduit  suivant  cette  droite  parallèlement  à MN.  Mais  le  point  X appar- 
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ticnl  aussi  à un  plan  parallèle  aux  droites  AB  cl  CD,  car  on  peut  supposer 
suivant  CD  un  plan  parallèle  à ÂB,  suivant  AB  le  plan  ABE  parallèle  à CD, 
et  l'on  sait  que  trois  plans  i>arallèles  divisent  en  parties  proportionnelles 
toutes  les  droites  interceptées  par  les  deux  plans  extrêmes.  Il  en  résulte 
que  le  lieu  des  points  X,  intersection  des  deux  plans  indiqués,  est  une 
ligne  droite  parallèle  au  plan  déterminé  par  les  directions  AB  et  CD. 

( 

98.  On  déduit  immédiatement  de  ce  qui  précède  le  théorème  suivant  ; 
Si  r on  ftivisc  respectivement  tes  côtés  op/sosés  <P un  qundrilutère  gauche 

dans  des  rapports  donnés  - ) — , i tes  droites  qui  joignent  tes  points  de 

division  des  côtés  opposés  se  croisent  en  un  point  qui  divise  chacune 
tPcties  dans  te  mpfjort  des  segments  des  côtés  qu'cites  ne  rencontrent 
pas  {fig.  q,%). 

PM  divise  AB  et  CD  dans  le  rapport  Ces  droites  s'appuyant  sur  AD 

et  BC  et  étant  parallèles  à un  certain  plan  que  leurs  directions  déter- 
minent, MP  sera  parallèle  au  plan  déterminé 
par  les  directions  AD  et  BC,  et  représentera 
le  lieu  des  points  qui  partagent  les  droites 
glissant  sur  AD  et  BC  parallèlement  au  plan 
qui  correspond  aux  diiaclions  AB  et  CD,  dans 

le  rapport^  (97).  Mais'  NB,  qui  divise  les 
cétés  AD  et  BC  dans  le  même  rapport  ^ 

q 

( c'est-à-dire  qui  est  parallèle  au  plan  déterminé  par  AB  et  CD  ),  est  néces- 
sairement  l’une  de  ces  droites  : elle  coupe  donc  MP  en  un  |K)int  O.  De 
plus,  trois  plans  parallèles  coupant  deux  droites  quclcgnques  en  parties 
proportionnelles,  on  a la  fois 

rw 

NA  “ OP  PB  ~ or’ 


Kig.  98. 


99.  Réciproquement,  si  par  les  points  N rt  R qui  divisent  les  côtés 
opposés  AD  et  BC  fP un  quadrilatère  gauche  ABCD  en  segments  profmr- 
tionncls,  on  fait  passer  un  plan,  ce  plud  rou/icra  aussi  tes  deux  autres 
côtés  .\B  et  CD  en  segments  profsortionncls  [fig.  gg  ' 


F‘C-  99- 


Supposons  que  le  plan  conduit  suivaiU  NR 
coupe  les  côtés  AB  et  CD  en  P et  en  M.  Ad- 
mettons que  la  projection  du  quadrilatère 
gauche  ABCD  sur  le  plan  NMRP,  soit  repré- 
sentée par  le  quadrilatère  nbed.  Les  côtés  ôrf, 
de,  ch,  ha,  passeront  respectivement  par  les 
points  N,  M,  R,  P,  du  plan  N.MRP.  Ceci  posé, 
les  triangles  rectangles  semblables  MD>lr  MCc 
donneront  " 

DM  _ IW 

cM  Ce 

De  même,  les  triangles  semblables  P An,  PBA, 


Digitized  by 


GÉOMÉTRIE. 


u83 


donneront 


AP 

Art 

BP  " 

Tb 

.Mais,  en  comparant  les  triangles  rectangles  NAo  et  NDf/,  RBé  et 

on  peut  aussi  écrire 

.AN  An 

BR 

Bô 

DN  ~ D^/’ 

cr"" 

r.c  . 

On  a,  par  hypothèse. 

.AN 

BR 

DN  “ 

cr' 

il  viendra  donc 

A a hb 

Art 

D// 

• 

ï)d~Cc 

BÎ 

“Ce’ 

et  l’on  en  conclura 

•AP 

DM 

« 

BP“ 

cm‘ 

Fig.  100. 


tOO.  Coujtcr  un  nihc  pfir  un  plan  de  manière  qiu-  ta  sert  ion  soit  un  . 
hexagone  régulier  (/îg.  loo). 

Si  on  laisse  de  côté  deux  sommets  opposes  du  cube,  D et  F par  exemple, 
on  obtient  un  hexagone  gauche  tel  que  ABCOHKA.  Tout  plan  qui  rencon- 
trera les  six  côtés  do  cet  hexagone  gauche,  coupera  donc  le  cube  proposé 
suivant  un  hexagone,  .le  dis  maintenant  que  tes  milieux  I,  K,  L,  M,  N,  P, 
des  côtés  de  l’hexagone  gauche  forment  l'hexagone  demandé. 

Ces  milieux  sont  d'abord  dans  un  même  plan.  En  efffet,  soit  0 le  milieu 
do  la  diagonale  DF  qui  joint  les  sommets  laissés  de  côté  dans  le  cube 
proposé.  Joignons  le  sommet  P de  la  figure 
IKLMNP  aux  extrémités  D et  F.  Los  deux 
triangles  rectangles  PHD,  PKF,  seront  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à chacun.  On  aura 
donc  PD  = PF.  Le  triangle  DPF  étant  isocèle, 
la  droite  PO  sera  sa  hauteur.  On  prouvera  do 
même  que  toutes  les  droites  qui  joignent  les 
autres  sommets  de  la  figure  IKLMNP  au  mi- 
lieu 0 de  la  diagonale  DF,  sont  perpendicu- 
laires à cette  diagonale.  La  figure  IKLMNP  est 
donc  plane,  et  les  rayons  OP,  OL,  qui  sont 
, dans  un  môme  plan  BC.EIl,  sont  en  prolon- 
gement l’un  de  l’autre,  comme  les  rayons  ON  et  OK,  OM  et  01. 

Je  dis  maintenant  que  la  figure  IKLMNT  est  un  hexagone  régulier.  C.ar 
le  triangle  OPN  est  un  triangle  équilatéral,  puisque  PN,  OP,  ON,  sont  res- 
pectivement les  moitiés  des  diagonales  des  carrés  égaux  F.FüH,  ABFE, 
BCGF:  on  le  voit  immédiatement  pour  PN,  et  OP  et  ON  sont  moitiés  do 
PL  et  de  NK,  le  point  0 étant  le  centre  du  cube.  Les  six  triangles  qui 
composent  l’hexagone  IKLMNP  étant  équilatéraux  et  égaux,  cette  figure 
est  bien  un  hexagone  régulier  perpendiculaire. à la  diagonale  DF  on  son 
milieu. 

Le  cube  ayant  quatre  diagonales,  le  problème  admet  quatre  solutions. 
Les  quatre  plans  sécants  se  croisent  en  son  contre. 


Digilized  by  Google  | 


a84  . GÉOMÉTRIE. 


Questions  sur  les  angles  trièdres  et  les  tétraèdres. 

101.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  de  Cespaec  égale- 
ment distants  de  deux  plans  qui  se  eoupent  [Jig.  loi  ). 

Soient  MAB,  NAB,  deux  plans  dont  l'intersection 
est  AB;  soit  O un  point  du  lieu.  Abaissons  de  ce 
point  sur  les  deux  plans  les  perpendiculaires  OC 
et  OD,  elles  détermineront  un  plan  perpendiculaire 
à l'aréte  AB  au  point  1.  I.æs  deux  triangles  rec- 
tangles OCl,  ODl,  seront  égaux  comme  ayant  l’hypo- 
ténuse 01  commune  et  un  côté  de  l’angle  droit  égal 
(OC  = OD).  Par  suite,  il  en  sera  de  même  des  angles 
CIO  et  DIO.  Si  l’on  mène  par  la  droite  10  et  l'arête 
AB  un  plan  PAB,  ce  plan  partagera  l’angle  dièdre 
MABN  en  deux  parties  égales,  puisque  les  angles 
plans  CIO,  DIO  mesureront  respectivement  les  dièdres 
MABP,  P.\BN.  Le  lieu  cherché  se  confond  donc  avec  le  pLin  bisseeteur 
de  l’angle  dièdre  proposé. 

11  résulte  de  là  que  le  lieu  géométrique  des  points  également  distants 
lies  trois  faces  d’un  angle  trièdre  est  une  droite  passant  par  son  sommet 
et  intersection  commune  des  trois  plans  bissecteurs  des  dièdres  de  ce 
trièdre. 

11  est  facile  de  voir  que,  si  l’on  considère  les  faces  de  l’angle  dièdre  ou 
de  l'angle  trièdre  donné  comme  indéfiniment  prolongées,  le  lieu  se  com- 
pose de  deux  plans  distincts  perpendiculaires  entre  eux  dans  le  cas  de 
l’angle  dièdre,  de  quatre  droites  distinctes  passant  par  le  sommet  dans  le 
cas  de  l’angle  trièdre. 

Tout  triangle  sphérique  correspondant  à un  angle  trièdre  dont  le  som- 
met est  au  centre  de  la  sphère,  les  bissectrices  des  angles  du  triangle 
sphérique  sont  les  arcs  de  grand  cercle  déterminés  sur  la  sjdière  par  les 
plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  du  trièdre.  On  peut  donc  dire,  en 
remarquant  de  nouveau  que  les  propriétés  des  triangles  plans,  des  angles 
trièdres  et  des  triangles  sphériques,  sont  identiques  [Géom.,  3(>6),  que 
les  bissectrices  des  trois  angles  d’un  triangle  sphérique  se  croisent  en  tin 
même  point. 


Fig.  loi. 
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Fig.  101. 


102.  Trouver  le  lieu  géométrique  îles  jioints  de  l’espace  également  dis- 
tants des  côtés  d’un  angle  donné  B.\C  {fig.  loa). 

Soit  O un  point  du  lieu.  J'abaisse  de  ce  point  OM 
perpendiculaire  sur  le  plan  BAC.  Du  pied  M de 
cette  perpendiculaire,  je  trace  sur  les  côtés  de  l'angle 
donné  les  perpendiculaires  MP,  MQ;  puis  je  joins  OP 
et  OQ.  Les  droites  OP  et  OQ,  représentant  les  dis- 
tances du  point  0 aux  côtés  AB  et  AC  {Géom.,  1&4), 
sont  égales  par  hypothèse.  Les  triangles  rectangles 
OMP,  OMQ  seront  donc  aussi  égaux,  et  l’on  aura 
MP»=  MO,  c’est-à-dire  que  le  point  M appartiendra 
à la  bissectrice  do  l’angle  BAC.  Les  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  du  lieu  sur  le  plan  BAC,  ayant  leurs  pieds 
sur  la  bisseftrice  AM,  le  lieu  demandé  est  le  plan  conduit  perpendiculai- 
rement au  plan  B.VC  par  cette  même  bissectrice. 

Si  l’on  regarde  les  cotés  de  l’angle  B.AC  comme  indéfiniment  prolongés,  le 
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lieu  se  compose  de  deux  plans  distincts  menés  par  les  bissectrices  des 
angles  supplémentaires  formés  par  ces  côtés.  Ces  pians  sont  perpendi- 
culaires entre  eux,  car  leur  angle  dièdre  est  précisément  mesuré  par 
l’angle  des  bissectrices  des  deux  angles  supplémentaires. 

Le  problème  qu’on  vient  de  résoudre  prouve  que  le  lieu  géométrique 
ries  points  également  ilistnnts  tics  arêtes  d'un  angle  trièrlrc  est  formé 
d'une  ou  de  quatre  droites  passant  par  son  sommet,  suivant  rpt'on  sup- 
jx)sc  les  arêtes  de  l'angle  trièdre  non  péolongées  ou  prolongées  au  delà 
du  sommet. 

i03.  I.es  plans  menés  pcrpemliculai  rement  aux  faces  d'un  angle  trièdre 
par  les  arêtes  opposées , se  croisent  suivant  une  même  droite  \fig.  lo3). 

Soit  l'angle  trièdre  SABC.  Je  mène  par  l’a- 
Fig-  'oJ-  réte  SA  le  plan  AS«,  perpendiculaire  sur  la 

face  BSC  et,  par  l’arête  SB,  le  plan  BSô  per- 
pendiculaire sur  la  face  .ASC.  Par  un  point 
quelconque  C de  la  troisième  arête , j’abaisse 
CB  perpendiculaire  sur  Sn,  C.A  perpendicu- 
laire sur  SA,  et  je  joins  les  points  A et  B.  La 
droite  CJ)  étant,  dans  le  plan  BSC,  perpendi- 
culaire sur  l’intersection  Sn  de  ce  même  plan 
et  du  plan  ASn,  qui  lui  est  perpendiculaire, 
sera  perpendiculaire  au  plan  ASrr  (OVi/n.,  1 83), 
et  par  suite  à ka.  On  prouvera  de  la  mémo 
manière  que  CA  est  perpendiculaire  sur  BA. 
An  et  B A sont  donc  deux  hauteurs  du  triangle 
ABC,  et  leur  point  d’intersection  O appartient  à la  troisième  hauteur  Ce  dece 
triangle.  Le  plan  ABC  étant  à la  fois  perpendiculaire  aux  plans  ASn,  BSA, 
comme  contenant  deux  droites  perpendiculaires  à ces  plans  ( Géom.,  182), 
est  aussi  perpendiculaire  à leur  intersection  SO.  Dès  lors,  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires,  AB,  perpendiculaire  à Ce,  l’est  aussi 
à Sc,  c’est-à-dire  au  plan  CSc  de  ces  deux  droites.  Ce  plan  est  donc  le 
troisième  plan  mené  perpendiculairement  par  l’arête  SC  sur  la  face  ASB, 
et  le  théorème  énoncé  est  démontré. 

En  SC  reportant  à la  remarque  du  n°101,  ce  théorème  prouve  que  les 
trois  hauteurs  d’un  triangle  sphérique  se  coupent  en  un  même  point. 

iOA.  Les  plans  menés  par  les  arêtes  tPun  angle  trièdre  et  les  bissec- 
trices des  faces  opposées,  se  croisent  suivant  une  même  droite  {fig.  io4  ). 

Je  prends  sur  les  arêtes  de  l’angle  trièdre 
Fig.  104.  trois  longueurs  égales,  SA  = SB  = SC,  de 

manière  à former  les  triangles  isocèles  S.AB, 
SAC,  SBC.  Les  bissectrices  des  angles  au  som- 
met de  ces  triangles  isocèles  passeront  par 
les  milieux  des  bases  de  ces  mêmes  triangles, 
c'est-à-dire  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  ABC.  Les  médianes  AD,  BE,  CF, 
de  ce  triangle,  se  coupant  en  un  même 
point  O (20),  les  trois  plans  ASD,  BSE, 
CSF,  80  couperont  suivant  la  même  droite  Sü. 

Il  résulte  du  théorème  qu’on  vient  de  dé- 
montrer, que  les  trois  médianes  d'un  triangle 
sphérique  se  coupent  en  un  même  jmint. 
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<05.  Les  trois  faces  iFun  angle  trièdre  SADC  étant  données,  trouver 
ses  trois  angles  dièdres  {fig.  lo5). 

Soit  ASB  l’uno  des  faces  données,  la  plus  grande  si  l'on  veut.  Rabat- 
tons dans  son  plan  les  deux  autres  faces  ASC,  BSC,  en  les  faisant  tourner 

autour  des  arêtes  SA  et  SB, 
de  manière  à les  amener  en 
ASc  et  BSc'.  Prenons  sur  Sc 
et  sur  Sr'  deux  points  del  d' 
tels  qu’on  ail  Sd  = Sd'. 
- Abaissons  du  point  d la  per- 
peiKÜculairc  dinn  sur  l’arète 
SA  et,  du  point  d\  la  perpen- 
diculaire d' m' n'  sur  l’arète 
SB  : ces  perpendiculaires  se 
couperont  en  un  point  O 
( Géom.,  197).  Si  l'on  ramène 
les  faces  ASc,  BSc',  dans  leur 
première  position,  de  manière 
à reproduire  l’angle  trièdre 
en  réunissant  Sc  et  Sc'  suivant  SC,  les  points  d et  d' décriront,  autour 
des  centres  m cl  /«',  des  circonférences  de  cercle  dont  les  plans  seront 
respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  SA,  SB,  et  viendront  se  réunir 
en  un  même  point  I)  de  l’arêle  SC,  qui  aura  le  point  O pour  projection  sur 
le  plan  de  la  face  ASB  ( Géom.,  184).  A ce  moment  les  droites  md  et  m'd' 
formeront  avec  mo  et  m'o  les  angles  rectilignes  des  angles  dièdres  qui 
ont  pour  arêtes  SA  et  SB. 

Pour  obtenir  ces  angles  rectilignes,  il  suffît  do  rabattre  sur  le  plan  de 
la  face  ASB  les  deux  plans  perpendiculaires  décrits  par  md  et  m'd'.  Le 
point  d se  trouvera  alors  à la  fois  sur  une  circonférence  décrite,  du  point 
m comme  centre  avec  mil  pour  rayon,  et  sur  la  perpendiculaire  OA  menée 
par  le  point  O à la  droite  dmn;  en  effet,  la  droite  dmn  est  l’axe  de  rota- 
tion adopté,  cl  le  point  D où  se  réunissent  dans  l’espace  les  points  d et 
d' se  projetant  en  O,  appartient  à la  perpendiculaire  élevée  en  ce  |K)int 
au  plan  ASB.  On  obtiendra  ainsi  l’angle  Om/i,  mesure  du  dièdre  SA. 
Une  construction  toute  semblable  donnera  l’angle  Om'/i',  mesure  du 
dièdre  SB. 

Pour  trouver  la  mesure  du  troisième  angle  dièdre,  nous  tracerons  les 
droites  dp,  d'p',  respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  Sc,  Sc'.  Ces 
droites  représenteront  en  rabattement  les  intersections  des  faces  ASC, 
BSC,  par  un  plan  conduit  perpendiculairement  à la  troisième  arête  SC,  et 
passant  par  le  |X)inl  D.  La  droite  pp'  représentera  évidemment  l’inter- 
section de  ce  plan  avec  le  plan  de  la  troisième  face  ASB.  L’angle  cherché 
est  donc  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  ayant  pour  base  pp , et  dont  les 
deux  autres  côtés  sont  dp,  d' p'.  Il  suffira  donc  de  décrire,  des  points  p 
et  p'  comme  centres  avec  pd  et  p' d' pour  rayons,  des  arcs  do  cercle  qui 
viendront  se  couper  au  imint  r,  de  sorte  que  l’angle  prp'  sera  la  mesure 
du  troisième  duidre  SC. 

CÆmme  vérifications,  les  droites  oh,  oh',  devront  être  égales  comme 
rabaltertienls  de  la  même  perpendiculaire  OD;  la  droite  SO,  projection  de 
l’arête  SC  sur  le  plan  ASB,  devra  être  porjiendiculaire  à la  tracé  pp'  du 
jilan  D/i/j'sur  ce  même  plan  (Gdo/;;.,  quest.  6,  p.  i35);  enfin,  lejminl  r, 
qui  représente  la  position  pri.se  par  le  point  f)  lorsqu’on  fait  tourner  le 
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lri;ingle  üpfj  autour  de  sa  base  pp'  pour  le  rabattre  dans  le  plan  ASU, 
devra  se  trouver  sur  le  prolongement  de  la  pcr^>endiculaire  SO  à pp' 
{Groin.,  IGt). 

On  peut  déduire,  des  constructions  précédentes,  ce  tliéoreme  déjà  dé- 
montré ( Géoin.,  193)  ; ^ lies  fitccs  égnlrs,  dans  un  trièdre,  sont  opposes 
des  dii-drcs  égaux. 

Si  l’on  demandait  de  trouver  les  trois  faces  iCun  angle  trièdre,  ses  trois 
angles  dièdres  étant  donnés,  on  ramènerait  ce  cas  à celui  que  nous  ve- 
nons de  résoudre,  en  ayant  recours  aux  propriétés  des  angles  trièdres 
supplémentaires  (Céom.,  190). 

106.  Étant  donnés  deux  faces  tFa/uangle  trièdre  et  l’angle  diè-dre  com- 
pris, trouver  les  trois  autres  éléments  du  trièdre  {Jig.  io5). 

Kn  se  reportant  au  numéro  précédent  et  à la  figure  correspondante,  on 
voit  qu’on  connaît  les  faces  ASB,  ASc,  ainsi  que  l’angle  Qmh,  mesure  du 
dièdre  SA.  On  peut  donc  facilement  construire  le  triangle  rectangle 
c’est-à-dire  déterminer  le  point  O.  Le  point  d'  devra  alors  se  trouver  à 
la  fois  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O sur  l’aréte  SB,  et  sur 
la  circonférence  décrite  du  point  S comme  centre  avec  Srf  pour  rayon. 
Connaissant  d',  on  aura  la  troisième  face  BSr'  de  l’angle  trièdre,  et  l’on 
rentrera  dans  le  prcmie’r  cas  traité. 

Si  l’on  demandait,  étant  donnés  une  face  dun  angle  trièdre  et  les 
deux  angles  dièdrçs  adjacents,  de  trouver  scs  trois  autres  éléments,  on 
ramènerait  ce  cas  a celui  que  nous  venons  d’examiner  à l’aide  des  pro- 
priétés des  angles  trièdres  supplémentaires. 

107,  Etant  donnés  deux  faces  dun  angle  trièdre  ainsi  que  Fangle 
dièilre  opposé  h tune  délies,  trouver  les  trois  autres  éléments  du  trwdre 
{Jig.  106). 

Soient  ASB  et  ASc  les  doux  faces  données  rabattues  dans  un  mémt? 
j)lan.  On  connaît  la  mesure  rie  l’angle  dièdre  SB  opposé  à la  face  ASc.  On 

(«ut  tracer  la  droite  dnm  per- 
[rendiculaire  à SA  : les  deux  par- 
ties dm  et  mn  de  cette  droite 
représenteront  les  intersections 
des  deux  faces  données  et  du  plan 
mené  perpendiculairement  par  * 
le  point  I)  de  l’espace  à l’arôle 
SA,  I)  étant  le  point  de  l’aréte  SC. 
qui  SC  rabat  en  d.  L’intersection 
de  ce  môme  plan  avec  la  face 
inconnue  [lasse  par  le  point  n et 
» vient  couper  la  perpendiculaire 

mk  élevée  par  le  point  m au  plan 
ASB,  en  un  point  A dont  il  est  facile  de  déterminer  le  rabattement  / sur 
l’aréte  SA,  l’axe  de  rotation  choisi  étant  la  droite  dmn. 

En  effet,  menons  par  le  point  m un  plan  per|tendiculaire  à l’aréteSB  : 

• il  coupera  le  plan  ASB  suivent  mf  pcr|)endiculaire  à SB,  le  plan  perpen- 
diculaire à SA  qui  a mn  pour  trace  sur  le  plan  ASB  suivant  la  perpendicu- 
laire mk,  et  le  plan  de  la  face  inconnue  suivant  une  droite  faisant  avec.fm 
l’angle  donné  comme  mesure  du  dièdre  SB  op|K>sé  à la  face  ASC..  On  fmiirra 
* donc  rabattre  le  triangle  rectangle  formé  par  ces  trois  inteisections 

on  mfi,  puis  reporter  la  hauteur  mi  en  ml. 
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Si  l’on  rabat  maintenant  le  triangle  Vrnn  de  l'espace  autour  de  nm,  le 
rabattement  du  point  D devra  donc  se  trouver  à la  fois  sur  ni  et  sur  la 
circonférence  décrite  du  point  ni  comme  centre  avec  mil  |H)ur  ravon.  üno 
fois  ce  rabattement  de  D obtenu  en  h ou  en  /t, , on  connaîtra  l'anglo 
oni/i  ou  O,  m/j, , mesure  de  l’angle  dièdre  dont  l’aréte  est  SA,  ét  l’on  ren- 
trera dans  le  second  cas  traiU;  au  n“  106. 

Suivant  que  la  droite  ni  sera  sécante,  tangente  ou  extérieure  à la  cir- 
conférence nul,  le  i)roblème  admettra  deux  solutions  ou  une  seule,  ou 
bien  sera  impossible.  , 

On  voit  que  tout  revient  à la  constniction  du  triangle  Vlmn  dans  lequel 
on  connaît  doux  cétés  nm  et  nnl‘  et  l'angle  nml  opposé  au  côté  nul.  On 
peut  donc  se  reporter,  pour  les  cas  (le  possibilité  ou  d'impossibilité,  à ce 
que  nous  avoiis  dit  sur  ce  sujet  (Groni.,  7i). 

Si  l’angle  dièdre  SB  était  droit,  Irf  construction  se  simplifierait,  puis- 
qu’on aurait  immédiatement  la  droite  ni  en  menant,  par  lo  point  n,  uno 
perpendiculaire  à nm. 

Si  l’on  demandait,  riant  rlonnrs  deux  dirdrex  d'un  angle  trièdre  et  la 
face  opposée  à P an  d eux,  de  trouver  scs  trois  autres  éléments,  on  ramè- 
nerait ce  cas  à celui  que  nous  venons  d'examiner  à l’aide  des  propriétés 
des  angles  trièdres  supplémentaires. 

108.  Les  trois  droites  LM,  NP,  QR,  tpti  joignent  les  milieux  des  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre  S.ABC,  se  cou/ient  mutucUemênt  en  deux  parties 
égales  y P g.  107). 

En  effet,  les  droites  LP  et  NM  sont  toutes 
deux  [>arallèles  à l’aréte  SB  et  égales  à sa 
moitié  : la  figure  LPMN  sera  donc  un  parallé- 
logramme dont  les  diagonales  LM  et  NP  se 
croiseront  en  leurs  milieux.  On  prouverait  de 
même  que  les  droites  NP  et  QR  se  divisent 
aussi  mutuellemcut  en  deux  parties  égales  en 
un  point  O,  qui  est  alors  le  milieu  commun 
des  trois  droites  considérées.  . ^ 

De  plus,  si  l'on  joint  le  |)oint  O à l'un  des 
sommets  S du  tétraèdre,  et  si  l’on  prolonge  ■ 
la  droite  SO  juscju’è  la  rencontre  de  la  face 
op()Osée  en  G,  ce.  jjoint  G sera  le  point  de  ren-'  '* 
contre  des  médianes  du  triangle  ABC,  et 
le  point  O sera  au  quart  de  la  ligne  SO  à partir  de  la  base.  Car  la  ligne 
SO  est  dans  le  plan  SCL  qui  contient  LM,  et  elle  coupe  le  plan  ABC  en  un 
point  de  la  médiane  CL.  Si  l'on  mène  MH  parallèle  à SOG,  le  point  H sera 
le  milieu  de  CG,  puisque  le  point  M est  le  milieu  de  SC,  et  le  point  G 
sera  le  milieu  de  LH,  puisque  le  point  O est  le  milieu  de  LM.  On  aura 
donc  LG  = GH  = HC,  et  le  point  G,  situé  au  tiers  de  CL  a partir  de  AB, 
sera  bien  le  pointde  rencontredes  médianes  du  triangle  ABC  (20).  D'ail- 
leurs, la  distance  du  point  O au  plan  ABC  est  évidemment  la  moitié  de  la 
distance  du  point  R à ce  plan  ou  le  quart  de  celle  du  point  S à ce  même  ■ 
plan. 

On  voit  que  si  l’on  joint  le  point  Gaux  sommets  du  tétraèdre,  on  par- 
tage celui-ci  en  quatre  pyramides  triangulaires  équivalentes;  car  deux 
pyramides  de  même  base  étant  proportionnelles  à leurs  hauteurs,  cha- 
cune des  pyramides  considérées  sera  le  quart  du  tétraèdre  donné. 


Fig.  107. 


s 


Ile 


Fig.  io8. 
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409.  Si  lt'.t  angles  trièdres  S et  S'  de  deux  tétraèdres  S.\BC,  S'A'B'C', 
sitnf  égaux,  les  votuairs  tie  res  tétraèdres  seront  proportionnels  aier  pro- 
duits des  arêtes  t/ui  correspondent  aux  angles 
trièdres  égaux  (^g.  io8). 

On  peut  toujours  supposer  les  deux  tétraè- 
dres placés  l'un  dans  l’autre  comme  l’indique 
la  figure.  Faisons  alors  passer  un  plan  par  les 
sommets  A,  B',  G.  Les  deux  tétraèdres  B'A'C'S’ 
et  B' AGS'  auront  même  hauteur  et  seront 
entre  eux  comme  leurs  bases;  mais  ces  bases 
S' A' G',  SAG,  ont  un  angle  commun. On  pourra 
donc  écrire  ( Géoni.,  H1  ) 


(•1 


S'A'B'G’  S'A'C  SA'.S'C' 


S'AB'C 


SAG 


SA  . SC 


De  même,  les  tétraèdres  CS' AB'  et  CSAB  ont  mémo  hauteur  et  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases  S'AB'  et  SAB  ; mais  ces  bases  ont  un  angle  com- 
mun, ainsi  que  l’un  descétésqui  comprennent  cet  angle.  On  pourra  donc 
écrire 

S'AB'C  S'AB'  S'B' 

SABC  ~ SAB  “ SB  ' 

Multipliant  membre  à membre  les  égalités  (i)  et  (a)  et  simplifiant,  il 
vient 

S'A'B'C'  S' A'.  S'B'.  S' G 

SABC  SA  . SB  . SC  ' 

HO.  Thut  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  op/Msées  tPun 
tétraèdre,  le  partage  en  deux  volumes  équivalents  [fig.  109). 

Fig.  109.  _ Soient  le  tétraèdre  Si\BC  et  le  plan  MNPR 

qui  passe  par  les  milieux  M et  N des  arêtes 
opposées  SA  et  BC.  Le  tétraèdre  se  trou- 
vera décomposé  en  deux  polyèdres  ABMPNR 
et  SCMPNR.  Menons  les  plans  ANR  etSNP  ; 
nous  partagerons  chacun  do  ces  polyèdres 
en  une  pyramide  triangulaire  et  en  une 
pyramide  quadrangulairc.  Les  deux  pyra- 
mides quadrangulaires  ont  pour  base  com- 
mune la  section  MNPR  et  leurs  hauteurs  sont 
égales,  puisque  le  point  M est  le  milieu 
do  l’arête  S.V  par  hypothèse  : ces  deux 
pyramides  sont  donc  équivalentes.  Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit 
donc  de  prouver  l’ériuivalencc  des  deux  pyramides  triangulaires  SGNP  et 
ABNR.  Chacune  d’elles  a un  angle  triedre  commun  avec  le  tétraèdre  pro- 
posé. On  pourra  donc  écrire,  en  remarquant  que  le  point  N est  le  milieu 
de  l’arête  BC  et  en  appliquant  la  proposition  précédente  ( 109)  : 

SCNP  _ CS  . CN  . CP  _ CP 
SABC  " CS  . CB  . CA  ~ aCA  ’ 

ABNR  BA  . BN  . BR  BR 
SABC  “ BA  . BC  . B.S  “ 2 BS  ' 

II.  'fj 
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Mais  les  arêtes  du  tétraèdre  SABC  forment  un  quadrilatère  gauche.  Le 
plan  MNPR  qui  passe  par  les  milieuii  dea  cèles  opposés  SA  et  BC , c’est- 
à-dire  qui  les  divise  proportionnellement,  doit  diviser  aussi  proportion- 
nellement les  deux  autres  cèlésSB  et  AC  (99).  On  aura  donc 


d’où  l'on  déduira 


CP 

BR 

PA  “ 

RS’ 

CP 

BR 

aCA 

aBS' 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


Questions  sur  la  sphère. 


sphère 


Fig.  Il 


m.  Tout  tétraèdre  est  inscriptible  et  circonscriptible  à la 
(fig.  iio). 

Nous  avons  démontré  ( Céom.,  263)  que,  par  quatre  points  non  situés 
dans  un  même  plan,  on  pouvait  toujours  faire  (lasser  une  sphère  et  une 
seule.  Il  en  résulte  que  tout  tétraèdre  SABC  est 
inscriptible  à la  sphère. 

Les  six  arêtes  du  tétraèdre  sont  des  cordes  de 
la  sphère  circonscrite.  Par  conséquent,  si  sur  ces 
arèlcs  et  par  leurs  milieux,  on  élève  des  plans 
perpendiculaires,  ces  plans  viendront  passer  par 
un  même  point  qui  sera  le  centre  de  la  sphère 
déterminée  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 

Tout  tétraèdre  est  aussi  circonscriptible  à la 
sphère.  Menons,  en  effet,  les  trois  plans  bissec- 
teurs des  angles  dièdres  déterminés  par  la  base 
ABC  et  les  trois  faces  latérales  du  tétraèdre  SABC. 
Ces  plans  détermineront  un  nouveau  tétraèdre 
OABC,  dont  le  sommet  O sera  le  centre  d’une 
sphère  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  donné;  car,  d’après  les  pro- 
priétés des  plans  bissecteurs  (lOf  ),  ce  point  O sera  à égale  distance  des 
quatre  faces.  Le  point  O est  d’ailleurs  unique.  Donc,  à un  tétraèdre  donné, 
on  ne  peut  inscrire  qu’une  seule  sphère  qui  aura  pour  rayon  la  perpendi- 
culaire 01  abaissée  du  point  0 sur  la  base  ABC.  On  voit  par  là,  puis- 
qu’on peut  prendre  pour  base  du  tétraèdre  telle  face  qu’on  voudra,  que 
les  six  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d’un  tétraèdre  concourent  en 
un  même  point,  centre  de  la  sphère  inscrite. 

Eu  SC  reportant  à ce  que  nous  avons  dit  relativement  au  triangle  (42  ), 
on  verra  qu’on  peut  obtenir  quatre  autres  sphères  dites  ex-inscrites,  cha- 
cune tangente  à l’une  des  faces  du  tétraèdre  donné  et  aux  prolongements 
des  trois  autres  faces.  11  existe  en  outre  trois  autres  sphères  tangentes 
aux  prolongements  des  quatre  faces. 

On  SC  rendra  facilement  compte  de  l’existence  possible  de  ces  huit 
splières  tangentes  aux  faces  du  tétraèdre  ou  à leurs  prolongements,  en 
remarquant  que  les  points  situés  à égale  distance  des  quatre  faces  du 
tétraèdre  SABC  doivent  se  trouver,  à la  fois,  sur  Tune  des  quatre  droites 
dont  l’ensemble  constitue  le  lieu  géométrique  des  points  à égale  distance 
des  trois  faces  di*  Tangle  triédre  en  S,  et  sur  Tun  des  deux  plans  bissec- 
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leurs  des  angles  dièdres  formés  par  la  base  ABC  avec  l’une  des  faces  • 
latérales.  ’ 

Les  cinq  sphères  inscrite  et  ex-inscrites  existent  toujoiirs;  il  n’en  est 
pas  de  même  des  trois  dernières,  dont  les  rayons  peuvent  devenir  infinis. 
Nous  laisserons  de  côté  cette  discussion  ( * ). 


112.  Tout  polyèdre  règuJier  est  inscriptible  et  circonscriptible  à la 
sphère  (fg.  ni). 

Soient  ABCDE,  jVBC'D'E',  ■deux  faces  contiguës  du  polyèdre  régulier 
considéré,  O et  O'  les  centres  de  ces  faces.  Los  perpendiculaires  OK,  O'K, 
abaissées  des  centres  O et  O'  sur  le  côté  ou 
la  corde  commune  AB,  passeront  au  même 
point  K de  cette  corde  et  détermineront  un 
plan  qui,  perpendiculaire  à AB,  le  sera  aux 
tjeux  faces  considérées  et  contiendra  les  per- 
|>endiculaires  C)S,  O' S,  menées  respective- 
ment à ces  faces  par  leurs  centres.  Ces  per- 
pendiculaires se  couperont  nécessairement  eu 
un  point  S.  Les  deux  triangles  rectangles 
KOS,  KO'S,  étant  égaux  comme  ayant  l'hy- 
poténuse KS  commune  et  un  côté  de  l’angle 
droit  égal  (OK  = O'K),  KS  sera  bissectrice  de 
l’angle  OKO’  qui  mesure  le  dièdre  ou  l’in- 
clihaison  de  deux  faces  adjacentes  du  polyèdre. 

Ceci  posé,  considérons  la  face  O"  du  polyèdre  qui  a en  commun  avec 
la  face  ABCDE  le  côté  CD.  Le  plan  mené  perpendiculairement  au  milieu  L 
du  côté  CD,  contient  les  apothèmes  OL,  O’L,  et  la  per|iendiculaire  OS  à 
la  face  ABCDE.  Joignons  le  point  S au  centre  O".  Les  deux  triangles  rec- 
tangles KOS,  LOS,  étant  égaux,  l’angle  OLS  sera  ^1  à l’angle  OKS,  c’est- 
à-dire  qu’il' sera  la  moitié  de  l’angle  OLO*,  puisque  dans  un  polyèdre 
régulier  l’inclinaispn  de  deux  faces  adjacentes  est  constante.  Les  deux 
triangles  LOS,  LO*S,  seront  donc  égaux  à leur  tour,  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacen  à chacun.  Par  suite, 
la  droite  SO'  sera  perpendiculaire  sur  O’L,  c’est-à-dire  sur  la  face  CDU', 
et  elle  sera  égale  à SO. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  011  prouvera  que  l6  point  S' 
est  à égale  distance  de  toutes  les  faces  du  polyèdre  régulier  donné.  De 
plus,  puisque  ce  point  est  le  point  de  concours  de  toutes  les  perpendicu- 
laires élevées  par  les  centres  des  différentes  faces  à ces  mômes  faces,  il 
sera  aussi  à égale  distance  de  tous  les  sommets  du  polyèdre  (Gèom.,i6i).  ( 
Par  conséquent,  le  point  S représente  confondus  le  centre  de  la  sphère  * 
inscrite  et  celui  de  lu  sphère  circonscrite. 


Fig.  MI. 


113.  Si  r on  fait  passer,  par  un  fmint  pris  dans  C espace,  trois  droites 
deux  à deux  perpendiculaires,  la  somme  îles  carrt-s  des  conles  intercep- 
tées sur  ces  trois  droites  par  une-sphèrr  donnée,  sera  constante. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  un  parallélipipèdc  rectangle,  la  .somme 
des  carrés  des  diagonales  e.rtérieure\  qui  partent  d’un  même  sommet, 
est  égale  à dçux  fois  le  rarré  d’une  diagonale  intérieure  (Jïg.  in  j. 


(*)  On  pourra  consulter  ivec  Truit  sur  ce  lujel  la  Note 
Ciomftcùs  deuriplirt  de  MM.  Gerono  al  Caatonac. 


des  Kltmentt  de 

m 


'9- 
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Eli  effet,  les  triangles  rectangles  AUG,  AFG,  ACG,  donneront 


Fie.  in. 


AIE  = AG’- GH’.- 
AF’  = AG’ -GF’, 
AC’  = AG’-GC’, 


AH’ + AF’ + AC  = 3 AG’ - (GU’-t- GF’ -b GC’ ). 
Mais  on  a [Géom.,  20A)  ; 

AG’  = GH’-f-GF’4-GC’; 


par  suite , 


AH’ + AF’ + AC  = a AG’. 


Ceci  posé,  la  somme  des  carrés  des  moitiés  des  cordes  interceptées  sur  les 
trois  droites  données  par  la  sphère  considérée,  sera  égale  à trois  fois  le  carré 
du  rayon  de  la  sphère,  moins  la  somme  des  carrés  dos  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  de  la  sphère  sur  ces  mêmes  cordes.  Or,  les  trois  droites  rectan- 
gulaires qui  passent  par  le  point  fixe  donné,  déterminent  trois  plans  deux  à 
doux  perpendiculaires;  et  si  l’on  mène  par  le  centre  de  la  sphère  des  plans 
parallèles  à ceux-là,  on  formera  un  parallélipipède  rectangle,  dans  lequel  le 
contre  de  la  sphère  et  le  point  fixe  seront  des  sommets  opposé.  De  plus,  les 
perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur  les  cordes  interceptées, 
seront  précisément  les  diagonales  des  faces  de  ce  parallélipipède,  qui  passent 
par  le  centre  de  la  sphère.  En  appelant  r/la  distance  de  ce  centre  au  point  fixe 
cl  U le  rayon  do  la  sphère,  la  somme  des  carrés  des  moitiés  des  cordes  sera 
donc  égale,  d’après  la  remarque  précédente,  à 3 R’  — ar/’,  et  la  somme  des 
rftrrés  des  cordes  à quatre  fois  celle  quantité,  c’est-à-dire  à laR’—  8rf’. 

On  a une  vérification  immédiate  do  ce  résultat,  en  supposant  le  point 
donné  au  centre  do  la  sphère. 

IM.  iMrsf/iie  trois  sphères  SC  coupent  deuT  à deux,  les  plans  des  trois 
cercles  iPinterscction  /tassent  par  une  même  droite  /tcr/icndirulaire  nu 
/dan  /léterniiné  /tar  les  centres  des  trois  sphères. 

Nous  savons  en  effet  que  deux  sphères  se  coupent  suivant  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à leur  ligne  des  centres  { GeVim.,  262). 
Les  trois  cercles  d'intersection  des  trois  sphères  seront  donc  respective- 
ment perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  les  centres  de  ces  sphères 
deux  à deux  et,  par  suite,  au  plan  commun  des  trois  centres.  De  plus, 
les  diamètres  des  cercles  d’intersection,  conies  communes  des  grands 
cercles  générateurs  des  trois  sphères,  se  croisent  en  un  même  point, 
centre  radical  de  ces  grands  cercles  (63).  Donc,  les  trois  plans  considérés 
ayant  un  point  commun  et  étant  peiqiendiculaires  au  plan  des  centres,  leur 
intersection  est  une  droite  passant  |iar  ce  point  et  perpendiculaire  à ce  plan. 


Fig.  il3. 


lld.  J nyit'cr  hr  lieu  //éomélriquc  des  centres  des  sections  faites  dans 
une  s/dicre  /tar  tous  les  /dans  t/ui  /ta.ssent  /tar  une  droite  donnée  ( fig.  1 1 3 ) . 

Par  la  droite  donnée  AR,  je  mène  un  plan 
quelconque  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
dont  le  centre  est  1.  .Menons  dans  ce  plan,  par 
le  point  I,  une  droite  IL  perpendiculaire  à AB. 
D’après  le  théorème  des  trois  pcr^ndiculaires, 
0 élanl  le  centre  de  la  sphère,  OL  sera  per|iendi- 
rulaire  .sur  AB  ainsi  que  le  plan  OlL.  I/'  point  I 
s<*  trouvera  donc  à la  fois  dans  ce  \t\m  fixe  OIL 
Pt  sur  la  circonlérenc.e  décrite  sur  la  distance 
p.re  OL  comme  diamètre.  Cette  circonférence 
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est  donc  le  lieu  demandé,  le  point  L est  exlérieut'  à la  sphère,  il  e.sl 
évident  qu'une  partie  seulement  de  celte  circonférence  comi>ose  le  lieu 
demandé.  * 

Si  l’on  demande  le  lieu  géométrique  dos  centres  des  sections  faites  dans 
la  sphère  par  tous  les  plans  qui  passent  par  le  point  donné  L,  le  plan 
ÜIL  n'est  plus  astreint  qu’à  passer  par  la  droite  OL,  et  le  lieu  cherché 
est  la  surface  sphérique  décrite  sur  OL  comme  diamètre  ou  la  portion 
de  celte  surface  comprise  dans  la  sjihère  proposée. 


Fig.  114. 
s 


il 6.  Les  tangentes  menées  à la  sphère  par  un  point  extérieur  S sont 
égales,  et  leur  ensemble  forme  une  surface  conique  de  révolution  dont 
Taxe  est  la  dnnte  qui  joint  le  point  donné  au 
centre  de  la  sphère  [fig.  1 1 4 ) • , 

Menons  par  le  point  S des  grands  cercles  de 
la  sphère  et , par  ce  point , une  tangente  à 
chacun  d’eux.  Ces  tangentes  seront  égales  eu 
vertu  de  l’égalité  des  triangles  reclangles  SAO, 
SHO,  S<20,  (]ui  entraîne  celle  des  angles  ASO, 
r.S<X  et  des  hauteurs,  AI,  111,  CI.  Parsrtite, 
le  lieu  géométri(pie  des  tangentes  considérées 
.sera  bien  une  surface  conique  ayant  SO  pour 
axe  et  louchant  la  sphère  suivant  un  petit 
cercle  de  rayon  lA,  perpendiculaire  à SO;  c’est- 
à-dire  que  lo  ccrclq,de  contact  est  un  /ww/Zé/c  commun  aux  deux  siir--^ 
faces. 

De  même,  le  lieu  des  tangentes  menées  h la  sphère ixirullèlehicnl  à udé.- 


Fig . 1 1 5 . 


direction  donnée,  est  une  surface  cylindriquç  de 
révolution,  dont  Paxe  est  le  diamètre  xy  de  la 
sphi-re  parallèle  à la  direction  (humée  (Jlg.  ii5). 
Car,  si  l’on  mène  par  lo  centre  O un  plan  ABC. 
IKjrpcndiculaire  au  diamètre  xy,  et  qu’on  trace 
par  les  différents  points  de  la  circonférence  de  grand 
cercle  obtenue  des  parallèles  à xy,  ces  parallèh*s 
seront  (comme  MN  l'est  au  rayon  OC)  respcclive- 
mant  perpendiculaires  à l’extrémité  des  rayons  cor- 
respondants, c’est-à-dire  tangentes  à la  sphère 
.proposée.  Le  cercle  de  contact  dos  deux  surfaces  tangentes  sera  le  gr.iml 
cercle  ABC. 
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117.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  h une  sjthèrr 
\Jlg.  116). 

Si  la  droite  donnée  est  tangente  à la  sphère  considérée,  il  suffira  do 
faire  passer  parle  point  do  contact  un  plan  i>erpendiculairu  au  rayon  cor- 
respondant : ce  plan  sera  le  plan  tangent  de- 
mandé  ( Oe'o/n.,  2(>1  ). 

* Si  la  droite  donnée  est  extérieure  à la  sphère, 
on  Ini  mènera  par  le  cent^  de  là  sphère  un  plan 
perpendiculaire,  qui  la  coupera  au  point  C et 
c déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle 
MOM'.  Par  le  point  C,  on  mènera  à ce  grand 
cercle  les  tangentes  C.M  et  CM'.  La  droite  AB  et 
chacune  de  ces  tangentes  délermincront  deux 
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plans  qui  rëpondronl  à la  question.  En  effet,  le  plan  ACM,  par  exemple, 
est  perpendiculaire  au  plan  MÜM'  puisqu’il  contient  AB;  et  il  est  per- 
)>enciiciilairc  au  rayon  (>M  au  point  M,  puisque  ce^ynn  est  perpendicu- 
laire à la  tangente  MC  intersection  des  plans  perpendiculaires  A(^  et 


lift.  Mrnrr  à deux  sphères  un  plan  tangent  commun  (Jîg.  117). 
Menons  par  les  centres  C et  C'  des  deux  sphères  un  plan  quelconque 
qui  les  coupera  suivant  deux  grands  cercles.  Les  centres  de  similitude  O 


seront  parallèles,  et  dès  lors  la  droite  qui  joindra  leurs  extrémités  ira 
passer  au  point  O ou  au  point  O',  suivant  que  les  rayons  considérés  seront 
ou  non  dirigés  dans  le  même  sens.  I.c  plan  tangent  qui  contient  MM’, 


Pendant  que  les  cercles  C et  C'  engendrent  les  deux'  sphères,  les  tan- 
gentes communes  à ces  cercles  engendrent  deux  surfaces  coniques  de  ré-  ' 
volulion  ayant  pour  sommets  les  centres  do  similitude  O et  O',  et  tan- 
gentes aux  deux  sphères  (H6).  Tout  plan  tangent  apx  deux  sphères,  le 
sera  à Tune  ou  l’atitre  des  deux  surfaces  coniques,  et  réciproquement 
(im/rla  Gèpmêtrie  descriptive,  t.  111). 

Le  problème  <ju’on  vient  de  résoudre  permet  de  mener,  par  un  /x>inl 
iliinnè,  un  plan  tangent  commun  à deux  sphères  données. 

En  effet,  soit  A le  point  donné.  Tout  plan  langent  commun  aux  deux 
spheres  devant  passer  par  l’un  des  centres  de  similitude  O et  O’,  la  ques- 
tion sera  ramenée  à mener  à l’une  des  sphères,  par  la  droite  AO  ou  la  droite 
AU',  un  plan  tangent  qui  le  sera  aussi,  d’après  cf  qui  précède,  à l’autre 
sphère. 

11!).  Si  une  surface  conique  S pénètre  dans  une  sphère  suivant  une 
circonférence,  elle  en  sortira  aussi  suivant  une  autre  circonférence 


l’ar  l’arète  SM,  faisons  passer  un  gram 


MOM'. 


M 


Fig.  117. 


et  O'  de  ces  grands  cercles  seront 
aussi  les  centres  de  similitude  des 
deux  sphères  ( 71  ). 


Tout  plan  tangent  commun  aux 
deux  sphères  passera  par  l'un  ou 


O l’autre  de  ces  centres  de  similitude. 
En  effet,  les  rayons  CM,  C'M',  cor- 
respondants aux  points  de  contact  M 
et.M'dece  plan  avec  les  deux  sphères. 


ira  donc  lui-même  passer  par  le  point  O ou  le  point  O'. 

On  voit  que  le  problème  proposé  admet  une  infinité  do  solutions. 


Fifi.  118. 


"Si- 


Si  la  courbe  â'entrée  CND  est  une  cir- 
conférence, je  dis  que  la  courbe  de  sortie 
A.MB  sera  une  autre  circonférence.  Soit 
SNM  une  génératrice  de  la  surface  conique. 
Je  trace  SH  perpendiculaire  sur  le  plan 
CND,  je  joins  le  point  H au  [loint  N,  et  je 
mène  ML  perpendiculaire  sur  SM  jusqu’à 
la  rencontre  de  SH  prolongée.  Le  quadri- 
latère LMNH  sera  inscriplible,  et  l'on  aura 
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grand  cercle,  par  le  sommet  S,  menons  la  tangente  ST.  Nous  pourrons 
écrire 

SN.SM  = ST’, 

d’où 

SH.SL  = ST’. 

SH  et  ST  sont  des  longueurs  ronslantes,  il  en  sera  'donc  de  mùme  d# 
SL.  L'angle  SML  étant  droit,  le  point  M appartiendra  à la  fois  à la  sphère 
donnée  et  à la  sphère  dérrite  sur  SL  comme  diamètre.  La  courbe  AMB, 
intersection  de  deux  surfaces  sphériques,  sera  donc  bien  une  circonférence 
de  cercle  ( Géom.,  262  ).  ‘ 

Si  le  sommet  de  la  surface  conique  s’éloigne  indéfiniment  do  la  courbe 
CND  supposée  fixe,  en  glissant  le  long  de  la  génératrice  SD,  cette  surface 
dégénère  en  surface  cylindrique  ayant  CND  pour  base  et  SD  pour  géné- 
ratrice. Par  conséquent,  la  courbe  tPentrée  ePune  surface  cylindrùiue  dans 
une  sphère  étant  une  circonférence  de  cercle,  il  en  est  de  même  de  la 
courbe  de  sortie. 

" Des  polyèdres  réguliers. 

120.  Nous  avons  vu  (Géoin.,  276]  qu'on  rapportait  les  triangles  ou  po- 
lygones sphériques  au  triangle  tri-rectangle,  les  pyramides  sphériques 
quelconques  à la  pyramide  tri-rectangle,  et  que  ces  pyramides  étaient 
proportionnelles  à leurs  bases  (Géom.,  282). 

Il  est  évident  que  les  angles  polyèdres  qui  correspondent  à ces  mômes 
pyramides,  sont  aussi  dans  la  proportion  de  leurs  bases;  et,  pour  com- 
parer deux  angles  polyèdres  quelconques,  on  peut  placer  leurs  sommets 
au  centre  d'une  mémo  sphère , et  comparer  les  polygones  sphériques 
interceptés. 

De  sorte  qu'en  prenant  à la  fois,  pour  unité  d'aire  le  triangle  tri-rec- 
tangle, et  pour  unité  d'anglo  polyèdre  l’angle  trvèdre  tri-reclanglo,si  l'aire 

du  polygone  sphérique  intercepté  cst^i  l’angle  polyèdre  correspondant 

5 

sera  aussi  les  - de  l'angle  triédre  tri-rectangle. 

Nous  savons  ce  qu'on  entend  par  angles  trièdres  supplémentaires  et 
quelles  sont  leurs  propriétés  ( G(fo/»r.,  1D0).  Il  est  clair  qu’un  angle  po- 
lyèdre quelconque  étant  donné,  il  existe  un  angle  poljèdrc  supplémen- 
taire, et  qu’on  le  formera  aussi  en  abaissant  d’un  point  pris  dans  l'inté-  •• 
rieur  de  l'angle  polyèdre  donné  des  peri)cndiculaires  sur  toutes  ses  faces. 

121.  Ceci  posé,  on  doit  à Df.scabtes  le  théorème  suivant  (Note  do 
M.  Prouhet,  Com/Mcs  rendus  des  séances  de  Pjdcadémie  des  Scienecs, 
s3  avTÜ  i86o)  : 

De  même  t/ue  dans  un  polj  gonc  plan  «oni’cxe,  la  somme  ries  angles 
extérieurs  est  égale  à quatre  nnf^les  plans  droits  {Géom.,  39),  de  même 
dans  un  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  supplémen- 
taires  de  ceux  du  polyèdre  proposé  est  égale  à huit  angfes  trièdres  tri-  l 
rectangles. 

En  effet,  si  d'un  point  O pris  dans  l'intérieur  du  polyèdre,- on  abaisso 
des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  on  formera  tous  les  angles  po- 
lyèdres supplémentaires  des  angles  polyèdres  du  pdyedre  donné.  Mais 
renserablc  de  rcs  angles  polyèdres  suppléméhtaires  remplit  fout  l'espAcu 
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autour  du  jjoinl  O,  c’c9l-à-<iire  intercepte  sur  une  sphère  idéale  quel- 
ronque  cette  sphère  ellc-mèmo.  Le  théorème  est  donc  établi. 

q 

. iü.  \ oyons  quelles  conséquences  on  peut  déduire  de  ce  remarqual^le 
théorème. 

Dans  la  géométrie  plane,  c’est  la  connaissance  de  la  somme  des  angles 
intérieurs  d’un  pelygonc  qui  nous  a conduit  à la  valeur  do  la  somme  de 
ses  angles  extérieurs.  Ici,  au  contraire,  la  valeur  de  la  somme  des  angles  . 
polyèdres  supplémeutaires  va  nous  permettre  de  trouver  la  somme  des 
angles  de  toutes,  les  faces  du  polyèdre,  en  d’autres  termes  la  somme  de 
ses  angles  plans. 

La  somme  des  angles  d'un  polygone  sphérique  de  n côtés  étant  S,,  l'aire 
de  ce  polygone  a pour  expression  abstraite  S, — a «-+-4.  Telle  sera  donc 
aussi  l'expression  de  la  valeur  d’un  angle  polyèdre  ayant  n faces  ou  n 
arêtes  (lio).  S,  représentera  alors  la  somme  de  ses  angles  dièdres. 

S,  représentant  la  somme  des  dièdres  de  l'un  des  angles  polyèdres  sup> 
plérnentaircs  considérés,  désignons  par  S' la  somme  des  faces  ou  des  an- 
gles plans  de  l'angle  polyèdre  qui  lui  correspond  sur  le  polyèdre  donné. 

On  pourra  remplacer  chaque  angle  dièdre  de  l'angle  polyèdre  supplémen- 
taire en  fonction  de  la  face  supplémentaire  de  l’angle  polyèdre  du  po- 
lyèdre proposé,  c’est-à-dire  la  somme  S,  par  arf  — S'.  La  valeur  de  l’angle 
polyèdre  supplémentaire  deviendra,  en  faisant  cette' substitution  dans 
l’expression  S,  — -f-  4 et  en,  simplifiant , 

4 -S'. 


En  faisant  le  mémo  raisonnement  pour  les  autres  angles  polyèdres  sup- 
plémentaires et  en  faisant  la  somme  de  leurs  valeurs,  nous  aurons,  d’a- 
près le  théorème  de  Descaries  (431  ),  et  en  représentant  par  S le  nombre 
des  sommets  du  polyèdre,  |>ur  I’  la  somme  de  tous  scs  angles  plans, 

4S-P=i8, 

d'où  ' r 

(r)  l*  = 4(S-î>). 

Ce  qu’on  peut  énoncer  en  dxsani'i  de  tous  les  angles  plans  d'un 

polyèdre  convexe  est  égale  à nulantae  fois  quatre  angles  droits  qu’il  a 
de  sommets  moins  deux.  ’ 

Pour  le  tétraèdre,  il  faudra  faire  S =4.  et  l'on  trouvera  P = 8;  pour 
le  parallélipiiwde,  S = 8 et  P=  a4. 

123.  Cherchons  une  relation  entre  le  nombre  des  sommets,  celui  des 
faces  et  erlui  des  arêtes  du  polyèdre. 

Soient/,  q,p,  h,...,  les  nombres  do  faces  triangulaires,  qiuuirangu- 
laires,  pentagonales,  hexagonales,  ...  , existant  dans  le  polyèdre.  On 
aura  { Géom.,  39)  : 

P = 2 / -l-  4 q -f-  fi  P “I"  3 h . . . , 

puis()u'à  chaque  triangle  corresi>ondent  en  somme  2 angles  droits,  à cha- 
que quadrilatère  4 angles  droits,  etc.  Substituant  cette  valeur  de  P dans 
la  relation  (>)du  n"  122,  il  viendra 

(2)  9S  =r  4 -t- / -(- 4 A-f- 

Soient  E le  iKinibrc  des  fa«e.s  et  .\  le  nombre  des  arêtes  du  polyèdre, 
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on  aura 

F— r-+-7  -^P  + A-h..., 

^ 3 / -h  4 y ~l~  5/?  H~  6 A -h  ■ » * ■ ^ 

• ~ a 

f 

Le  second  membre  de  la  dernière  expression  comporte  le  diviseur  2, 
parce  que  chaque  arête  fait  nécessairement  partie  de  deux  faces  adja- 
centes. On  déduit  de  là 


^ _ P _ l + + + ■ . 

~a- 
c’est-à-dire,  d’après  la  relation  ( a ), 

(3)  A-F  = S-a, 

expression  du  Théorème  d’EuLBR,  qu’on  peut  énoncer  sous  cette  forme  : 
En  diminuant  de  1 le  nombre  des  sommets  tlu  polyèdre,  on  obtient  t excès 
du  nombre  des  arêtes  sur  celui  des  faces. 

124.  Il  est  facile,  en  se  servant  de  la  relation  (3),  do  prouver  qu’il 
n’existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  aient  plus  de  cinq 
côtés  ou  dont/ofu'  les  angles  aient  plus  de  cinq  faces,  et  d’en  déduire  une 
conGrmation  du  raisonnement  par  lequel  noos  avons  établi  ( Gèom.,  198) 
qu’il  ne  pouvait  y avoir  plus  de  cinq  polyèdres  réguliers.  Nous  nous  con- 
tenterons ici  de  chercher  le  nombre  des  faces  de  ces  polyèdres  réguliers, 
en  admettant  leur  existence. 

Désignons  par  c le  nombre  de  côtés  des  faces  dont  la  quotité  est  F 
dans  le  polyèdre  régulier  considéré,  par  f le  nombre  de  faces  ou  d’arétes 
des  angles  polyèdres  dont  la  quotité  est  S dans  le  môme  polyèdre.  Nous 
aurons,  A étant  toujours  le  nombre  de  ses  arêtes. 


c’est-à-dire 


A = 


U, 


Substituant  dans  la  formule  d’Euler,  il  viendra 


d’où 


A 


2 A 2 A 


A = 


ac/ 

2C-f-2/ — cf 


Nous  savons  qu’on  peut  former  trois  polyèdres  réguliers  avec  des  trian- 
gles équilatéraux,  en  en  assemblant  3,  4 ou  5,  autour  d'un  même  (wint. 
Nous  devrons  donc  faire,  dans  la  formule  {a),  c = 3 en  même  temps  que 
/=  3 où  4 ou  5.  Nous, obtiendrons  d'aboni 


A - 


6./' 

6-/’ 
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et  nous  en  déduirons  : 


pour  /=3  K—  6,  F = 4,  S=  4; 

pour  /=4  A=ii,  F=  8,  S=s  6; 

pour  /=5  A = 3o,  F = ao,  S=  la. 


Le  tétraèdre  régulier  aura  donc  quatre  faces , V octaèdre  régulier  aura 
huit  faces,  et  \' icosaèdre  régulier  en  aura  vingt. 

Nous  savons  qu’on  ne  peut  former  qu’uA  polyèdre  régulier  avec  des 
/arcs  carrées,  ea  en  assemblant  3 autour  d’un  même  point.  Si  nous  faisons 
c = 4 dans  la  formule  générale  (a),  il  viendra 


On  voit  qu’on  ne  peut  en  effet  donner  à / que  la  valeur  3.  On  obtient 
alors  pour  Vhejcaèdre  régulier 


Â=  la,  F = 6,  S=  8. 

Enfin,  on  ne  peut  former  qu’««  polyèdre  régulier  avec  des  fa<  rs  penta- 
gonales, en  en  assemblant  3 autour  d’un  même  point.  Si  l'on  y fait  c—  5, 
la  formule  (n)  donne 

* lo-  3f 


et  l’on  voit  encore  qu’on  ne  peut  en  effet  donner  à J d’autre  valeur  que  3. 
On  en  déduit,  pour  le  dotlécaèdre  régulier. 


A = 3o,  F=ia,  S = ao. 

IS.’i.  Nous  allons  maintenant  prouver  l’existence  des  cinq  polyèdres 
réguliers,  par  In  construction  même  qui  permet  de  les  obtenir. 


Tétraèdre  régulier.  Il  suffira  d’élever  au  centredu  triangle  équilatéral  pris 
pour  base  du  tétraèdre,  une  perpendiculaire  telle,  que  la  distance  de  son 
extrémité  à l’un  des  sommets  de  ce  triangle  soit  égale  à l’arête  donnée. 

Octaèdre  régulier.  Soit  a le  côté  du  triangle  équilatéral  employé.  On 
formera  un  carré  de  côté  a.  On  élèvera  au  centre  de  ce  carré  une  per- 
(lendiculairc  indéfinie,  sur  laquelle  on  prendra  de  part  et  d'autre  du  cen- 

ny/% 


tre  une  longueur  égale  au  rayon  du  carré,  c’est-à-dire  à , puis  on 
joindra  les  extrémités  obtenues  aux  sommets  du  carré.  Les  huit  arêtes 
ainsi  tracées  seront  égales  entre  elles 


etàv/^ 


lé  , lté  . , ,, 

- — I — — = a,  puisqu  elles 
4 4 


sont  toutes  hypoténuses  de  triangles  recfanglos  isocèles  ayant  pour  côtés 
de  l'angle  droit  le  rayon  du  carré.  Elles  formeront  donc,  ensemble  et  avec 
les  côtés  du  carré,  huit  triangles  équilatéraux  égaux  et  également  inclinés. 

On  peut  remarquer,  d’après  cette  construction,  que  trois  droites  égales 
perpendiculaires  entre  elles,  et  se  coupant  en  leur  milieu,  ont  pour  extré- 
mités les  six  sommets  d'un  octaèdre  régulier.  ■ 


Icosaèdre  regidier.  Formons  un  pentagone  régulier  BCDF.F  119) 
ayant  pour  côté  l’arête  a,  côté  du  triangle  équilatéral  donné  AUC.  Au 
centre  d«  ce  pentagone  élevons  une  per[)endiculaire  OA, ’saii;  fciqtiello 
nous  déterminerons  un  point  A tel,  que  la  distancé  AB  soit  égaleà  a.  En 
joignant  ce  point  A aux  sommets  du  pentagone,  nous  formerons  cinq 
triangles  équilatéraux  égaux  à ABC,  assemblés  autour  du  poinl-A  et  éga- 
lement incliiu^. 


r' 
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Rcmar(|uons  que  l’anple  CAF  est  égal  à l’anple  du  pentagone  BCÜEF, 
puisque  les  triangles  FAC,  BCD,  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun.  On  pourra  donc  sur  CA 
et  sur  AF  achever  un  pentagone  CAFOIl  identique 
au  précédent.  Iæ  point  B étant  à la  distance  a des 
sommets  C,  A,  F,  appartiendra  à la  perpendiculaire 
élevée  au  centre  du  nouveau  (>entagune,  et  les  dis- 
tances BU  et  Bll  seront  aussi  égales  à a.  Knfin,  les 
quatre  points  D,  A,  B,  U,  étant  dans  un  mémo 
plan,  on  pourra  sur  DA  et  sur  AB  achever  le  pen- 
tagone DABHI  identique  aux  doux  précédents.  En 
effet,  les  diagonales  d’un  pentagone  régulier  qui 
ne  partent  jtas  d’un  même  sommet,  se  toupent 
mutuellement  en  moyenne  et  extrême  raison.  BD 
coupe  CF  de  cette  manière  en  un  jwint  K qui  doit  alors  appartenir  à la 
diagonale  AH.  Cette  diagonale  est  donc  dans  le  plan  DAB.  Le  point  C sera 
d’ailleurs,  pour  le  pentagone  D.ABHI,  ce  que  sont  les  points  A et  B pour 
les  deux  autres,  et  l’on  aura  Q = a. 

On  obtiendra  ainsi  en  tout  dix  triangles  équilatéraux  égaux  et  égale- 
ment inclinés,  formant  une  moitié  de  l’icosaèdre;  et  les  sommets  de  la 
ligne  terminale  DEFGHI  réuniront  successivement  etr/rax  triangles. 
()n  peut  remarquer  que  celte  ligne  terminale  est  f’auchc.  Car,  si  les 
quatre  points  D,  E,  F, G,  étaient  dans  un  même  plan,  les  deux  pentagones 
BCDEF,  CAFGH,  qui  ont  déjà  dans  le  plan  DEF  les  sommets  C et  F com- 
muns, seraient  tous  deux  dans  ce  même  plan  qui  contiendrait  alors  le 
sommet  A:  conséquence  absurde  d’après  ce  qui  précède. 

Ceci  posé,  on  peut  construire  de  la  même  manière  l'autre  moitié  de 
l’icosaèdre.  Seulement,  en  rapprochant  les  deux  calottes  [wlyédrales  et 
en  les  joignant  par  leurs  lignes  terminales,  on  fera  correspondre  les  som- 
mets où  se  réunissent  trois  triangles  dans  l’une  et  deux  triangles  dans 
l’autre;  de  sorte  qu'on  aura,  en  chaque  sommet  du  polyèdre  complet, 
cim)  triangles  équilatéraux  égaux  et  également  inclinés. 

Hexuèslre  régulier.  Il  suffira  d’élever,  par  les  sommets  du  carré  ayant 
pour  côté  l’arète  donnée  a,  quatre  peri>endiculaircs  à son  plan  égales  à ti 
et  d’enjoindre  les  extrémités. 

Dodécaèdre  régulier.  Avec  trois  pentagones  réguliers  égaux,  ayant 
pour  côté  l'arétc  donnée  «,  on  formera  en  A lao)  un  angle  Irièdre 
dont  les  dièdres  seront  égaux  entre  eux.  Avec 
d’autres  pentagones  identiques  aux  précédents 
et  en  employant  les  faces  déjà  construites,  on 
formera  en  B,  C,  D,  E,  des  angles  trièdres  égaux 
à l’angle  irièdre  A.  Le  pentagone  ABCDE  sera 
commun  à tous  les  trièdres;  le  second,  le  troi- 
sième et  le  quatrième  trièdre  nécessiteront  l’ad- 
dition d’un  nouveau  pentagone.  Le  dernier  angle 
trièdre  en  E se  trouvera  tout  formé.  Nous  au- 
rons ainsi  une  moitié  du  dodécaèdre,  composée 
de  six  pentagones  r^l^uliers  égaux  et  également 
inclinés.  Les  différents  sommets  de  la  ligne  ter- 
minale gauche  FGHIKLMNPR  correspondront  successivement  à un  et  à 
deux  pentagones.  ' ^ 

On  construira  de  la  même  manière  la  scrondc  moitié  du  dodécaédfc. 
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Seulement,  on  joindra  les  lignes  terminales  des  deux  moitiés,  de  manière 
à réunir  les  sommets  correspondants  à un  seul  pentagone  sur  l’une  et  à 
deux  sur  l’autre;  on  aura  ainsi,  en  chaque  sommet  du  polyèdre  complet, 
trois  pentagones  réguliers  égaux  et  également  inclinés. 

126.  On  peut  demander  de  trouver  Findimnson  de  deux  faces  adja- 
centes (Fun  polyèdre  régulier.  On  y parviendra  facilement  en  se  repor- 
tant au  n°  105. 

Le  problème  est  immédiatement  résolu  pour  l’hexaèdre  où  l’angle  de 
deux  faces  adjacentes  est  droit. 

Pour  le  dodécaèdre,  à chaque  sommet  correspond  un  angle  trièdre,  et 
les  faces  de  ce  trièdre  sont  des  angles  de  pentagone  régulier.  Il  reste 
donc  à chercher  le  dièdre  d’un  trièdre  dont  les  trois  faces  égales  sont  con- 
nues. On  trouve,  graphiquement  ou  par  le  calcul  trigonométrique , que 
l’inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  d’un  dodécaèdre  régulier  est  égale  à 


Fig.  I3I. 


Il 6“  33'  54”, 2. 

Pour  les  trois  autres  polyèdres  réguliers,  on  peut  suivre  une  marche 
analogue  ou  avoir  recours  aux  procédés  suivants. 

Tétraèdre.  Si  l'on  joint  les  sommets'S  et  C au 
milieul  de  l’aréte  AB  \fig.  lai),  l’inclinaison  cher- 
chée sera  mesurée  par  l’angle  SIC.  Il  suQit  donc  do 
construire  le  triangle  isocèle  SIC  donc  on  connaît 
les  côtés.  On  trouvera  ainsi,  par  la  mesure  directe 
ou  le  calcul  trigonométrique,  pour  l'inclinaison 
cherchée  70"  3i'  43*)6.  {Le  triangle  rectangle  SIK 


donne  sin  - ■ 

a 


Octaèdre.  Si  l’on  joint  les  sommets  A et  C {fig.  122)  au  milieu  I de 


Fig.  1Î2. 


l’arète  SB,  l’angle  AIC  mesurera  l’inclinaison  cher- 
chée. Il  suOira  donc  de  construire  le  triangle ‘isocèle 
Aie  dont  on  connaît  les  côtés.  On  trouvera  ainsi, 
par  la  mesure  directe  ou  le  calcul  trigonométrique, 
io9“  28' iü',4.  (Le  triangle  rectangle  AlO  donne 

-«V^2 


1 AO  2 

sin  - Aie  = -—  = 

2 AI 


-«v/3 
2 

Icosaèdre.  Enfin,  en  se  reportant  à la  fg.  1 19,  si 
l’on  joint  les  sommets  C et  F au  milieu  I de  l’arèto 
AB,  on  verra  que  l’angle  QF  mesure  l’inclinaison 
demandée.  Il  suffira  donc  de  construire  le  triangle  CIF  dont  les  trois  côtés 
sont  connus  ; FC  est  déterminé,  puis«]ue  dans  le  triangle  isocèle  CBF  on 
connaît  les  côtés  BC  et  BF  et  l'angle  B.  La  mesure  directe  ou  le  calcul 
donne 


i38“  II'  22",8. 
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LIVRE  PREMIER. 

THÉORIE  DES  RAPPORTS  TRIGONOMÉTRIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉFINITIO^S. 


Notions  préliminaires. 

1.  Les  figures  de  la  gcomélric  présenlent  des  côtés  et  des 
angles.  Pour  soumellre  au  calcul  les  relations  qui  existent  seu- 
lement entre  les  côtés  d’une  figure,  il  suffit  de  faire  choix 
d’une  unité  de  longueur  et  de  comparer  tous  les  côtés  de  la 
figure  à cette  unité.  La  considération  d’un  côté  se  trouve  ainsi 
remplacée  par  celle  du  nombre  qui  représente  son  rapporta 
l’unité. 

Quant  aux  angles,  on  les  compare  entre  eux  dé  la  manière 
suivante.  On  remarque  qu’à  un  même  angle  XOY  [Jîg.  i)  cor- 
respondent un  nombre  indéfini  d’arcs 
••‘‘B  ' ■ AB,  A'B',  A"B", . . . , décrits  de  son  som- 

met comme  centre  et  interceptés  entre 
ses  côtés.  Ces  arcs  sont  semblables,  et 
l’on  a [Géom.,  134) 

AB  A'B'  A"  B" 

OA  “ OA'  “ OA" 


Ce  qu’il  y a ici  de  constant,  c’esi  le 
rapport  de  l’arc  intercepté  (supposé  rectifié)  au  rayon  choisi. 
On  peut  donc  prendre  ce  rapport  pour  la  mesure  de  l’angle 
considéré  et,  en  désignant  l’arc  AB  par  S,  le  rayon  OA  par  R, 
écrire 

angle  XOY  = 

L’unité  d’angle  est  alors  l’angle  qui,  au  centre  d’un  cercle 
quelconque,  intercepte  un  arc  égal  en  longueur  au  rayon  de  ce 
cercle. 

Comme  la  longueur  d’un  arc  est  donnée  par  la  formule  gé- 
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ncralé  1=  [Géom.,  1331,  J'  faisani  / = R,  que 

le  nombre  de  degrés  de  cet  angle  unité  est 

n = — = 5^"  i7'44",'j5. 

TT 

Si  l'on  choisit  le  rayon  pour  unité  de  longueur,  le  nombre 
qui  mesure  l'arc  rectifié  mesure  aussi  l'angle.  Dans  ce  cas,  la 
circonférence  étant  représentée  par  ajr,  les  arcs  peuvent  être 
indiqués  indifféremment  en  degrés  ou  en  fractions  du  nom- 


bre jr.  Ainsi,  l'on  dira  ; arc  de  45"  ou  arc  arc  de  6o®  ou  arc 


3’ 


etc. 


Si  l'on  veut  maintenant  établir  les  relations  qui  lient  les 
cotés  et  les  angles  d'une  même  figure,  iV  faut  pouvoir  rem- 
placer la  considéra!  ion  des  angles  parcelle  de  certains  rapports 
entre  longueurs;  et  la  condition  expresse  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  sera  la  suivante  : L'angle,  étant  donné,  les  rapports  dont 
nous  parlons  devront  être  complètement  déterminés;  récipro- 
quement, ces  rapports  étant  donnés,  l'angle  detTa  être  à son 
tour  parfaitement  défini. 

La  trigonométrie  traite  de  ces  rapports  particuliers  qu’on  a 
nommés  rapports  tri  go  no  métriques.  Son  but  général  est  l’iVi- 
troduction  des  angles  dans  le  calcul,  son  but  spécial  la  réso- 
lution des  triangles  qui  composent  toutes  les  figures. 


2.  Soit  une  circonférence  quelconque  [fig.  2).  Traçons  par 
son  centre  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY.  On  pourra  prendre 
le  point  A,  commun  à la  circonb'rence 
et  à l’axe  OX,  pour  point  de  départ  ou 
origine  des  arcs  comptés  sur  cette  cii^ 
conférence.  D’après  la  règle  de  Des- 
caries [^Ig.  élém.,  161),  on  devra  re- 
garder comme  positifs  les  arcs  comptés 
dans  un  certain  sens,  dans  le  sens  de  A 
vers  B,  par  exemple,  et  comme  néga- 
tifs les  arcs  comptés  en  sens  contraire, 
dans  le  sens  de  A vers  B'. 

Les  arcs  considérés  pourront  dépas- 
ser un  nombre  quelconque  de  circonférences;  car,  après  avoir 
décrit  une  circonférence  et  être  revenu  au  point  de  départ, 
on  peut  en  décrire  une  seconde,  et  ainsi  de  suite,  puis  s’ar- 
rêter eu  un  point  quelconque  M,  qui  sera  ce  qu’on  appelle 
Yexlrémité  de  l'arc. 

Deux  arcs  dont  la  somme  cqdivaut  à un  quart  de  circonfé- 
rence sont  deux  arcs  complémentaires.  Deux  arcs  dont  la 
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somme  équivaut  à une  denii-c-irconférence  sont  deux  arcs  sup- 
plémentaires. La  somme  de  deux  arcs  complémentaires  [dans 

le  cercle  de  rayon  i)  est  égalcà^yla  somme  de  deux  arcs  sup- 
plémentaires est  égale  à jt.  ' ' ^ 

Pour  déterminer  sur  le  plan  du  cercle  la  position  d’un  point 
quelconque  M pris  sur  la  circonférence,  on  naènera  parce  point 
M deux  parallèles  MQ  et  MP  aux  axes  OX  et  O Y.  I.es  lon- 
gueurs MQ  = OP,  MP  = OQ,  étant  déterminées,  la  position 
du  point  M le  sera.  Car,  si  l’on  mène  par  le  point  P une  paral- 
lèle à l’axe  OY,  par  le  point  Q une  parallèle  à l’axe  OX,  elles 
viendront  se  croiser  sur  la  circonférence  au  point  M. 

La  distance  OP  s’appelle  Vabscisse  du  point  M,  la  distance 
MP  en  est  V ordonnée  : les  longueurs  OP  et  MP  considérées  si- 
multanément sont  les  coordonnées  du  point  M. 

OX  est  Vaxe  des  abscisses,  OY  Vaxe  des  ordonnées  : ces 
axes  considérés  simultanément  sont  les  axes  des  coordonnées,  ' 
leur  intersection  O est  Vorigine  des  coordonnées.  On  indique  l 
l’abscisse  d’un  point  par  la  lettre  x,  son  ordonnée  par  la 
lettre  y. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  abscisses  devront  être 
affectées  de  signes  différents,  suivant  qu’elles  seront  comptées 
à droite  ou  à gauche  du  point  O : ainsi,  les  points  M et  M” 
ayant  pour  abscisse  commune  -t-  OP,  les  points  M'  et  M" 
auront  pour  abscisse  commune  — OP'.  De  même,  les  ordon- 
nées devront  être  affectées  de  signes  contraires,  suivant  que 
les  points  considérés  seront  situés  au-dessus  ou  au-dessous  de 
l’axe  des  abscisses.  En  effet,  les  ordonnées  peuvent  être  re- 
^jiprtées  et  comjnées  sur  l’axe  des  ordonnées,  soit  au-dessus, 
soit  au-dessous  du  point  O,  à partir  de  ce  point  : ainsi,  les 
points  M et  M'  ayant  pour  ordonnée  commune  -f-  OQ,  les 
points  M"  et  M*  auront  pour  ordonnée  commune  — OQ'. 

Ces  détails  reviendront  et  seront  tout  à fait  à leur  place, 
lorsque  nous  commencerons  la  Géométrie  analytique.  Nous 
n’îtvons  indiqué  ce  mode  de  détermination  d’un  point  dans  un 
plan,  que  pour  rendre  nos  définitions  plus  simples  et  plus 
nettes. 

3.  Étant  donné  l’angle  AOM  ou  l’arc  AM  [Jig.  a),  on  appelle 
sinus  de  cet  angle  ou  de  cet  arc  le  rapport  de  l’ordonnée  MP 
du  point  M,  extrémité  de  l’arc,  au  rayonOM  de  cet  arc,  et  l’on 
écrit 

ixf  MP 
sinAM  = ^. 

On  appelle  cosinus  de  cet  angle  ou  de  cet  arc  le  rapport 
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Je  l’abscisse  OP  du  point  M an  rayon  OM,  et  l’on  ^ril 


cosAM  = 


OP 

OM' 


On  appelle  tangente  de  cet  angle  ou  de  cet  arc  le  rapport  de 
l’ordonnée  MP  à l'abscisse  OP,  et  l’on  écrit 


tangAM  = 


OP' 


Les  inverses  des  rapports  que  nous  venons  d’indiquer  ont 
reçu  des  noms  spéciaux.  La  cosécante  de  l’arc  AM  est  l’inverse 
du  sinus.’et  l’on  écrit 

cosec  AM  = -ïrr,’ 


La  sécante  de  l’arc  AM  est  l’inverse  du  cosinus,  et  l’on 


écrit 


sécAM  = 


OM 

OP' 


La  cotangente  de  l’arc  AM  est  l’inverselfle  la. tangente,  et 
l’on  écrit 


OP 

C01AM  = ïî7,- 
MF 


Désignons  d’une  manière  générale  l’arc  AM  par  a,  le  rayon 
OM  par  r;  soient  x et  j les  coordonnées  du  point  M extrémité 
de  l’arc  AM.  On  aura 


I 


r 

smn  = •-> 
r 

3C 

cosa= 

r 

tanga  = ^, 

r 

COSCC«=  - J 

séca  = -i 

cot  a = -• 

. r 

X 

■■  X 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  choix  du  rayon  n’ 
en  rien  sur  la  valeur  des  rapports  trigonométriques  d’un 
précisément  parce  que  ce  sont  des  rapports.  Si  le  rayon 
change,  on  passe,  pour  le  même  angle,  du  triangle  OPM  à un 
autre  triangle  qui  lui  est  semblable,  et  dont  les  côtés  présentent 
par  conséquent  entre  eux  des  rapports  égaux  à ceux  qui  lient 
les  côtés  du  triangle  OPM. 

A.  Il  est  facile  de  justifier  les  dénominations  employées.  Si 
l’on  suppose  que  le  rayon  de  l’arc  soit  pris  pour  unité,  on 
aura 

sinfl=j,  cosfl  = x,  tang«=i» 

1,1  X 

cosecrt=-^  séca=-,  cotr/=-« 

r ^ X . 
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Dans  ce  cas,  le  sinus  égal  à l’ordonnée  MP  [Jîg.  3)  est  la 
moitié  de  la  corde  qui  sous-tend  l’arc  MM"  double  de  l’arc  AM 

considéré.  Semi-inscripta  signifiant 
demi  (corde)  inscrite,  la  lettre  * et 
les  deux  lettres  in  ontformé  avec  la 
terminaison  us  le  mot  sinus. 

Si  l’on  mène  par  l’origine  de  l’arc 
jusqu’au  rayon  qui  passe  par  son 
extrémité  la  tangente  AT,  les  trian- 
gles semblables  DPM,  OAT,  donnent 

^•  = ^ = AT. 

X I 

Le  rapport  ^ est  donc  alors  repré- 

senté  par  la  tangente  AT.  Il  est  bon  de  remarquer  qu’il  est 
également  représenté  par  la  tangente  MS  = AT  en  vertu  de 
l’égalité  des  triangles  OAT,  OMS. 

Les  deux  triangles  OPM,  OAT,  donnent  également,  dans  le 
cas  du  rayon  égal  à l’unité. 


X I 


Le  rapport  - est  donc  alors  représenté  par  la  portion  de  sécante 

comprise,  sur  la  direction  du  rayon  OM,  entre  le  centre  de  l’arc 
et  le  point  T.  Il  est  important  de  remarquer  que  ce  rapport  est 
également  représenté  par  la  portion  de  sécante  OS  = OT. 

L’arc  a = AM  a pour  complément  l’arc  BM  = ~ — a.  Si  l’on 

prend  pour  origine  de  ce  dernier  arc  le  point  B et  si  on  le  sup- 
pose par  suite  décrit  positivement  de  B vers  M,  MQ  ou 
OP  = cosa,  représentera  son  sinus.  De  même,  BN  = MV 
représentera  sa  tangente,  ON  = OV  représentera  sa  sécante. 
D’ailleurs,  les  triangles  semblables  OAT,  OBN,  donnent 


Fig.  3. 


BN_ 

1 “AT 


= cota; 


de  même,  les  triangles  semblables  OPM,  OBN,  donnent 

ON  I , 

— = - = coséca. 

» r 

II.  ao 
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En  résumé,  on  aura  donc 


sin 

tang 

séc 


cosa, 


(î-“)  = 

(-;-»)= 

=coséca. 


cota, 


Ainsi,  le  cosinus,  la  cotangente,  la  cosécante  d’un  arc,  ne 
sont  autre  chose  que  le  sinus,  la  tangente,  la  sécante  de  l’arc 
complémentaire;  d’où  les  noms  donnés  à ces  rapports.  Le  co- 
sinus, la  colangente  et  la  cosécante  d’un  arc  sont  quelquefois 
appelés  rapports  trigonométriques  indirects,  tandis  que  le 
sinus,  la  tangente  et  la  sécante  constituent  les  rapports  trigo- 
nométriques directs. 

On  fait  un  usage  continuel  des  formules  précédentes. 

En  terminant  ce  paragraphe  et  en  se  reportant  à layîg-.  3, 
il  est  utile  de  rappeler  que,  lorsque  le  rayon  est  pris  pour 
unité,  la  perpendiculaire  MP  représente  le  sinus  de  l’arc  AM, 
la  disunce  OP  son  cosinus,  la  tangente  AT  sa  tangente;  de 
môme,  la  disurice  ON  = OV  représente  sa  cosécante,  la  dis- 
tance OT=OS  sa  sécante,  la  tangente  BN  = MV  sa  cotangente. 
Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  définitions  du  n°  3 
sont  les  seules  générales. 

■5.  Il  est  évident  que  l’arc  étant  donné,  les  rapports  trigono- 
mélriques  correspondants  le  sont  également.  Réciproquement, 

si  l’on  suppose  l’arc  considéré  plus  petit  que  il  sera  déter- 
miné si  l’on  connaît  son  rayon  et  l’un  quelconque  de  ses  rap- 
ports trigonométriques,  son  sinus  par  exemple. 

En  effet,  r étant  donné  ainsi  que  sin  a,  on  déduira  de  la  re- 
lation sin  a = r sin  a.  On  prendra  alors,  à partir  du 

point  O,  sur  l’axe  OY  et  dans  le  sens  convenable  (2),  une  lon- 
.gueur  OQ  =y  [fig.  3).  On  mènera  par  le  point  Q une  paral- 
lèle QM  à l’axe  OX,  et  le  point  M sera  l’extrémité  de  l’arc 
demandé. 


6.  Les  rapports  trigonométriques  les  plus  employés  sont  le 
sinus,  le  cosinus  et  la  tangente.  Nous  allons  donc  étudier  spé- 
cialement les  variations  de  ces  rapports.  Celles  de  la  cosécante, 
de  la  sécante  et  de  la  cotangente,  qui  sont  leurs  inverses, 
pourront  ensuite  être  immédiatement  définies. 
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Fig.  4- 


Variations  dn  sinus. 

7.  Si  du  point  O comme  centre  [Jig>  4)i  avec  un  rayon  égal 
à l’unité,  on  décrit  une  circonférence, 
l’arc  a intercepté  sur  cette  circonfé- 
rence par  l’angle  AOM,  mesurera  cet 
angle  etaura,  d'après  ce  qui  précède  (3), 
lemême  sinus  que  l’arc  AM.  On  pourra 
donc  poser 

sina  = 

r 


ir 

t 

J 

M 

\- 

Q / 

*'lr 

r )a  1 

• % *\ 

<r  \ 

IP 

M* 

i 1 

V 

. 

Supposons  l’arc  a plus  petit  que  90®. 
A mesure  que  l’arc  croîtra,  depuis  o 
jusqu’à  90”,  l’ordonnée  y croîtra  : le  sinus  croit  donc  alors 
avec  r arc. 

Pour  0 = 0,  on  a y = o.  Pour  o = la  corde  MM*  est 
égale  au  côté  du  carré  inscrit; y*,  qui  en  est  la  moitié,  est  donc 
égale  à Enfin,  pour  o=  -»  on  a y=r.  On  peut  donc 

2 SU 

écrire  : 

\f7. 


sino  = o,  sin  •T  = sin45”  = — 1 

4 2 


sin  - = sin  90»  = I . 


Lorsque  l’extrémité  de  l’arc  est  dans  le  second  quadrant,  le 
sinus  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier, 
prises  en  ordre  inverse. 

En  effet,  les  siniis  de  deux  arcs  supplémentaires  sont  égaux 
et  de  même  signe.  Soit  l'arc  .\M  IJig.  4).  Menons  par  l’extré- 
mité M la  parallèle  MM'  à l’axe  OX.  Les  arcs  .VM  et  AM'  seront 
évidemment  supplémentaires,  puisque  les  arcs  .AM  et  .\'M'  se- 
ront égaux.  Mais  les  extrémités  M et  M'  ayant  des  ordonnées 
égales  et  de  même  signe,  les  sinus  des  arcs  AM  et  AM'  seront 
égaux  et  de  même  signe.  —T  /* 

La  formule 

sin  (ir  — o)=sina 

exprime  celte  importante  propriété. 

On  voit  que,  l’arc  croissant  depuis 90®  jusqu’à  180®,  le  sinus 
diminuera  depuis  i jusqu’à  o. 

Lorsque  l’extrémité  de  l’arc  tombe  dans  le  troisième  ou  le  * 
quatrième  quadrant,  le  sinus  est  négatif  (2);  mais,  de  i82>°à 
36o®,  il  repasse  i'une  manière  absolue  par  les  mêmes  valeurs 
que  de  o à 180®.  En  effet,  les  ordonnées  des  points  symétrl- 

an. 
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quement  placés  par  rappori  à l’axe  des  abscisses  étant  égales 
et  de  signes  contraires,  des  arcs  tels  que  AM  et  AM"  ou  tels 
que  AM'  et  AM*  ont  nécessairement  des  sinus  égaux  et  de 
signes  contraires.  L’arc  croissant  depuis  i8o”  jusqu’à  270®,  le 
sinus  décroîtra  donc  depuis  o jusqu’à  — i,  et  l’arc  croissant 
depuis  270"  jusqu’à  36o“,  le  sinus  croîtra  algébriquement  de- 
puis — I jusqu’à  O. 

La  figure  montre  que  les  arcs  qui  diffèrent  d'une  demi-cir- 
conférence, comme  les  arcs  AM  et  AM*,  ont  des  sinus  égaux 
et  de  signes  contraires.  C’est  ce  qu’exprime  la  formule 

sin(r-f-a)  = — sinfl. 

Quand  on  augmente  un  arc  d’un  nombre  quelconque  de  cir- 
conférences,  son  sinus  ne  change  pas;  puisque  l’arc  conservant 
toujours  la  même  extrémité,  c’est  aussi  la  même  ordonnée 
qu’on  doit  comparer  au  rayon.  Désignons  par  2ntr  un  nombre 
quelconque  de  circonférences  de  rayon  égal  à l’unité,  n étant 
un  entier  quelconque.  Nous  aurons 


La  formule 


sin(2n«-|-a)  = sin  a. 


donnera  alors 


sin  (ir  — a)  = sin  a 


sin  (anw -h  ir  — a)  = sin  a, 

ce  qui  revient  à 

sin[(2n-t-  i)«  — a]  = sinn. 


Il  en  résulte  que  toiu  les  arcs  qui  ont  même  sinus  que  f arc  a 
sont  renfermés  dans  les  deux  formules 

2Jir-i-a  et  (2/n-i)ir  — a. 


Les  arcs  égaux  et  de  signes  contrairei  ont  aussi  des  sinus 
égaux  et  de  signes  contraires;  car  leurs  extrémités  sont  sy- 
métriquement placées  par  rapport  à l’axe  OX.  Ainsi,  les  arcs 
AM  et  AM*  {Jig.  4)  ont  des  sinus  égaux  et  de  signes  contraires  : 
c’e.sl  ce  qu’exprime  la  formule 


sin  ( — fl)  = — sin  a. 


. (In  voit  que  les  variations  du  sinus  ont  pour  limites  H-  t 
e/  ■ — I.  Le  sinus  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  pos- 
sibles entre  o et  i , toutes  les  valeurs  négatives  possibles  entre 
O et  — 1 . Une  quantité  plus  petite  que  1 et  plus  grande  que 
- — I peut  donc  toujours  être  représentée  par  le  sinus  d’un 

certain  arc. 

On  peut  trouver  directement,  à l’aide  des  polygones  régu- 
liers, les  sinus  de  certains  arcs. 
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L’ordonnée  de  l’extrémité  de  l’arc  de  6o°  est  la  moitié  de  la 
corde  qui  sous-tend  l’arc  de  120“  (3, 4),  c’est-à-dire  la  moitié 
du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  qui  est  égal  a rv^3 
{Géom,,  1^).  On  aura  donc 

„ sinoo"  = sin  ^ = - — • 

3 2 

» ^ 

L’ordonnée  de  l’extrémité  de  l’arc  de  So”  est  la  moitié  de  la» 
corde  qui  sous-tend  l’arc  de  6o“,  c’est-à-dire  la  moitié  du 
côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit,  qui  est  égal  à r.  On  aura 
donc 

stn  3o®  = sin  TT  = - • 

O 2 

De  même,  l’ordonnée  de  l’extrémité  de  l’arc  de  18®  est  la 
moitié  de  la  corde  qui  sous-tend  l’arc  de  36®,  c’est-à-dire  la 
moitié  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit,  qui  est  égal  à 

(Géom.,  129). 

On  aurà  <^nc 

sin  18®  = sin -^  = — ‘ • ‘ • 

10  4 . * 

4 . • 

VariationB  du  cosinus.  s . 


8.  Le  cosinus  d’un  arc  étant  égal  au  sinusj^^on  coniplé- 
ment  (4),  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  (T^R^jl^produira 
dans  un  autre  ordre  pour  le  cosinus.  Néaninoijl^il  n’est  pas 
inutile  d’indiquer  directement  les  variations 
On  a 

X. 

cos  a s=r  *- 

• -I*  , 

Supposons  l’arc  a plus  petilque  9<r..  A mesure  quq 
depuiso  jusqu’à  go®,  l’abscisse  ardéèroliM  î 
donc  alors  en  même  temps  que  F arc  augmente. 

TT 

Pour  a = O,  on  a x = r.  Pour  la  distance  OP  est 


égale  à l’ordonnée  MP  {Jig.  4),  c’est-à-dire  à 
pour  a = -*  on  a a:=  O.  On  peut  donc  écrire  : 


;•  va 


Enfin, 


COSO=l,  COS -7  = COS45"  = -^>  cos  - = cos  QO®  = O. 

4 2 2^ 

' Lorsque  l’extrémité  de  l’arc  est  dans  fe  second  quadrant,  le 
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cosinus  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier, 
prises  en  ordre  inverse  el  affectées  d’un  signe  contraire. 

En  effet,  les  cosinus  de  deux  arcs  supplémentaires  sont 
égaux  el  de  signes  contraires.  Les  arcs  AM  et  AM'  (Jig.  4)  étant 
supplémentaires,  leurs  extrémités  M et  M'  ont  des  abscisses 
égales  et  de  signes  contraires,  et  les  cosinus  de  ces  arcs  sont 
eux-mêmes  égaux  Qt  de  signes  contraires. 

/ La  formule 

cos  (w — a)  = — cosa 


exprime  cette  importante  propriété. 

On  volt  que  l’arc  croissant  depuis  90“  jusqu’à  180%  le  cosi- 
nus diminuera  depuis  o jusqu’à  — i . 

Lorsque  l’extrémité  de  l’arc  tombe  dans  le  troisième  qua- 
drant, le  cosinus  est  négatif;  il  est  positif  lorsque  cette  extré- 
mité tombe  dans  le  quatrième  quadrant.  Mais,  de  180°  à Stio", 
le  cosinus  repasse  d’une  manière  absolue  par  les  mêmes  va- 
leurs que  de  O à 180".  En  effet,  les  abscisses  des  points  symé- 
triquement placés  par  rapport  à l’axe  des  abscisses  étant  (^les 
et  de  même  signe,  des  arcs  tels  que  AM  et  AM*  ou  tels  que 
AM'  et  AM*  ont  nécessairement  des  cosinus  égaux  et  de  même 
signe.  L’arc  croissant  depuis  180"  jusqu’à  27o®,*lè  -ebsinus 
‘croîtra  donc  depuis  — i jusqu’à  o,  et  l’arc  croissant  depuis  270® 
! jus(|u’à  36o®,  le  cosinus  croîtra  depuis  o jusqu’à  i . 

I.a  figure  montre  que  les  arcs  qui  diffèrent  d’une  demi-ciiy 
conférence,  comme  les  arcs  AM  et  AM",  ont  des  cosinus  égaux 
et  de  signes  contraires;  et  que  les  arcs  dont  la  somme  est 
égale  à une  circonférence  entière,  comme  les  arcs  AM  et  AM*, 
ont  des  cosinus  égaux  et  de  même  signe.  C’est  ce  qu'expri- 
ment les  formules 


cos  (jr-4-ajr= — COSfl,  cos{2w  — a)  = coso. 

Quand  on  augmente  un  arc  d’un^  nombre  quelconque  de 
circonférences,  son  cosinus  ne  change  pas,  puisque  l’arc  con- 
servant toujours  la  même  extrémité,  c’est  aussi  la  même  ab- 
scisse qu’on  doit  comparerai!  rayon.  Désignons  par  2/1  jr  un 
nombre  quelconque  de  circonférences,  n étant  un  entier  quel- 
conque. Nous  aurons 

cos  (2/nr  -Ha)  =cos a. 

La  formule 


donnera  alors 


cos  (2«  — a)  =cosa 


cos  (2/iir  — a]  = cosa. 


Il  en  résulte  que  tous  les  arcs  qui'  ont  même  cosinus  que 
l'arc  a sont  renfermés  dans  les  deux  formules 


2nir-4-a  et  2nn  — a. 
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Le»  arcs  égaux  et  de  signet  contraires  ont  des  cosinus  égaux 
et  de  même  signe;  car  leurs  extrémités  sont  symétriquement 
placées  par  rapport  à l’axe  OX.  Ainsi,  les  arcs  AM  et  AM”  ont 
des  cosinus  identiques.  C’est  ce  qu'exprime  la  formule 

cos  ( — a ) = cos  <z. 

On  voit  que  les  variations  du  cosinus  sont  comprises  entre 
H-  I et  — I.  Une  quantité  plus  petite  que  i et  plus  grande  que 

— I peut  donc  toujours  être  représentée  par  le  cosinus  d’un 
certain  arc. 

Variatiooa  de  la  tangente. 

9.  On  a tanga  = Supposons  l’arc  a plus  petit  que  90°.  A 

mesure  que  l’arc  croîtra  depuis  o jusqu’à  go®,  l’ordonnée  y 
croîtra  et  l’abscisse  x diminuera.  Pour  cette  double  raison,  la 
tangente  croit  donc  alors  avec  l’arc. 

Pour  a = O,  011  a / = O et  X = r.  Pour  « = ^ » on  a y = x, 

puisque  le  triangle  OPM  devient  isocèle  [fig.  4).  Pour  <*=  “> 
on  a J = r et  X = O.  On  peut  donc  écrire 

tango  = O,  • 

tang^=  tang45"=  I, 

îT  r 

tang-  = tanggo”  = - =x> . 

Lorsque  l’extrémhé  de  l’arc  estdans  le  second  quadrant,  la 
tangente  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier# 
mais  prises  en  ordre  inverse  et  affectées  d’un  signe  contraire. 

En  effet,  les  tangentes  de  deux  arcs  supplémentaires  sont 
égales  et  de  signes  contraires.  Car,  si  l’on  se  reporte  à la  figure, 
on  voit  que  les  extrémités  des  arcs  supplémentaires  AM  et  .\M'  ' 

ont  des  ordonnées  égales  et  de  même  signe  en  même  temps 
que  des  abscisses  égales  et  de  signes  contraires,  les  points  M 
et  M'  étant  symétriques  par  rapport  à l’axe  OY.  Il  en  résulte 
que  les  rapports  qui  expriment  les  tangentes  de  deux  arcs  sup- 
plémentaires, sont  nécessairement  égaux  et  de  signes  con- 
traires. C’est  ce  que  rappelle  la  formule 

tang  (ir — c)  = — langfl. 

L’arc  croissant  de  90®  jusqu’à  180®,  la  tangente  croîtra  donc 
algébriquement,  depuis  — 00  jusqu’à  o.  Nous  disons  depuis 

— 00  , parce  que  l’arc  de  go"  peut  être  regardé  à la  fois  comme 
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la  limite  des  arcs  qui,  croissant  depuis  o jusqu'à  90%  ont  des 
tangentes  positives,  et  comme  la  limite  des  arcs  qui,  décrois- 
sant depuis  180”  jusqu’à  90”,  Ont  des  tangentes  négatives. 

Lorsque  l’arc  croit  de  180"  jusqu’à  270“,  la  tangente  repasse 
par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier  quadrant;  et  lorsque 
l’arc  croit  de  270"  jusqu’à  36o",  la  tangente  repasse  par  les 
mêmes  valeurs  que  dans  le  second  quadrant.  En  effet,  les  arcs 
qui  diffèrent  d’une  demi-circonférence,  comme  les  arcs  AM  et 
AM",  ou  comme  les  arcs  AM'  et  AM",  ont  la  même  tangente, 
- parce  que  leurs  extrémités  coïncidant  avec  celles  d’un  même 
diamètre,  ont  nécessairement  des  coordonnées  égales  en  va- 
leur absolue,  mais  de  signes  contraires.  11  en  résulte  que  le 
rapport  de  ces  coordonnées  reste  toujours  le  même  en  valeur 
et  en  signe.  C’est  ce  qu’exprime  la  formule 

tang(ir-(-a)  = tanga. 

Ainsi,  de  180“  à 270®,  la  tangente  croit  de  o à -t-  x ; de  270®  à 
3Go®  elle  croit  algébriquement  de  — œ à o. 

La  remarque  précédente  montre  que  lorsqu’on  augmente  un 
arc  d’un  nombre  quelconque  de  demi-circonférences,  sa  tan- 
gente ne  varie  pas.  Désignons  par  me  un  nombre  quelconque 
de  demi-circonférences,  n étant  un  entier  quelconque.  Nous 
aurons 

■ tang(n7T a)  = tanga. 

. Tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  que  l’arc  a,  sont  donc 
compris  dans  la  formule 

m:  -t-  a. 

Les  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  ont  aussi  des  tangentes 
égales  et  de  signes  contraires;  car  leurs  extrémités  sont  symé- 
triquement placées  par  rapport  à l’axe  OX,  de  sorte  que  ces 
extrémités  ayant  des  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires 
et  la  même  abscisse,  les  rapports  formés  par  leurs  coordonnées 
respectives  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  C’est  ce  qu’ex- 
prime lu  formule 

lang(  — o)= — tanga. 

On  voit  que  les  variations  de  la  tangente  ant  pour  limites 
-f-  X et  — » . La  tangente  peut  prendre  toutes  les  valeurs  po- 
sitives possibles  entre  o et-t-œ  , toutes  les  valeurs  négatives 
possibles  entre  o et  — œ . l ue  quantité  réelle  quelconque  peut 
donc  toujours  être  représentée  par  la  tangente  d 'un  certain  aie. 

10.  Remarques.  — Ce  qui  précède  permet  d’établir  pour  les 
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troiü  autres  rapports  trigonométriques  le  tableau  suivant 


cosec  O = — = 00  , 
sino 


coséc  45"  = -T-',--  = 
^ sin45“ 


cosec  90"  : 


singo* 


= I . 


sec  O = = I , 

cos  O 


sec  90"  = 


cüs  90" 


: 00  . 


COt  0 = 


, tango 


= 00 , 


COt  45®  = 


tang  45' 


= *. 


cot  90" = 


tang  90° 


= 0. 


Le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  prennent,  dans  le  premier 
quadrant,  toutes  les  valeurs  qu’ils  peuvent  prendre  en  valeur 
absolue.  Il  en  sera  donc  de  même  pour  leurs  inverses.  De  plus, 
le  signe  d'un  rapport  étant  aussi  celui  de  son  inverse,  le  sinus 
et  la  cosécante,  le  cosinus  et  la  sécante,  la  tangente  et  la  co- 
tangente, ont  toujours  le  même  signe. 

Par  suite,  on  peut  dire  que  la  cosécante,  positive  lorsque 
l’extrémité  de  l’arc  tombe  dans  les  deux  premiers  quadrants, 
négative  lorsque  cette  extrémité  tombe  dans  les  deux  derniers, 
varie  depuis  -i-oo  jusqu’à  4-  i et  depuis  —00  jusqu’à  — 1 ; de 
sorte  qu’elle  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  à l’exception 
de  celles  qui  sont  comprises  entre  -t-  i et  — 1. 

La  sécante,  positive  lorsque  l’extrémité  de  l’arc  tombe  dans 
le  premier  et  le  quatrième  quadrant,  négative  lorsque  cette 
extrémité  tombe  dans  le  second  et  le  troisième,  varie  depuis 
-f-  I jusqu’à  -+-  00  , et  depuis  — i jusqu’à  — 00  ; de  sorte  qu’elle 
prend  toutes  les  valeurs  possibles,  à l’exception  de  celles  qui 
sont  comprises  entre  4-  1 et  — i. 

. Enfin,  la  cotangentc  étant  positive  dans  le  premier  et  le  troi- 
siènte  quadrant,  négative  dans  le  second  et  le  qualrlème,  varie 
comme  la  tangente  depuis  4-  ® jusqu'à  — x . 

11  est  important  de  noter  que  les  six  rapports  Irigonomé- 
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triques  sont  positifs  dans  le  premier  quadrant  et  que,  dans  les 
trois  autres  quadrants,,  il  y a toujours  quatre  rapports  négatifs 
contre  deux  positifs.  C’est  ce  qu’indique  la  fig.  5. 


¥ 


11.  Pour  terminer  ces  notions,  cherchons  ce  que  deviennent 
les  rapports  trigonomélriques  d’un  arc,  lorsqu’on  le  fait  croître 

de  90°. 

Fie-  6.  SoienirarcAMetl’arcAM,  (/g'.C), 

tels  que  les  deux  rayons  OM,  .OM,, 
soient  perpendiculaires.  Le  point  M 
aura  pour  coordonnées  MP  et  OP, 
le  point  M,  aura  pour  coordonnées 
M,  P,  et  — OP,  ; et  les  deux  triangles 
rectangles  OPM,  OP,M,  éunt  égaux, 
on  pourra  poser 


M,P,  = OP,  OP,  = MP, 
ou 

- OP,  = - MP. 


Désignons  par  a l’arc  AM,  l’arc  AM,  sera  ~ Soient  x et/ 

les  coordonnées  du  point  M,  x'  et  /'  celles  du  point  M,  : on 
aura 

y — x,  x'  = — /. 

Par  suite 


r,cs  formules  sont  importantes  à retenir.  ' 
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Relations  entre  les  rapports  trigonométriqnes  d’on  même  arc. 
12.  On  a,  par  définitions  (3), 


X 

sina= - » 
r 

COSfl  = ^j 

r 

tanga  = -» 

, r 

coseca  = - > 
X 

, r 

seca  = -•> 

X 

cota  = -• 
X 

Élevons  au  carré  (*)  les  deux  premières  égalités  et  ajoulons- 
les  membre  ti  membre,  nous  aurons 


sin’a  ■+■  cos’a  : 


Mais  le  triangle  rectangle  OPM  6)  donne 

• . + x’  = r’. 

Par  suite  ■ 

^i)  sln’a+ cos’a=  I. 

Si  l’on  divise  membre  à membre  les  deux  égalités  sur  les- 
quelles on  vient  d’opérer,  on  trouve 


c’est-à-dire 


(2) 


sina X 

cosa  X 


tanga  = 


sina 

cosa 


De  même,  on  peut  écrire  les  trois  égalités  qui  concernent  les 
rapports  trigonométriques  inverses  sous  la  forme 


(3) 

(4) 

(5) 


coséca  = — : — 1 
sma 

, 1 

seca  = 5 

cosa 

I 

cota= 

tanga 


cosa 

sina 


Telles  sont  les  cinq  relations  fondamentales  entre  les  six 
rapports  trigonométriques.  U en  est  d’autres  utiles  à connaître. 
Divisons  par  cos’a  les  deux  membres  de  la  relation  (i)  : il 


(*  ) C’est  le  rapport  sin  a qui  est  élcTC  a»  Carré,  ce  qu'on  pourrait  indiquer 
en  écrivant  (sin  a}’.  On  alTeete,  pniir  plus  du  simplicité,  1«  seul  signe  sin  de 
l'exposant  convenable. 

- Digitiied  by  Google 


3i6 

viendra 


TaiGOMOMÉTRlE 
sin*(i 


+ I = 


ros’a  ■ cos’rt 
Les  relations  (2)  et  (4)  donnent  alors 

sin’a 


tang’a  = 


cos’ a 


et 


Par  suite 


séc’a  = 


cos’ a 


(6)  sec’a  = i -f-  tang’a. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  trois  rapports  directs, 
existent  évidemment  entre  les  trois  rapports  indirects  (4).  On 
peut  donc  poser  immédiatement 

(7)  coséc’a=  I + cot’a. 


Toutes  les  relations  qu’on  vient  d’établir  sont  évidemment 
générales;  car  elles  ne  dépendent  en  rien  de  la  place  occupée 
sur  la  circonférence  par  l’extrémité  de  l’arc  considéré. 

13.  Entre  les  six  rapports  trigonomélriques,  il  existe  cinq 
relations  fondamentales.  On  peut  donc  demander  d’exprimer 
cinq  de  ces  rapports  en  fonction  du  sixième. 

Proposons-nous,  par  exemple,  d’exprimer  en  fonction  de  la 
tangente  les  cinq  autres  rapports  trigonométriques. 

On  a immédiatement  (rel.  5 et  6) 


cota= — î — I sécfl=  I -i-  tang’a. 

tang  a 


La  relation  ( 7 ) donne 


cosec 


c’est-à-dire 


De 


on  déduit  alors 


éc  a = ^ 


I -f- 


V I -t-  tang’a 
cosec  a = 2 — 


tang’a 

ng 
tanga 


sec  a = 


cos  a 


ros  a = — : — = - : 

sec  a I -f-  tang’  a 
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on  déduit 


coséc  a = — — 
sin  a 

I tanga 

coséc  a ^ I tang’a 


On  emploie  très-souvent  les  expressions  du  sinus  et  du  cosi- 
nus en  fonction  de  la  tangente. 

Les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus,  de  la  sécante  et  de  la  eosé- 
cante  exprimées  en  fonction  delà  tangente,  renferment  toutes  un 
radical,  c’est-à-dire  qu’elles  sont  susceptibles  d’un  double  signe; 
la  valeur  de  la  cotangente,  au  contraire,  n’est  susceptible  que 
d’un  signe.  En  effet,  si  l’on  donne  seulement  la  valeur  delà  tan- 
gente, sans  indiquer  l’arc  correspondant,  cette  valeur  répon- 
dra à deux  séries  d’arcs  terrninés  aux  extrémités  d’un  même 
diamètre  (9).  Si  la  tangente  est  positive,  ces  extrémités  tombe- 
ront dans  le  premier  et  le  troisième  quadrant  : la  tangente  et  la 
cotangente  sont  alors  toujours  positives,  tandis  que  les  quatre 
autres  rapports  trigonométriques  peuvent  être  positifs  ou  né- 
gatifs, suivant  qu’on  considère  l’extrémité  située  dans  le  pre- 
mier ou  le  troisième  quadrant.  Au  contraire,  si  la  tangente  est 
négative,  les  extrémités  des  arcs  correspondants  tomberont 
dans  le  second  et  le  quatrième  quadrant  : la  tangente  et  la  co- 
tangente sont  alors  toujours  négatives,  tandis  que  le  sinus  et  la 
cosécante/  positifs  dans  le  second  quadrant,  sont  négatifs  dans 
le  quatrième,  et  que  le  cosinus  et  la  sécante,  négatifs  dans  le 
second  quadrant,  sont  positifs  dans  le  quatrième  (10). 


CHAPITRE  II. 

FORMULES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


Théorie  des  projectiona. 

14.  D’une  manière  générale,  on  entend  par  projection  d’une 
droite  AB  sur  une  autre  droite  OX  prise  pour  axe  de  projec- 
tion, la  portion  ab  de  l’axe  OX  interceptée  par  les  deux 

plans  menés  perpendiculaire- 
ment des  extrémités  de  AB  sur 
OX.  Les  points  a et  4 sont  les 
projections  des  poinu  A et  B sur 
l’axe  l/ig.  7). 

Parlepoint  A,  menons  AC  paral- 
lèle à OX.Cette  parallèle  sera  égale 
à la  projection  ab  [Géom.,  173). 
Si  AB  est  dans  un  même  plan 
avec  l'ax£,  les  trois  points  B,  C,  b. 


J 

I 


V 
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seront  en  ligne  droite;  sinon,  ils  présenteront  la  disposition 
indiquée  sur  la  figure. 

L’angle  de  AB  avec  l’aTC  sera  l’angle  formé  par  AB  avec  la 
parallèle  AC  [Géom.,  158). 

Désignons  cet  angle  par  a.  Le  triangle  ABC  est  rectangle 
en  C : on  peut  donc  regarder  AC  comme  l’abscisse  du  point  B 
• par  rapport  à AC,  le  point  A étant  pris  pour  origine  (2).  On 
aura  alors  par  définition  (3) 

AC 

"°®“=âbT 

Représentons  par  / la  longueur  de  la  droite  AB,  par  p celle 
de  sa  projection.  La  relation  précédente  donnera 

P = /cos  a. 

La  projection  d'une  droite  sur  un  axe  rectiligne  quelconque 
est  donc  égale  à la  longueur  de  cette  droite  multipliée  par  le 
cosinus  de  l’angle  qu  elle  forme  avec  l’axe. 


15.  On  peut  regarder  la  droite  AB  comme  ayant  deux  direc- 
tions, selon  qu’on  marche  de  l’extrémité  A vers  l’extrémité  B 
ou  de  l’extrémité  B vers  l’extrémité  A.  Si,  dans  le  premier  cas, 
la  projection  ab,  comptée  alors  dans  le  sens  de  O vers  X,  est 
considérée  comme  positive,  dans  le  second  on  doit  l’affecter 
du  signe  — , puisqu’elle  se  trouve  comptée  en  sens  in- 
verse. 

. La  convention  suivante  permet  de  ne  pas  se  préoccuper  du 
sens  de  la  projection.  Pour  mesurer  l’angle  d’une  droite  finie 
avec  un  axe  rectiligne,  on  mène  par  le  point  de  départ  de 
cette  droite  une  parallèle  à l’axe;  l’angle  qu’on  obtient  en 
partant  de  Cette  parallèle  et  en  décrivant  au-dessus  d’elle  un 
arc  jusqu’à  la  droite  proposée,  est  l’angle  de  la  droite  avec 


Fig.  8. 


l’axe. 

Si  l’on  parcourt  la  droite  AB  [fg.  8)  en  parlant  du  point  A, 
l’angle  de  AB  avec  l’axe  est  l’angle  aigu  CAB  = a.  Si  l’on  par- 
court la  droite  AB  en  partant  du  point  B,  l’angle  de  AB  ou  mieux 

de  BA  avec  l’axe  est  l’angle  DBA  = a', 
et  cet  angle  tombe  enlre^So"  et  270°. 
Dans  le  premier  cas,  la  projection 
de  AB  est  p = l cos  a ; dans  le  se- 
cond, elle  est  p'  = l cos  a'  ; cos  a' 
est  négatif  et  donne  le  signe  conve- 
nable à la  projection,  pourvu  que  la 
longueur  / soit  toujours  prise  en  va- 
leur absolue. 


Remarquons  que  cos  a'  =cos  (2  it — a')  = cos  ABD.  On  peut 
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donc  remplacer  l'angle  a!  par  l’angle  ABD,  supplément  de 
l’angle  a.  Les  cosinus  de  deux  angles  supplémeniaires  étant 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  a bien  />  = — p' . 

En  résumé,  l'angle  dont  on  introduira  le  cosinus  dans  les 
calculs  sera  le  plus  petit  des  angles  formés  par  la  droite  avec 
la  parallèle  à l’axe,  cette  parallèle  étant  menée  par  le  point 
de  départ  de  la  droite,  et  d'angle  étant  mesuré  au-dessus  ou 
au-dessous  de  cette  parallèle. 

16.  Théorème  fondamental.  — Étant  donné  un  contour  po- 
lygonal quelconque  ABCDE,  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions des  côtés  qui  le  composent  sur  un  axe  ÜX,  est  égale  à 
la  projection  sur  le  même  axe  de  la  ligne  AE  qui  joint  les 
deux  extrémités  du  contour  [fg.  9). 

En  effet,  la  flgure  donne  immédiatement  la  relation  suivante 
entre  la  projection  de  la  ligne  résultante  AE  et  les  projections 
des  côtés  du  contour  : 

ae  = ab  -h  bc  — cd-\-  de.  » 

Désignons  par  a,  a',  a",  a",  les  angles  formés  par  les  côtés 

AB,  BC,  CD,  DE, 
avec  les  parallèles 
AB',  BC',  CD',  DE', 
menées  à l’axe  OX 
par  leurs  différents 
points  de  départ  A, 

B,  C,  D;  désignons 
par  P l’angle  formé 
T par  AE  avec  la  pa- 
rallèle AB'.  Soient 
l,  V,  l",  les  longueurs  des  côtés  du  contour;  soit  L,  la  lon- 
gueur de  AE.  Le  théorème  précédent  (14,  15)  permettra  de 
poser 

ne  = L cos  p,  ab  = /'  cos  a , bc=zl'  cos  a', 

— cd  = l''  cos  a",  de  — r cos  a*. 

En  substituant  dans  l’égalité  précédente,  il  viendra  donc 

L cos  P = / cos  a -+-  /'  cos  a'  -f-  l"  COS  a"  -|-  /”  COS  a”. 

Pour  abréger,  on  écrit  souvent 

Lcos  P = Z / cos  a, 

en  indiquant  par  le  signe  z la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables dont  la  notation  / cos  a rappelle  la  forme  générale. 

Le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  est  d’un  usage  con- 
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tinuel,  comme  lous  ceux  qui  peuvent  fournir  une  relatioit  Im- 
médiate entre  les  données  et  les  inconnues  d’une  (Igure. 

Deux  contours  polygonaux  terminés  aux  mêmes  extré- 
mités ont  des  projections  égales  sur  un  axe  quelconque. 

La  plus  grande  valeur  de  la  somme  s /cos  a a lieu  lorsque  la 
ligne  AE  qui  ferme  le  contour  est  parallèle  à l’axe.  On  a alors 


cos  P = I et  il  cos  a = L. 


Lorsque  la  ligne  qui  ferme  le  contour  est  perpendiculaire  à 
l’axe,  on  a cos  p = o et  il  cos  a = o.  La  même  conséquence  se 
présente  lorsque  le  contour  se  ferme  de  lui-même,  c’est-à-dire 
lorsqu’on  a L = O. 

17.  Considérons  le  parallélipipède  rectangle  OD  io).On 
J,.  aura  [Géom.,  204) 


OD’  = OA»-t-OB’-4-OC». 

Mais  les  triangles  rectangles  OAD,  OBD, 
OCD,  donnent  immédiatement  (14) 

OA  = ODcosDOA, 

OB  = OD  cos  DOB , 

OC  = ODcosDOC. 


Substituant  dans  l’égalité  précédente  et  divisant  les  deux  mem- 
bres par  OD’,  il  viendra  . 

I = cos’DOA  -H  cos’  DOB  -H  cos’DOC. 


On  est  ainsi  conduit  à cette  remarque  : la  somme  des  carrés 
des  cosinus  des  angles  formés  par  une  droite  OD  avec  trois 
axes  rectangulaires  Ox,  O/,  Oz,  est  égale  à l'unité. 

18.  Le  théorème  (14)  subsiste  pour  une  aire  plane  quelcon- 
que projetée  sur  un  plan. 

Je  dis  d’abord  que  la  projection  d’un  triangle  sur  un  plan 
est  égale  à l’aire  du  triangle  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle 

que  son  plan  forme  avec  le  plan  de 
projection. 

Supposons  que  l’un  des  côtés  BC 
du  triangle  donné  ABC  se  trouve 
dans  le  plan  de  projection  P [fg.  1 1). 
La  projection  du  triangle  ABC  sera 
le  triangle  A'BC.  Menons  la  hauteur 
AD  du  triangle  ABC,  A'D  sera  la  hau- 
leur du  triangle  A'BC  (Géom.,  164), 
et  l’angle  de  ces  deux  hauteurs  me- 


Fig.  11. 
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surera  l’angle  « du  plaît  ABC  avec  le  plan  1‘.  On  aura  donc,  à 
la  fois 


abc=bcxai)^ 


A'BC  = 


BCx  A'O 


cos  « = 


A'D 
AI)  ■ 


On  en  déduit 


A'BC  = 


BC  X AD  X cos  a 
= 2 


ABC. cos  a. 


Fig.  U. 


Considérons  le  triangle  ABC  dans  une  position  quelconque 
par  rapport  au  plan  de  projection  P.  On  pourra  toujours,  sans 

altérer  la  valeur  de  la  projection  de 
l’aire  ABC,  transporter  le  plan  P 
parallèlement  à lui-même  jusqu'à 
ce  qu’il  vienne  passer  par  le  point  B. 
Soit  alors  BD  l’intersection  du  plan 
ABC  et  du  plan  P [fig.  12). 

Projetons  les  sommets  A et  C 
en  A'  et  en  C'.  Le  triangle  A' BD 
sera  la  projection  du  triangle  ABD, 
le  triangle  C'BD  celle  du  triangle 
CBD.  Soit  a l’angle  du  plan  ABC  et  du  plan  P.  On  aura,  d’après 
la  démonstration  précédente, 

A'BD  = ABD.cosa,  C' BD  = CBD.  cos  a. 

On  en  déduit,  par  soustraction. 


A'BC'  = ABC.cosï. 

Mais  A'BC'  est  la  projection  du  triangle  ABC  : le  théorème  est 
donc  général. 

Soit  maintenant  un  polygone  plan  quelconque,  dont  je  dé- 
signerai l’aire  par  S.  Soit  S'  l’aire  de  sa  projection  orthogonale 
sur  un  plan  P,  soit  a l'angle  que  son  plan  forme  avec  le  plan  P. 
Le  polygone  S étant  composé  des  triangles  T,  T',  T",...,  sa 
projection  S'  sera  composée  des  triangles  correspondants 
t,  V , et  l’on  aura 


/ = TcOSa,  C = T'COSa,  /"  = T"  COS  a, . • . 


On  en  déduit  immédiatement,  par  addition, 
S'  = S cos  a. 


En  employant  la  méthode  des  limites  {Géom.,  132),  on  élemi 
facilement  ce  résultat  au  cas  d’une  aire  plane  terminée  par  un 
contour  quelconque,  curviligne  ou  semi-curviligne. 

II.  21 
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19.  Les  projêclions  de  la  surface 'S  sur  trois  plans  deux  à 
deux  rectangulaires,  étant  désignées  par  S',  S , S , et  les  angles 
de  S avec  ces  trois  plans,  représentés  par  a,  |5,  7,  on  aura 

S' = S cos  a,  S"=Scosp,  S"  = s cos  7. 


Si  l’on  se  rappelle  que  deux  droites  perpendiculaires  à 
deux  plans  font  entre  elles  le  même  angle  «que  ces  deux 
plans  (Géom.,  190),  on  verra  que  les  angles  a,  p,  7,  satisfont 
nécessairement  (l’T)  à la  relation 

I = cos’ a + cos’ P -H  cos’ 7 . 


Par  conséquent,  en  ajoutant  les  trois  équations  précédentes 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  arrivera  à cette  relation 
remarquable 

S'’  + S"’  + S*’  = S’. 


20.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  montre  qu’il  existe 
entre  une  aire  plane  et  ses  projections  sur  un  plan  les  mêmes 
relations  qu’entre  une  droite  et  ses  projections  sur  un  axe. 
Par  suite,  si  l’on  élève  des  perpendiculaires  aux  plans  des  aires 
considérées,  si  l’on  prend  respectivement  sur  ces  perpendicu- 
laires des  longueurs  proportionnelles  aux  aires  correspon- 
dantes, au  lieu  de  projeter  toutes  les  aires  sur  un  plan,  on 
pourra  projeter  toutes  les  droites  finies  obtenues  sur  un  axe 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  choisi.  Les  angles  formés 
par  les  aires  avec  le  plan  de  projection  sont  ainsi  les  mêmes 
que  les  angles  formés  par  les  droites  avec  l’axe  de  projection, 
et  rés  rapports  des  aires  sont  remplacés  par  des  rapports 
linéaires  égaux.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sut 
ce  sujet. 


Rapports  trigonométriques  de  la  somme  on  de  la  différence 
de  deux  arcs. 

21.  Soient  deux  arcs  quelconques  que  je  désignerai  d’une 
manière  générale  par  a et  par  b.  Soit  A l’origine  des  arcs  sur 
la  circonférence  considérée.  Je  compterai  dans  le  sens  conve- 
nable ; .à  partir  du  point  A,  l’arc  -\B  = n,  à partir  du  point  B, 
l'arc  BC  = b.  En  se  reportant  à la 
Jig.  i3  etaux  définitions  données  dans 
le  chapitre  1,  on  aura 


Fie-  i3. 
lï 


: sin  n. 


OA 

J^=sin/>, 

— Ol> 
OA 


O» 

^=cos«, 
O 


— =cosè. 
COs(n  -t-  /'). 
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Ceci  posé,  les  coniours  ül‘C,  0/»'C,  ayanl  les  iiiômes  exiré- 
inités,  leurs  projections  sur  Taxe  Ox  seront  égalé^ 

La  projection  du  contour  OPC  se  réduit  à — OP,  parce  que 
PC  est  perpendiculaire  à l’axe,  et  que  OP  latt  yn  angle  de  180» 
avec  l’axe,  de  sorte  qu’il  faut  multiplier  OP  par  i pour  avoir 
sa  projection. 

L’angle  de  Op'  avec  Ox  étant  mesuré  par  a,  Ia|»rojeciion  du 
côté  Op'  sera  Op'.cosa. 

L’angle  de  p’C  avec  l’axe  étant  égal  à l’angle  a augrrtenté 
de  yo“,  comme  le  montre  la  parallèle  />'x'  à l’axe  Ox,  la  pro- 
jection du  côté  p'C  sera 

p'O  cos  ’ 

c’est-à-dire  (11  ) 

— p'C.  sin  a. 

La  projection  du  contour  O p'C  sera  donc 
0/>'.cosa  — p'C. sin  a; 
et  l’on  aura  la  relation 

— OP  = Op'.cosa  — p'C. sin  a, 

qu’on  peut  écrire 

— OP  Op'  p'C  . 

-^-j^.cosa-^.sina. 


Remplaçant  les  différents  rapports  obtenus  par  leurs  valeurs, 
il  viendra 

(i)  cos  (a -i-ô)  = cos  a cos  ô —sin  a sin  6. 


I.a  démonstration  que  nous  venons  de  donner  ne  suppo.se 
aucune  disposition  particulière  de  la  figure,  c’est-à-dire  qu’elle 
n’impose  aucunes  valeurs  spéciales  aux  angles  a et  ô;  repo- 
sant sur  le  principe  fondamental  des  projections,  elle  participe 
à toute  sa  généralité.  On  peut  donc  remplacer  dans  la  for- 
mule (1)  l’arc  a par  ^ — a et  l’arc  b par  l’arc  — b.  Il  viendra 
alors 

= cos — a^  cos(—  b) 

^ — a^  sin  ( — b). 


cos[(:-»)-  *] 
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Mais  (3) 


cos 


L\ 

Do  même 


— A j = cos  — (a  + 6)  j =sin(<T  + i>). 


cüs  — rtj  = sinrt,  sin  — a j = cosa. 

Enfin  (8,  7) 

cos  ( — />)  = cos6,  et  sin( — ^)  = — sin^>. 

On  aura  donc,  en  réalilé 

(2)  sin  (a -f- A)  = sina  cos  6 + cosflsin  i. 

En  changeant  dans  les  formules  (i)  et  (2)  6 en  — 6,  on 
trouve  , 

cos(a  — fr)=cosacos( — b)  — sinasin(  — fc), 
sin(a  — f>)=  sina  cos( — b)  + cos a sin  (—/>), 

c’est-à-dire 


(3)  cos(fl  — 6)  =cosflCos6 -F  sinasinA. 

(4)  sin(a  — A)  = sinacos  A — cosasin  A. 

Les  formules  (1),  (2),  (3),  (4),  sont  d’un  usage  continuel, 
et  l’on  doit  les  savoir  par  cœur,  comme  toutes  les  formules 
irigonométriques.  11  est  utile  de  remarquer  que  le  signe  -+- 
du  second  membre  correspond  à cos  (a  — A),  le  signe  — du 
second  membre  correspond  au  contraire  à sin(a  — A). 


22.  On  a (12) 


r ^ sin(a-(-A)  sina  cos  A -(- cosasin  A 

lang(a-i-  ) = cos(a  -h  b)  cos  a cos  A —sina  sin  A 

Divisons  les  deux  termes  du  second  membre  par  le  produit 
cos  a cos  A,  il  viendra 


tang  (a-H  A)  = 


sina  cos  A 
cosa  cos  A 


cos  a sin  A 
cosa  cos  A 


sin  a sin  A 
cosa  cos  A 


Remplaçons 


sin  a 
cosa 


par  tanga 


sin  A 
’ cos  A 


jiar  tang  A,  et  simplifions. 


Nous  trouverons 


lang  (a  -+-  A)  = 


tang  a -t-  tang  A 
I — tanga  tang  A 
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Si  l’on  change  dans  celle  formule  b en  — b,  il  vient  (9) 

, tanga  + lang  (—  b)  tanga  — tang6 


tong(a-f>)=  — . x-bv 

I ' I — tanga  lang  ( — b)  . i 4- tanga  lang  o 


Si  l’on  suppose  que  a soit  égal  à 45“,  on  aura  lang  a = i,  cl, 
par  suite, 

I — lang  A 


lang  (45“  — b)  = ■ 


I 4-  lang  b 
Mnltiplication  et  division  des  arcs. 


23.  Nom  nom  proposons  d’abord,  connaissant  les  rapports 
trigonométriques  d’un  arc,  de  déterminer  les  rapports  trigono- 
mélriques  de  ses  multiples. 

Prenons  les  formules  cos  (a  4-  b),  sin  (a  4-  b),  lang  [a  4-  b], 
et  supposons  que  b devienne  égal  à a.  Nous  aurons 


cos  aa  = cos’a  — sin’a, 
sin  ia  = 1 sin  a cos  a. 


2 tanga 

lang  3 a = • 

I — lang’ a 


< . 


Prenons  les  mêmes  formules  et  supposons  que  b devienne 
égal  à aa.  Nous  trouverons,  en  remplaçant  cosaa,  sinaa, 
lang 2a,  par  les  valeurs  précédentes,  et  en  effectuant  les 
calculs, 

cos3a  = cos’a  — Ssin’acosa, 
sin  3a  = 3 sin  a cos*  a — sin’ a. 


_ 3 tanga  — tangi'a 

tang3a= -5^- 

I — 3 lang’ a 


En  faisant  usage  de  la  relation  i = cos’a  4-  sin’ a,  on  peut  ex- 
primer cos  3a  en  fonction  de  cosa,  sin  3 a en  fonction  de  sin  a. 
On  a alors 

cos  3a  = 4 cos’a  — 3 cosa, 
sin  3a  = 3 sin  a — 4 sin’a. 


En  continuant,  on  arriverait  facilement  aux  rapports  Irigono- 
mélriques.  des  arcs  4«>  5a,  etc.  Nous  donnerons  plus  loin 
[Complément  d’j^lgèbre)  les  valeurs  générales  de  sin  ma,  de 
cos  ma  et  de  lang  ma. 

24.  La  question  inverse  de  la  précédente  est  celle-ci  : Con- 
naissant les  rapports  trigonométriques  d’un  an:,  déterminer 
les  rapports  trigonométriques  d'un  sous-multiple  de  cet  arc. 

‘ I”  Étant  donné  cosa,  cherchons  sin -a  et  eus -a. 
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La  relation  cos aa  = cos’ a — sin’«,  appliquée  aux  arcs  a 

et  -a,  donne 
a 


cosfl  = cos’  - a — sin’  - a. 

a a 


On  a d'ailleurs 


I = cos’  - « + sin’  - a. 
a a 


Par  addition,  il  vient 


+ cos  <i  = a cos’  - 
a 


et,  par  soustraction. 


• — cos«  = a sin’  - 
a 


On  en  déduit 


cos 


COSrt 


sin 


— cos  « 


On  trouve  pour  cos  - « et  sin  ^ a deux  valeurs  égales  et  de 

signes  contraires.  En  effet,  supposons  que  dans  le  cercle  de 
rayon  i,  coso  soit  numériquement  représenté  par  l’abscisse  OP. 
Par  le  point  P,  menons  à l’axe  O7  la  parallèle  MM'  {fig.  14  ). 

Tous  les  arcs  terminés  en  M et 
en  M'  répondront  à la  valeur  de 
cosa.  Pour  avoir  toutes  les  valeurs 

possibles  de  sin  - n et  de  cos  - a, 
a a 


Fiç  i4- 


il  faut  donc  prendre  la  moitié  de 
tous  ces  arcs  ; ce  qui  revient  à 
prendre  seulement  les  moitiés  des 
arcs  AM  et  AM',  considérés  succes- 
sivement comme  positifs  et  comme 
négatifs.  On  obtient  d’abord  l’arc 
positif  AN;  puis  on  remarque  que 
l’arc  positif  AM'  étant  égal  à la  circonférence  entière  moins  un 
arc  égal  à AM,  sa  moitié  sera  égale  à une  demi-circonférence 
moins  un  arc  égal  à AN  : on  obtient  ainsi  un  second  arc  posi- 
tif AN,,  NN,  étant  parallèle  à l’axe  Oj:.  De  même,  la  considé- 
ration de  l’arc  négatif  AM'  conduit  un  arc  négatif  AN',  et  celle 
de  l’arc  négatif  AM  conduit  à un  second  arc  négatif  AN',,  N' N", 
étant  aussi  parallèle  à l’axe  Ox.  Ainsi,  les  moitiés  des  arcs  ter- 
minés en  M et  en  M'  ont  leurs  extrémités  aux  sommets  du 


Digilized  by  Go( 


TniGUMOMÉTHIE. 


337 

rcciangle  NN,N',N';  el,  par  suite,  il  existe  pour  sin  - a deux 

^ t 

valeurs  égales  et  de  signes  contraires  représentées  numérique- 
ment par  les  ordonnées  N/>  et  N'//;  il  existe  de  même  pour 

eos  ^ fl  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  représen- 
tées numériquement  par  les  abscisses  0/>,  Op'. 

Si  l’on  augmentait  les  arcs  AM  et  AM'  d’un  nombre  quel- 
conque de  circonférences,  il  faudrait  augmenter  leurs  moitiés  du 
même  nombre  de  demi-circonférences.  On  passerait  alors  d’un 
sommet  du  rectangle  NN,N',  N'  à ce  même  sommet  ou  au  som- 
met diamétralement  opposé,  c’est-à-dire  qu’on  retrouverait 

toujours  les  mêmes  valeurs  pour  sin  ^ a et  cos  ^ a. 

2“  Étant  donné  sin  a,  cherchons  sin  - a et  cos  - a. 

a 2 

■ La  relation  sin  2a  = 2 sin  a cosa,  appliquée  aux  arcs  a et 

- a,  donne 
2 


1 I 

sm  fl  = 2 sin  - fl  cos  - a. 

2 2 

On  a d’ailleurs 

I = cos’  - fl  -4-  sin’  - a. 

2 2 

Par  addition,  il  vient 

* / I .1 

I -f-  sm  fl  = I cos  - fl  -t-  sm  - fl 
\ 2 2 

et,  par  soustraction,  ' 

I — ^in  a = I cos  -a  — sin  - a 
\ 2 2 

On  a donc 

cos  - fl  -H  sm  - fl  = ± V I -I-  sina , 
22 

cos  - fl  — sin  - fl  = ± J I — sin  fl, 
22’ 

d’où 


cos  - fl  = ± - ( 1/ 1 -t-  sina  dt  1 — sin  a) , 
sin  - a = ± I -I-  sin  fl  ^ i — sin«). 

Dans  ces  formules,  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  doi- 
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vent  se  correspondre;  seulemeni,  le  signe  extérieur  aux  pa- 
renthèses est  indépendant  du  signe  qu’elles  renferment. 

On  trouve  quatre  valeurs,  deux  à deux  égales  et  de  signes 

contraires,  pour  chacun  des  rapports  cos  ^ a et  sin^a;  de 
plus,  les  valeurs  de  sin  ^ a sont  les  mêmes  que  celles  de 

cos  ^ a.  Pour  prouver  qu’il  en  doit  bien  être  ainsi,  nous  nous 

servirons  du  même  procédé  que  dans  le  cas  précédent,  mais 
en  l’employant  sous  forme  algébrique.  Nous  avons  vu  (7)  que 
tous  les  arcs  ayant  sin  a pour  sinus  étaient  renfermés  dans  les 
deux  formules 

2njr-(-a,  (an-t-ijn  — a. 

Pour  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  de  sin  ^ a et  de  cos  ^ a, 

il  faut  prendre  la  moitié  de  tous  ces  arcs.  On  doit  alors  déter- 
miner les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  renfermés  dans  les  deux 
formules 

1 n I 

«ffH — fl,  nir-| fl. 

2 2 2 


Une  valeur  paire  2k  donnée  à n conduit  aux  seules  valeurs 

1 ■ (^  * \ • 

sin  - a et  sin a)=cos-a 

2 \ 2 2 / 2 

ou 

■ I / 7t  1 \ . I 

COS  - a et  cos a 1 = sin  - a. 

2 \2  2 / 2 

En  effet,  oti  peut  augmenter  ou  diminuer  un  arc  d’un  nombre 
entier  quelconque  de  circonférences  nhn,  sans  faire  varier  la 
valeur  du  sinus  ou  du  cosinus  de  cet  arc. 

De  même,  une  valeur  impaire  2fr  -t-  i donnée  à n conduit 
aiix  seules  valeurs 
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3“  Étant  donnée  tang«,  vltervhons  laiig  - a. 

La  relation  lang  2fl  = 2 tanga  ^ appliquée  aux  arcs  a et 

I — taiig'rt 

- a,  donne 
a 

I 

2 tang  - a 

tanga  = ; 

I — tang’  - a 

d’où  l’équation  du  second  degré 

tanga . tang’  ^ a 2 tang  ^ — tanga  = o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  ont  pour  produit  — 1 
élém.,  189),  quelle  que  soit  la  valeur  de  tang  a.  Cher- 
chons ces  racines  sans  résoudre  l’équation. 

Donner  tanga,  c’est  donner  (9)  tous  les  arcs  compris  dans 
la  forfnule 

nit  + a. 

Pour  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  de  tang  ^ a,  il  faut  dé- 
terminer les  tangentes  des  moitiés  de  tous  ces  arcs,  qui  sont 
renfermées  à leur  tour  dans  la  formule 


ir  1 , 

9 — I — a. 

a 2 

Si  l’on  donne  à n la  valeur  paire  2k,  on  obtient 
tang  ^ /fir -t- ^ a j = tang  ^ a , 

quel  que  soit  k ; puisque  la  tangente  d’un  arc  ne  varie  pas  lors- 
que cet  arc  varie  d’un  nombre  exact  de  demi-circonférences. 

Si  l’on  attribue  à n la  valeur  impaire  2k  + i,  on  obtient, 
quel  que  soit  k (11), 


tang  4- ^ -t- ^ a^  = Ung  ^ a)  = - col  1 a. 


Les  deux  racines  demandées  sont  donc 


I 

tang  - « et  — rot 


dont  le  produit  est  bien  égal  k — 1 . 


26.  a représente,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  plus  petit  des 
arcs  qui  correspondent  à la  valeur  attribuée  au  rapport  trigo- 
nométriquc  considéré. 
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Il  esl  utile  de  remarquer  que  lorsque^  au  lieu  de  donner 
seulement  cos  a,  sin  a ou  tang  a,  on  donne  l'arc  a lui-mème,  le 

signe  de  cos  - a,  sin  - « ou  tang  - a,  ne  présente  plus  aucune 

ambiguïté. 

Soit,  par  exemple,  a = 5o”.  ^ a étant  inférieur  à 45°,  son 

sinus  et  son  cosinus  seront  positifs;  mais  son  cosinus  l'em- 
portera sur  son  sinus.  Si  l'on  connaît  sin5o°,  on  devra  donc 
prendre 

sin  25“  = -H  ^ ( \/  I -H  sin  5o“  — ^ i — sin  5o”) , 

cos  25“  = -t-  - ( ^ I -f-  sin  5o“  ■+■  ^ i — sin  5o“). 

2 

Pour  la  trisection  de  l'arc,  on  suivrait  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  venons  d'indiquer  (voir  Noie  II). 

Formules  rendues  calculables  par  logarithmes. 

26.  Cherchons  à rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme 
ou  la  différence  de  deux  rapports  trigonométriques. 

Des  formules 


sin  (a  -f-  6)  = sina  cosb-h  cosasin  b, 
sin  (fl  — 6 ) = sin  a cos  b — cos  a sin  b, 
cos  (fl  4-  — cosfl  cos  b — sin  fl  sin  b, 

cos  (fl  — b)  = cosacosb  + sinasin6. 


on  déduit,  par  addition  et  soustraction, 

sin  {a  + b)  ->r  sin  («  — b]  = asina  cosfc . 
sin  (a  4-  &)  — sin  (a  — b)  = 2 cosa  sinb, 
cos  (fl  4-  b)  4- cos  (fl  — b)  = 2 cos  fl  cos  A, 
cos  (a  — b)  — cos  (fl  -H  ft)  = usina  sin6 . 

Posons 

a ->r  b ■=  P , a — b=zq, 

c'est-à-dire 


n = -{p  + g)  et  b = -{p  — q); 


il  viendra 


sin  /I  4-  sin  g = 2 sin  - (p  4-  g ) cos  - {/>  — g ) • 


sin  P — sing  = 2 cos- (p  4- g)  sin  -(p~q). 


rosp  4-  cosg  = 2 cos^{p  4- g) cos  ^ (/>  — g) , 
rosg  — vosp  = 2 sin  ^ ip  + q]  sin  ^ (p  — g). 
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On  U d’ailleurs 

sin^±:cos9  = sin/>  ±sin  ^ j* 

On  peul  donc  écrire 

sin cosç  = a sin  cos 

sin  P — cos  q=zi  cos  sin 

En  divisant  entre^Ues  les  formules  qui  expriment  la  somme 
ou  la  différence  ae  deux  sinus  ou  de  deux  cosinus,  on  obtient 
les  égalités  suivantes,  qu’il  importe  de  se  rappeler  ; 

sin /> -h  sin  g _ ’ + V)  cos  ^ (y,  - _ lang  + 

sin  P — sin  O i i i ’ 

2cos-(y» -t-^)sin -(p  — 7)  tang-(p  — v) 

• oîr.  - 1 2 sin  - (p -f- a)  cos-(p  — q) 

smp-f-sma  a i, 

— -c = - = iang-(p  -(-a)» 

cosp-t-cosg  I,  . ^ ‘ ^ 


“Cos-(p  + ?)cos-(p—  g) 


2 sin  - (p  H- a)  cos- (p  — a) 
smp  -t-  sin  g a ' a ^ ' 


= cot  -Vp  — q)t 


cosg  — cosp  . I , . . I , 

asm-(p  + g)sin -(p— g) 

a cos-(p  + g)sin -(p  — g) 
smp — sin  g a^  a'^  , 

= tang— (p  — g)» 

cosp-(-cosg  I,  , I , Ojvr  'n 

a cos-(p  + g)  cos-(p  — g) 

a cos- (p -t- g)  sin -(p — g) 
smp  — sin  g a a ^ i. 

— î ■=  cot -(p  4- g)» 

cosg  — cusp  .1,  , . I / , a 

2sin-(p  + g)sin-fp-g) 

. 2 cos- (p  4- g)  cos- (p  — g J 

cosp -+- cosg a''^  ''  a ^ 

cosg  — cosp  ~ ! i~  ~ T ’ 

a sin -(p -4- g)  sin -(p  — g) 


= cot^(p  4-g)cot^(p  — g). 


Oii  a enllii 


tanga ih  tangf»  = 


siiia  , sin<*  sin  a cos/>±cosa  sin  6 


rosa  cos A 


cosa  cosft 
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langa±lang/>  = 


sin  (a  ± b) 
cos  a cos  b 


27.  Proposons-nous  mainlenanl  de  rendre  calculable  par 
logarithmes  une  expression  de  la  forme  x = adzb.  On  sup- 
pose que  a et  6 sont  des  nombres  positifs  dont  on  connaît  seu- 
lement les  logarithmes;  on  suppose  de  plus  «><»  dans  le  cas 
de  x — a — b. 

On  peut  écrire 

x=a{^.±iy 

) 

Si  l’on  considère  le  signe  -1- , on  posera 

- = tang>. 

d'où 

log  tang  <p  = ^ { log />  — log fl ) . 

Il  viendra  alors 

x = a(i -l-ung’T)  = rtüéc>  = -^- 


Si  l’on  considère  le  signe  — , on  posera 

* 

• - = sin’f, 


d’où 


log  sin  ? = ^ ( log  & — log  a). 

Il  viendra  alors 


x = a{i  — sin’(f)  = acos’f. 

28.  Comme  application,  cherchons  l’expression  Irigonomé- 
Irique  des  racines  de  l’égualion  générale  du  second  degré 

ax^  bx  + c = O. 

Les  coefficients  a,  b,  c,  sont  supposés  des  expressions  mo- 
nômes. 

La  formule  de  résolution  est 

— 6±  ^6’  — ^ac 

3C  ■■  ' ■ ' ’ ' “ — - - • 

aa 

I»  Si  l’on  a ft»  — 4ac>o,  les  racines  sont  réelles  et  iné- 
gales. On  peut  toujours  regarder  a comme  positif.  Considé- 
rons d’abc>rd  le  cas  où  c est  ]>  o. 
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En  mellatn  — h en  facienr  coniinun,  on  penl  écrire 


4«c  ....  , . 

quaniile  positive  et  plus  pente  que  i,  puisque  Ion 

a 6’  — ^ac~^o,  peut  être  égalée  à sin’<p.  Il  vient 


On  a (24) 


eosij) 


I — cosif  = 2sin’-Ÿ,  I -t- cos(j>  = 2 ros’ - i)». 

2 2 
r 

Par  conséquent 

/ ^ ' n ^ ' 

X = sin’  - ® , .r  = cos’  - o. 

0 2 a ■?. 

• ^{IC  ' 

Si  l’on  a,  au  contraire,  c<^o,  on  égalé  — quantité  posi-' 
tive,  à tang’ç.  Il  en  résulte 


<_ 


■ b I . \ 

x = 1 1 sec  ® I • 

. aa\  / 


Remplaçant  séc?  séparant  les  racines,  on  obtient 

facilement 


. sin’  - <p 
b 2 ’ 

a ’ cosif 


X"  = 


6 î 


a cos  y 


2"  Si  l'on  a 6* — \ac<^o,  les  racines  sont  imaginaires.  La 
formule  « : 

V — b ±/6*  — ^ac — b± — (4«c — b'}  ■ 

. 2 0 2 0 . •‘rvrVi..  « 

# JÊ^ 

peut  s écrire  . 

La  quantité  est  positive  et  plus  grande  que  i,  puisque  c 

est  forcément  positif  {^Ig.  élém.,  191)  et  que  6’  — l^ac  est 
<0.  On  peut  donc  poser 


4ac  _ 1 

b'  cqs’ÿ’ 


X 
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-I ■ = : ' = = ùnie’t. 

6’  cos’ÿ  cos’f  ® ^ 


Par  suite, 


c'osl-à-dirp  élém.,  186) 


x = - — (irpitaiig?). 


aa 


Il  n’y  a pas  lieu  de  considérer  le  cas  où  l’on  a A’  — ^ac  = o i 
les  racines  sont  alors  réelles  et  égales,  et  x = 


an 


Détermination  directe  des  sinns  et  des  cosinns  des  arcs  multiples 
de  90,  renfermés  dans  le  premier  quadrant. 

29.  Nous  avons  déjà  trouvé  (7) 

— I ^5 

sin45'*  = COS45®  — y sin  i8®  = 00571®  = y 


11  résulte  de  cette  dernière  relation 


cos  I 


8'>  = sin7a«=  y/l  — ^ ~ 


On  peut  alors  obtenir  cos  36“  et  sin  36“  à l’aide  des  formules 
eos36“  = 2COs'i8” — i (24) 


et 


sin  36“=  ^ I — cos’36“. 


(|ui  conduisent  à 


-r-„  1 O -t-  2 \/5 

ros36"= g I 


I -h 


= sin  54*, 


et 


sin  36” 


- 
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(Ml  a (le  iiK^me  (2V) 

sing"  = eos8i®  = - y/i  + sin  — sini8" 


?.  . 


— ^ V3  4-  ^5  — J v'5  — \/5, 

ros^"  = siii8i"  = -v'i  4-  sin  i8“  + - v'i  — sin  i8" 


= ^ V 3 4-  y 5 4-  ^ v'S  — V^. 
biii  3.7"  = cos63“  = - v/i  4-  sin 54“  — -y'i  — sin54" 


= -V54-v/5-^V3-V5. 

cos27“c=  sin  63“  = 4-  sin  54”  ^ >/i  — sin  54" 

= ^ \/5  4-  V5  + ^ ^3  — 1/5. 

En  résumé,  on  obtiendra  done  le  tableau  suivant  : 
sin  o"  = 00590“=:  O, 


sin  9“  = cos8i"=  7 v's  4- v'5  — 7 ^5— 1/5, 
4 4 

sin  i8"=cos72“= — 

j“  = cos63"  =;  î v'5  v'5  — 1 v^3  — <^5, 

sin  36”  = cos54”  = — , 

4 

sin  45”  = cos45”  = — 5 

2 

sin  54“  = cos 36”  = ‘ 

4 

sin  63”  = cos 27®  = \ VS4-  \/5  4- 7 V3  — 

4 4 

sin  72”  = cos  18"  = — ^ 

4 

sin8i”  = cos9”  = 1 V3  4- 4- ^ v'5  — ^5, 
sin  90"  = cos  O”  = I . 
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CONSTRUCTION  F.T  USAGE  DES  TABLES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


Notions  .préliminaires. 

30.  Pour  que  tes  rapports  Irigonomélriques  puissent  être 
utiles,  il  faut  nécessairement  avoir  à sa  disposition  une  table 
dans  laquelle  on  trouve,  en  face  du  nombre  de  degrés  d’un 
arc,  les  valeurs  de  ses  rapports  trigonométriques  ou,  mieux, 
les  valeurs  des  logarithmes  de  ces  mêmes  rapports. 

Les  arcs  considérés  peuvent  atteindre  un  nombre  quelconque 
de  degrés  (2);  mais  il  suffît  que  la  table  aille  depuis  o®  jus- 
qu’à 90®. 

En  effet,  on  peut  toujours  trouver  un  arc  plus  petit  que  90" 
étayant,  sauf  les  signes,  les  mêmes  rapports  trigonométriques 
que  l’arc  proposé.  C’est  ce  qu’on  appelle  réduire  un  arc  au 
premier  quadrant. 

Soit,  par  exemple,  l’arc  de  iSS^”.  Cet  arc  représente  quatre 
circonférences  ou  i44o°,  plus  97°  : il  a donc  les  mêmes  rap- 
ports trigonométriques  que  l’arc  de  97®.  Cet  arc  a pour  supplé- 
ment l’arc  de  83®.  On  aura  donc,  en  se  reportant  aux  dévelop- 
pements précédents  : 

sin  1537°  = sin97"  = sin83®, 
cos  1537®=  cüS97®=  — cos  83®, 
tang  1537"  = tang97®  = — lang83". 

La  table  doit  aller  jusqu’à  90";  mais  elle  n’a  besoin  d’être 
calculée  que  jusqu’à  45".  En  effet,  l’on  a (à) 

sin(45®-t-a)  = cos(45®  — cr), 
cos  (45®  -)-«)  = sin  (45®  — «), 
tang  (45®  -t-  o)  = cot  (45°  — fl). 

Une  fois  les  logarithmes  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs 
compris  dans  la  table,  calculés  directement,  on  aura  immédia- 
tement 

sin  fl  , , . , 

tangfl  = ^^^  ou  logtangfl  = logsinfl  — logcoso; 

de  même, 

. fOSfl  , 

colfl  = -: — ou  log  col  fl  = — log  tangfl. 
sin  fl  ^ 00 

On  n’iiiscril  pas  en  général  dans  la  table  les  logarithmes  des 
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sécantes  cl  des  cosécanles.  Un  a d’ailleurs 

I 


33; 


séfc  a = 


cos  a 


et 


coseca = 


sin  a 


ou  k)gséca  = — logcosa, 


ou  log  coséc  a = — log  sin  a. 


31.  Nousallons  montrer,  non  pascomment  on  calcule  en  réalité 
les  logarithmes  des  rapports  irigonométriques,  mais  comment 
on  pourrait  les  calculer  à l’aide  d’une  méthode  élémentaire. 

Pour  exposer  cette  méthode,  nous  avons  besoin  de  nous  ap- 
puyer sur  quelques  propositions  préliminaires,  d’ailleurs  in- 
dispensables à connaître. 

'Daps  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  expressément 
que  les  arcs  considérés  font  partie  de  la  circonférence  de 
rayon  i. 

I®  Tout  arc  plus  petit  que  90®  est  compris  enlre’sdn  sinus  et 
sa  tangente. 

L’arc  AM=a  [Jig.  i5)  est  plus  grand  que  sa  corde,  à plus 


Fig.  i5. 


forte  raison  plus  grand  que  MP.  On  a 
donc 

. a>sina.  ‘ 

D’autre  part,  le  secteur  AOM  est  moin- 
dre que  le  triangle  AOT.  On  a donc 

arcAM.  — <AT'— , 

• • 2 2 ’ • 


c’est-à-dire 


a < tanga. 


* 2”  A mêsure  que  l’arc  a tend  vers  zéro,  le  rapport  tend 

vers  une  limite  égale  à l'unité. 

On  a en  effet 


a 


sina<^a<|langa  ou 


sina 
cos  a 


Divisant  tout  par  sina,  il  vient 

a 


sina  cos  a 

A mesure  que  l’.prc  a diminue,  cos  a converge  vers  l’unité, 
tout^en  restant  plus  petit  que  l’unité.  Pour  a=o,'  on  a 
• , a 

cosa  = i.  Par  conséquent  ^7^  tombant  entl-e  i et  une  quan- 
tité plus  grande  que  1,  qui  a l’unité  pour*  limite,  nn  peut 
écrire 

a 


lim  — = I, 
sin  a 


1K 


22 
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sin« 

lini = I . 

a 

Il  résulle  de  ce  qui  précède  que,  dans  le  même  ras,  .on  a 
aussi 

• lan;,'fl 

lim  — = I ; 


car 


tanga sin  a i 

a a eus  a 


3®  La  différence  entre  un  arc  et  son  sinus  est  plus  petite 
que  le  quart  du  cube  de  l’arc. 

Il  est  bien  entendu  qu’il  s’agit  toujours  d'un  arc  a inférieur 

à QO®. 

On  a 

^fl<ungi«.- 

Multiplions  les  deux  membres  de  celle  inégalilc  par  2 cos’ 

Il  viendra,  après  réduction  ei  en  se  i-nppelanl  la  formule 

. • « • » ' k 

sin  rt  = 2 sin  - rt  cos  - a, 

2 2 

i . . 

a cos’  - rt  <.  sm  a, 

. 2 

ou  ^ * 

rt  ( I — sin’  - rt 

\ 2 


Celle  inégalité  revient  à ' 

rt  — sinrt  ^ a sin’ - fl. 

2 

Elle  subsistera  à fortiori  si  l’on  augmente  le  second  membre 
en  remplaçant  sin^a  par  une  quantité  plus  grande  ^ a.  Qji  aura 
alors 


^ rt’ 

rt  — sinrt<[-7-' 

4 

On  a donc  pour  limite  supérieure  de  sin  a l’arc  a lui-même,  et 


pour  limite  inférieure  la  alifférence  a~-^-  ^ ‘ 

On  pourrait  obtenir,  s’il  était  nécessaire,  deux  limites  ana- 
logues pour  cosrt'.  On  a (24) 


cosfl  = cos’-  rt  — sin’  - « = i — 2 sin’  - a. 

22  2 
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Si  roii  rnnpiilf'f  tl;iiis  ceUc  forimil.»  sin  - a par  sa  limite  siipé- 

^ ( 


rieurc  - «,  il  vient 
2 


cos  a > I ; 


si  l’on  y remplace  sin-rt  par  sa  limite  inferieure  - a 
il  vient 


(a  rt’  \ > 
cos«<.-2(^--5-j, 


ou 


. rt’  rt'  a' 

fOSrt  < I H-  -TT  ~ c — 

2 lO  5|2 

Cette  dernière  incftalité  sera  à plus  forte  raison  vérifiée,  si  l’on 
néf^lige  le  dernier  terme  du  second  membre,  cosn  aura  donc 

I -r  ^ pour  limite  inférieure,  et  i — ^ ^ pour  limite  su- 

périeure. ' 

Calcul  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  de  10',  — Formules  de 
Th.  Simpson. 

32.  La  denti-circonférence  jr  renferme  “tira 

donc 

arc  io'  = jtt? — = O ,ooool 8ii8i 368i  lo. . . . 

04800 

Celte  valeur  représente  une  limite  supérieure  de  sin  lo".  On  a 

arc  10"  <C  o,oooo5,  » 

et  par  suite  , 

(arc  10*]*  , _ 

i J — A- 0 , 00000 00000 ooo3 1 . . . . il 


On  aura  donc 


arc  10  — 


arc  10' 


'Y?; 


T 


■ ^ 0 , 00004  84H 1 3 68 1 1 0 ■ 


c’est-à-dire 


— O , ooooo  00000  ooo3 1 , 


arc  10" ^^^^-^-^—^>0,000048481368079. . . . 


U' 


Mais  le  premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  repré- 
sente une  limite  inférieure  de  sin  10".  sin  10"  tombe  donc 


22. 
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entre  deux  expressions  qui  ne  diffèrent  qu’à  partir  de  la 
treizième  décimale.  On  peut  donc  écrire,  à moins  d’une  demi- 
unité  du  treizième  ordre  décimal, 

sin  io"  = o,  00004 848i368i. 


Nous  venons  de  trouver 

_ ’ > rt’  n' 

cos«>  I et  cosa<Li 1 — 

2 2 16 

Si  a désigne  l’arc  de  10",  c’est-à-dire  si  l’on  suppose  a infé- 
rieur à o,oooo5,  on  aura 


16*^  I ü . I o” 


ou 




16  ib*.  10" 


inégalité  qu’on  peut  encore  écrire  à fortiori 


— î 

16^2.10" 


Par  conséquent,  les  deux  limites  de  cos  a diffèrent  de  moins 
d’une  demi-unité  du  dix-huitième  ordre  décimal  : il  suffit  donc 
de  calculer  la  première  de  ces  deux  limites.  Si  l’on  s’arrête  à 
la  treizième  décimale,  on  trouve 

■ cos  10"  = 0 ,99999  99988  248. 

33.  11  est  facile  maintenant  de  calculer,  de  dix  secondes  en 
dix  secondes,  les  sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs  compris 
entre  0“  et  45“.  Prenons  les  formules 

* sin  (rt -f- 6)-t- sin  (rt  — t)  = 2 sinn  cosé, 
cos  (a  + b)  + cos  [a  — b)  = 2cos«  cos6. 

posons 

• n=mb. 


Il  viendra,  en  isolant  sin  [m  -f-  i)ft  et  cos  (m  + i)b, 

sin  (m  -h  i)A  = 2Sinm6.cos6  — sin(m — t)b, 
cos(m  + i)b  =2Cosmb.cosb  — cos(m  — i)Â, 

On  fera  dans  ces  formules  b = 10",  et  l’on  donnera  successi- 
vement à m toutes  les  valeurs  entières  depuis  i jusqu’à  16200, 
nombre  de  fois  que  l’arc  de  45“  contient  l’arc  de  10".  Si  l’on 
fait'/n  = 1 , 2,3,  . . . , il  vient 

sin  20"  = 2 sin  10"  cos  10", 
cos  20"  = 2 cos’ 10"’ — I, 

> sin  3o"  = 2 sin  20"  cos  10"  — sin  10", 

cos3o"  = 2C0S  20"  cos  lo"  — cos  10",  • . , 


Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  abréviations  dont  on  peut 
faire  usage  dans  ces  calculs.  C’est  ainsi  qu’on  a d’abord  con- 
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siruil  des  labiés  de  log  sinus  el  de  log  cosinus;  mais  on  peut 

disposer  aujourd’hui"de  mélhodes  beaucoup  plus  rapides. 

♦ - • 

Disposition  et  usage  des  tables  trigonométriques. 

34.  Nous  considérerons,  comme  nous  l’avons  fait  pour  les 
logarithmes  des  nombres,  les  Tables  de  Collet  à sept  décimales, 
et  celles  de  De  Lalande  à cinq  décimales. 

Dans  l’ouvrage  de  Callet,  on  trouve  d’abord  une  table  con- 
tenant les  logarithmes  des  sinus  cl  des  tangentes  des  arcs 
compris  entre  o^elS”,  ces  arcs  croissant  successivement  d’une 
seconde.  La  page  de  gauche  correspond  aux  sinus,  la  page  de 
droite  aux  tangentes.  Le  nombre  de  degrés  de  l’arc  est  en 
haut  de  la  page,  à gauche  el  en  dehors  du  cadre."  Les  secondes 
sont  comptées,  pour  chaque  page,  dans  la  première  colonne  à 
gauche;  les  minutes  sont  indiquées  en  haut  des  autres  co- 
lonnes. Par  suite  des  propriétés  des  arcs  complémentaires,  on 
a en  même  temps  les  logarithmes  des  cosinus  et  des  cotan- 
gentes des  arcs  compris  entre  9®“  cl  85°,  ces  arcs  décroissant 
successivement  d’une  seconde.  Le  titre  sinus  étant  en  haut  de  la 
page,  le  titre  cosinus esX  en  bas;  il  en  est  de  même  pour  la  tan- 
gente et  la  colangenie.  Lorsqu’on  cherche  un  cosinus  ou  une 
cotangente,  le  nombre  de  degrés  de  l’arc  est  en  bas  de  la  page, 
à droite  et  en  dehors  du  cadre  ; les  secondes  sont  alors.,comp- 
lées  pour  chaque  page  dans  la  dernière  colonne  à droite;  Tes 
minutes  sont  indiquées  au  bas  des  autres  colonnes.  Dans  la  pre- 
mière colonne  à gauche,  les  secondes  sont  comptées  en  descen- 
dant de  O jusqu’à  60;  dans  la  dernière  colonne  à droite,  elles  sont 
comptées  en  montant  de  o jusqu’à  Go.  Ainsi,  le  logarithme  du 
sinus  de  o°47'24"  est  indiqué  dans  la  table  comme  égal  à 
8,1394907;  el -ce  logarithme  est  en  môme  temps  celui  de 
cos  89“  1 2' 36".  ^ ‘‘**J^^*i  **, 

Nous  devons  itbmédiatement  faire  une  remarque  impor- 
tante. Les  sinus  cl  les  cosinus  des  arcs  compris  entre  o®  et  90® 
sont  plus  petits  que  1;  il  en  est  de  même  des  tangentes  des 
arcs  compris  entre  o®  el  45“  el  des  cotangenles  des  arcs  com- 
pris entre  45"  et  <)o"  : les  logarithmes  de  ces  différents  rap- 
ports auront  dès  lors  des  caractéristiques  négatives  (.voir  VAlg. 
élém.,  256).  En  se  plaçant  au  point  de  vue  typographique, 
on  a voulu  éviter  dans  les  tables  ces  caractéristiques  négatives; 
el,  pour  y arriver,  on  a augmenté  de  lo  les  logarithmes  corres- 
pondants. 11  faut  donc,  si  l’on  veut  se  conformer  au  mode  de. 
calcul  recommandé  précédemment,  retrancher  10  aux  caracté- 
ristiques de  ces  mêmes  logarithmes.  On  aura  ainsi  ■> 

.•  log  sin  o®47'  24"  = log  cos  89"  12' 36"  = 2, 1394907. 

Les  tables  qui  viennent  après  celles  dont  nous  venons  d’in- 
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diqiier  la  disposition  donnent,  de  dix  secondes  en  dix  se- 
condes, les  logarithmes  des  sinus,  des  cosinus,  des  tangentes 
et  des  cotangentes,  des  arcs  compris  entre  0“' et  ^o”.  D’après 
les  propriétés  des  arcs  complémentaires,  les  logarithmes  des 
sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  des  arcs  de  o"  à 45", 
correspondent  aux  logarithmes  des  cosinus,  sinus,  cotan-' 
genles  et  tangentes  des  arcs  de  90®  à 45".  Aux  titres  sinus,  co- 
sinus, tangentes  et  cotangentes,  placés  en  haut  des  pages, 
correspondront  donc  les  titres  cosinus,  sinus,  cotangentes  et 
tangentes,  placés  en  bas.  Si  le  titre  général  o”  est  placé  en* 
haut  d’une  page  et  hors  du  cadre,  le  titre  général  89“  sera 
placé  hors  du  cadre,  en  bas  de  la  môme  page.  Sii’on  part  de  o”, 
les  minutes  sont  comptées  dans  la  première  colonne  à gauche 
et,  d’utte  minute  à l’autre,  dans  une  colonne  contiguë,  sont 
comptées  les  dizaines  de  secondes.  On  opère  alors  en  descen- 
dant. Si  l’on  part  de  8g®,  les  minutes  sont  comptées  dans  la 
dernière  colonne  à droite  et,  d’une  minute  à l’autre,  dans  une 
colonne  contiguë,  sont  comptées  les  dizaines  de  secondes.  On 
opère  alors  en  montant.  C’esl  ainsi  qu’on  trouvera  - 

log  sin  o®ig'  So"  = logcos89®4o'3o"  = 3,7537584. 


Après  la  colonne  marquée  sinus,  vient  une  colonne  mar- 
quée différences  ; de  même,  après  la  colonne  marquée  cosinus. 
Ces  différences  sont  celles  qui  existent  entre  deux  logarithmes 
consécutifs  de  la  table;  elles  sont  exprimées  en  unités  du 
septième  ordre  décimal  et  écrites  entre  les  logarithmes  qu’il 
faut  retrancher  l’un  de  l’autre  pour  les  obtenir.  Entre  la  co- 
lonne des  tangentes  et  celle  des  cotangentes,  est  une  colonne 
intitulée  différences  coniinunes  : ces  différences  sont  celles 
qui  existent  entre  deux  logarithmes  consécutifs  de  la  table, 
tangentes  ou  cotangeutes.  Et  elles  sont  communes  aux  loga- 
rithmes de  ces  rapports,  parce  que  le  produit  de  la  tangente 
d’un  arc  par  sa  cotangente  est  égal  à i.  Il  en  résulte  qu’on  a 
pour  deux  arcs  quelconques  a el  b 


d’oii  ■ 


tangneotu  = tangft  cot  h. 


et 


» ■ tango cotf» 

tang^  coirt 

log  tango  — log  langfc  = log  cot  b — log  coto. 


Dans  les  Tables  de  De  Lalande,  la  disposition  adoptée  est 
analogue  à celle  que  nous  venons  de  décrire;  seulement,  deux 
arcs  consécutifs  de  la  table  diffèrent  d’une  minute,  de  sorte 
que  les  colonnes  de  secondes  sont  supprimées.  De  plus,  les 
'■olonnos  sinus  et  cosinus,  au  lieu  d'être  \ (usines  rune  de 


n- 
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l’aulrc,  sonl  séparées  par  les  colonnes  tangentes  cl  eotun- 
genlfss. 


35.  La  première  question  à résoudre  à l’aide  des  tables  iri- 
gonoinélriques  est  celle-ci  : Étant  donné  un  arc,  trouver  les 
logarithmes  de  ses  rapports  trigonométriques. 

Soit  demandé  logsin  3y°27'43". 

Les  Tables  de  Gallet  donnent  immédiatement 


logsin  39“27'4o"  = i,8o3i5a7. 

Admettons  que,  pour  de  petits  accroissements  des  arcs,  il  y 
ait  proportionnalité  entre  ces  accroissements  et  ceux  des  loga- 
rithmes des  rapports  trigonométriques  correspondants.  L’exa- 
men de  la  table  prouve  qu’il  en  est  ainsi,  du  moins  juSqu’à 
l’ordre  décimal  considéré,  q,uand  les  arcs  donnés  dépassent  5". 
La  différence  entre  les  logsin  de  deux  arcs  consécutifs  de  la 
Jlable,  c’est-à-dire  de  deux  arcs  différents  de  lo",  est  en  cet  en- 
droit égale  à a56  unités  du  septième  ordre  décimal.  En' dési- 
gnant par  S l’accroissement  à faire  subir  au  log  sin  pour  un 
accroissement  de  l’arc  égal  à 3",  on  devra  donc  poser 


3 3 

256  I O ’ 


d’où 


3 = 


On  écrira  par  suite 

logsin39°27'4o"=  i,8o3i527 
pour  —3"  (en  plus)  77  (en  plus) 

logsin  39“ 27' 43"  = 1 ,8o3 1604 
Si  l’on  opère  avec  les  Tables  de  De  Lalande,  on  pura 
log  sin  39”  27'  = 1 ,8o3o5. 


En  appliquant  la  même  proportion  et  en  remarquant  que  les 
arcs  consécutifs  de  la  table  diffèrent  d’une  minute  ou  de  6o  se- 
condes, on  aura  pour  l’accroissement  3 


_3_ 

i5 


60’ 


d'où 


3=  i5- 1^=10,75; 


• Par  suite,  un  écrira 

• 

log  sin  39*>27'  = i ,8o3o5 

' pour43"  (en’plus)  11  (en  plus) 

log  sin  39“ 27' 43"  1 ,8o3i6. 

* 

S'il  s’agit  du  logarithme  d’une  tangente,  on  opérera  d’une 


Digitized  by  Google 


344  TIUGOSOMÉTRIE. 

manière  identique.  Mais  Ja  recherche  du  logarithme  d’un 
cosinus  ou  d’une  cotangente  exige  la  modification  suivante. 

Au  lieu  de  considérer  l’arc  de  la  table  qui  approche  le  plus  de  ^ 
l’arc  proposé  partléfaul,  on  prend  celui  qui  en  approche  le 
plus  par  excès. 

Soit  demandé 

log  cot72”  25'i9". 

Les  Tables  de  Gallet  donnent  immédiatement 

log  cot  7 2*25' ao"  = 1 ,500774®- 

Si  l’are  diminue  de  10",  la  table  montre  que  le  logarithme 
de  sa  cotangente  auf'mente  en  cet  endroit  de  731  unités  du 
septième  ordre  décimal.  Si  l’arc  diminue  seulement  de  3",  le 
logarithme  de  sa  cotangente  augmentera  d’une  quantité  $ don- 
née par  la  proportion 

9 3 . 3 . - 

-T-  = — > d ou  J=73iX — = 210,3. 

• 731  10  ' lO  ^ • 

On  aura,  par  conséquent, 

log  cot  72®25'2o"  = 1,5007740  , 

^ pour  3"  (en  moins)  219  (en  plus)  ‘ - 

log  cot  72" 25' 17"  = 1 ,5oo7g5y. 

Si  l’on  emploie  les  Tables  de  De  Lalande,  on  a 

• log  cot  72“  26'  = 1 ,5oo48. 

En  appliquant  la  proportion  précédente  et  en  remarquant 
que  la  différence  tabulaire  44  correspond  à une  différence  de 
60",  on  aura  . ■■ 

• é = ^ = 44*1^  = 3., 5. 

43  représente  le  nombre  de  secondes  qu’il  faut  retrancher  de 
l'arc  72*26' pour  obtenir  l’arc  donné  72*25' 17".  Il  viendra 

. log  cot  72*26'  = 1 ,5oo48 

pour  43"  (en  moins)  32  (en  plus) 

log  cot  72*  25'  1 7"  = 1 ,5oo8o.  • 

• 

On  opérera  absolument  de  la  même  manière,  si  l’on  cherche 
un  logarithme  cosinus. 

En  résumé,  s’il  s’agit  d’un  sinus  ou  d’une  tangente,  on 
prend  le  logarithme  sinus  ou  le  logarithme  tatigcnte  de  l’arc  de  * 
la  table  qui  approche  le  plus  de  l’arc  proposé  par  défaut.  S’il 
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s’agit  d’un  cosinus  ou  d’une  cotangente,  on  prend  le  logarithme 
cosinus  ou  le  logarithme  colangente  de  l’arc  de  la  table  qui 
approche  le  plus  de  l’arc  proposé  par  excès.  Dans  les  deux 
CAS,  on  augmente  le  logarithme  de  la  table  de  la  quantité 

^ = A • ~ A est  la  différence  tabulaire  qui  correspond  aux  deux 

logarithmes  comprenant  le  logarithme  cherché;  d est  la  diffé- 
rence entre  l’arc  donné  et  celui  de  la  table;  D est  la  différence 
constante  entre  deux  arcs  consécutifs  de  la  table.  On  voit  que 
l’approximation  de  ^ est  de  même  ordre  au  moins  que  celle 
de  A. 


3G.  La  seconde  question  à résoudre  est  celle-ci  : Étant  • 
donné  le  logarithme  d’un  rapport  trigonotnétrique,  trouver 
Lare  plus  petit  que  90"  auquel  il  appartient. 

Soit  demandé  l’arc  x,  sachant  qu’on  a 

log  tang  X = 1 ,8750612, 

Il  faut  par  la  pensée  augmenter  la  caractéristique  i de 
10  unités  et  chercher  dans  la  table  de  Gallet  le  logarithme  tan- 
gente qüi  approche  le  plus  par ‘défaut  du  logarithme  proposé. 

Off  trouve  , 

log  tang  36"52' 10"  = 1 ,8750541. 

La  différence  entre  les  deux  logarithmes  est  71  unités  du 
septième  ordre  décimal;  en  cet  endroit,  la  différence  tabulaire 
est  égale  à 43g  unités  du  même  ordre.  Si  l’on  désigne  par  d le 
nombre  de  secondes  à ajouter  à l’arc  de  la  table  pour  avoir 
l’arc  cherché,  on  aura  d’après  ce  qui  précède  (35) 


d 71 

Tô“  439’ 


d’où 


On  pourra  donc  écrire  , . 

log  tang  36®52'  10"  = i ,8750541 

pour  1", 62 (en  plus)  71  (en  plus) 

log  tang  X = 1,8750612 

X = 36“52' 1 i",62. 

Si  l’on  se  sert  des  Tables  de  De  Lalande,  on  prendra 


On  aura  alors. 


log  tang  X = 1 ,87506. 

• 

log  tang36“52'  = i ,87501. 


La  différence  entre  les  deux  logarithmes  étant  5 et  la  diffé- 
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reiicc  tabulaire  éuiiil  ati,  on  aura 


Par  suite 


d'où 


:/= 


x = 3Go5Vit",54. 


,54. 


Nous  verrons  dans  un  instant  d’où  provient  la  différence 
entre  les  valeurs  trouvées  à l’aide  des  Tables  de  Gallet  ou  des 
Tables  de  De  Lalande. 

S’il  s’agit  de  trouver  l’arc  x,  connaissant  logsinx,  on  opé- 
rera d’une  manière  identique.  Mais  si  l’on  donne  log  cos  x 
ou  log  cot  X,  il  faudra  apporter  au  calcul  la  modilicalion  sui- 
vante. » 

Soit  donné 

logcosx  = 1 ,7280956. 

On  cherchera  dans  la  table  le  logarithme  cosinus  qui  ap- 
proche le  plus  par  excès  du  logarithme  tlonné.  On  trouve  ainsi, 
avec  les  Tables  de  Gallet, 


log  cos  57“ 4o' 3b"  = 1,7281273. 


• 

Ge  logarithme  surpasse  le  logarithme  proposé  de  317  unités 
(lu  septième  ordre  décimal;  d’après  la  table  et,  en  cet  endroit, 
l’arc  auf^mentant  de  10",’  le  logaritRme  cosinus  diminue  de 
332  unités  du  même  ordre.  En  désignant  par  d le  nombre  de 
secondes  à ajouter  à l’arc  57“4o'3o"  pour  que  le  logarithme 
cosinus  de  l’arc  obtenu  devienne  égal  au  logarithme  donné,  on 
aura 


d 317 

If»  332  ’ 


d’où 


9,55. 


Par  suite,  on  écrira 


log  cos  57“4o'3o"  = 1 ,7281 273 

pour  9", 55  (en  plus)  317  (en  moins) 
log  cos .X  = 1 ,7280956 

x=  57"4(Î'  39", 55. 

8i  l’on  emploie  les  Tables  de  De  Lalande,  on  prendra 

' log cosx  = 1 ,72810. 

On  aura  alors 

• • 

log  cos57‘’4o'  = 1 ,72823. 

La  différence  enirc  les  deux  logarithmes  étant  i3,  et  la  dif- 
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férciice  labulaiie  élaiu  so,  on  pourra  poser 


— » d’où  f/  = Go-— = 3t). 
20  20 


l’ar  suite 


X = 57”  4®' 39". 


On  opérera  absolument  de  la  même  manièi^e  si  l’on  donne 
un  logarithme  cotangente.  i 

En  résumé,  si  l’on  donne  log  sin  x o\i  logtangx,  on  prend 
le  logarithme  de  la  table  qui  approche  le  plus  du  logarithme 
proposé  par  défaut.  Si  l’on  donne  log  cas  x ou  log  cot  x,  on 
prend  le  logarithme  de  la  table  qui  approche  le  plus  du  loga- 
rithme proposé  par  excès.  Dans  les  deux  ca’s,  on  augmente  l’arc 

de  la  table  de  la  quantité  </  = D ■ ~ A est  toujours  la  différence 

tabulaire  qui  correspond  aux  deux  arcs  de  la  table  comprenant 
l’arc  cherché;  J est  la  différence  qui  existe  entre  le  logarithme 
donné  et  celui  qu’on  considère  dans  la  table;  l)  est  la  diffé- 
rence constante  entre  deux  arcs  consécutifs  de  la  table. 

.*17.  Il  est  iTnporlanl  de  remarquer  que,  puisqu’on  a (35) 

d 

<)  = a . — > 

I) 

l’approximation  de  S par  rapport  à a dépend  du  quotient  ~ 

Ee  quotient  étant  nécessairement  inférieur  à l’unité  et  la  dif- 
férence tabulaire  A étant  exacte  à moins  d’une  unité,  on  voit 
qu’on  pourra  compter  sur  le  chiffre  des  unités  de  5 (J  étant 
exprimé  en  cent-millicmes  ou  en  dix-millionièmes  commet), 
..qu’on  se  serve  des  Tables  do  De  Lalande  ou  de  celles  de  Gallet. 
C’est  pourquoi  les  résultats  fournis  par  les  (Jeux  tables  doivent 
être  identiques  jusqu’aux  cent-millièmes. 

Dans  le  problème  inverse  (30),  on  a 

' a a . 

ei  l’approximation  de  d déjjend  du  quotient  Supposons, 

pour  simplilier,  que  l’erreur  sur  S,  différence  des  deux  loga- 
rithmes comparés,  atteigne  une  unité,  et  reprenons  les  exem- 
ples précédents  en  n(*gligeant  rerreur  que  peut  présenter  a. 
Dans  le  premier  exemple,  en  se  servant  des  Tables  de  (^llet. 


D 10 

-r  — 7V-  — ; 
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par  suite,  l’arc  x sera  déterminé  à moins  de  — de  seconde. 

lO  . 

En  se  servant  des  Tables  de  De  Lalande,  on  aura 


D 6o 

— =-^  = 2,3, 

• r . A 20 

c’est-à-dire  que  l’arc  x pourra  n’êtrc  pas  exact  h i"  près. 

Dans  le  second  exemple,  en  se  servant  des  'fables  de  Gallet, 
on  a 


D _ -, 

A ~ 332“°’  ’ 


l’arc  X sera  donc  erfcorc  déterminé  à moins  de-^de  seconde. 

lO 

En  se  servant  des  Tables  de  De  Lalande,  on  aura 
D_6o_ 

A 20  ’ ' 

c’est-à-dire  que  l’arc  x pourra  n’être  pas  exact  à i"  près. 

On  voit  pourquoi  les  résultats  donnés  par  les  deux  tables 
ne  concordent  plus  quand  il  s’agit  de  résoudre  la  Seconde  ques- 
tion (3G). 

On  voit  aussi  que  Y approximation,  sur  laquelle  on  peut 
compter  est  d'autant  plus  grande,  que  la  différence  tabulaire  A 
est  elle-même  plus  considérable.  La  table  montre  que  les  diffé- 
rences tabulaires  relatives  aux  tangentes  sont  les  plus  grandes. 
Et,  en  effet,  puisqu’on  a 


sm  a 

tanga  = el 

cos  a 


tang(a  -h  h) 


sin  ( a -h  h] 
cos  ( a -t-  /«  ) ’ 


on  a aussi 

» 

log  Ung  (a  -h  A ) — * log  lang  a = [log sin  ( a -t-  // ) — l,og sin  a] 

. . -f-[lbgcosa  — logcos(a -I- /i)]; 


c’est-à-dire  que  Tes  différences  tabulaires  des  tangentes  peu- 
vent s’obtenir  en  ajoutant  les  différences  tabulaires  des  sinus 
et  des  cosinus  correspondants.  D’ailleurs,  la  tangente  croissant 
depuis  O jusqu’à  -t-‘50  , tandis  que  le  sinus  et  le  cosinus  restent 
compris,  dans  les  limites  des  tables,  entre  o et  i,  les  diffé- 
rences tabulaires  relatives  aux  tangentes  doivent  à priori  être 
les  plus  grandes.  En  résumé,  un  arc  est  donc  toujours  mieux 
déterminé  par  sa  tangente. 


38.  Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  les  différences  de  la 
* table  variant  trop  rapidement,  on  ne  peut  plus  admettre  la  pro- 
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portionnalité  entre  les  accroissements  des  arcs  et  ceux  des 
iôgitrithmes  de  leurs  rapports  trigonométriques. 

Dans  ce  cas,  qui  est  celui  des  petits  arcs,  on  peut  regarder 
les  arcs  comme  proportionnels  à leurs  sinus  ou  à leurs  tanr 
gentes  (31,  Admettons  que  a soit  le  nombre  entier  de  se- 
condes de  l’arc  considéré,  et  que  h en  soit  la  partie  décimale, 


on  aura 


d’où 


sin(a-f-/i) a + h tang(rt-4-/j) 


sin  a 


tanga 


logsin  (a -t- A)  = log sina  -t- lo^(a -H.  A)  + 
logtang  (a  + A)  = log  tanga  + log(a  -t-  A}  + L.a. 

Oa  peut  remarquer  immédiatement  que,  puisqu’on  a 

sin  (a  -t-  A) 
cos  (a -t-  A)’  , 


tang(a  + A)  = 


on  a aussi 

log  cos  (a  -t-  A)  = logsin  [a  + A)  — logtang  (a 
c’est-à-dire,  d’après  les  formules  précédentesj 

log  cos  {a  + h)  ^ log  sin  a — log  tanga  = log  cos  a. 

Par  conséquent,  les  arcs  a -l-  A et  a ont  le  même  logarithme 
cosinus.  C’est  ce'qu’indiquent  les  tables.  On  peut  donc,  dans 
ce  cas,  négliger  la  fraction  décimale  A. 

Reprenons  nos  formules  et  cherchons  log  sin  17",  94.  On 
a ici  . « 

• a = 3787"  et  A = o",94. 

Les  Tables  de  Callel  donnent  immédiatement 

logsin  a = log  sin  i°z'  17'=  2,2580742. 

La  table  de  logarithmes  des  nombres  donne  * 

log  (a  -h  A)  = log 3787,94  = 3,5726823, 
loga  = log  8787  =3,5725231, 


d’où 


La  = 4,4274769. 


Il  viendra  donc,  en  faisant  la  somme, 

logsin  (a  -i-  A)  = logsin  i“2'  i7"',94  = 2,2581834. 

On  opérerait  de  mciTic'  si  l’on  demandait  log  tang  (a  -1-  A).  Si 
l’on  voulaitavoir  logeot  (a-f-  A),  on  chercherait  logtang(a-l-  A), 
et  l’on  en  changerait  le  signe.  Si  l’on  dematldail  log  cos  (a  + A), 
on  chercherait,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  log  cos  a. 
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Si  l’on  se  seil  des  tables  a cinq  décimales  données  par 
M.  lloüel  (*),  on  opérera  comme  il  suit.  On  trouvera,,  au- 
dessus  de  chaque  colonne  marquée  /V  dans  la  Table  de  loga- 
rithmes des  Nombres,  l’indication  des  degrés  et  minutes  ren- 
l'ermés  dans  les  arcs  dont  les  nombres  de  cette  colonne  repré- 
sentent l’expression  en  secondes  (les  secondes  {Additionnelles 
sont  marquées  de  cinq  en  cinq  dans  une  colonne  à gauche  de  la 
page.  Les  Tables  de  Gallet  présentent  une  disposition  analogue). 
Au-dessus  de  la  colonne  intitulée  /-og’.,  se  trouve, le  loga- 
rithme qu’il  faut  ajouter  au  logarithme  du  nombre  considéré 
dans  la  colonne  /V,  pour  avoir  celui  du  sinus  de  l’arc  qu’il  re- 
présente; c’est-à.-dire  tjuc  ce  logarithme  additionnel  est  celui 


du  rapport  ^ ■>  mais  au^r/uenlé  de  lo.  Si  l’on  cherche  un  lo- 
garithme tangente,  il  faut  remplacer  les  deux  derniers  chiffres 

, . sin«  . 1 . . J • . . 

de  log  par  ceux  qui,  places  a droite,  en  sont  séparés  par 

le  signe  (;)  : on  a alors 


«• 


log 


tang  a 

U 


4-  io. 


Ueprenons  l’exemple  précédent.  NoSs  chercherons  la  co- 
lonne qui,  dans  la  Table  de  logarithmes  des  Nombres,  corres- 
pond à i”2'.  Nous  prendrons  le  logarithme  du  i'^*  nonibre  de 
cotte  colonne,  augmenté  de  o,q4,  et  nous  aurons 


log  i‘>2'i7",94  = log3737’’,94  = 3,57263. 

» 

Au-dessus  de  la  colonne  I.og.  considérée,  nous  irouvons  le 
nombre  4 >68555.  Ce  nombre  représente  le  logarithme  du  rap- 

port  - J J - 1 mais  augmenté  de  10.  On  devra  donc  ajouter 
3737 

au  logarithme  précédemment  écrit  6,68555,  et  l’on  aura 
log sin  i“2'  17", g4  = 2,258i8. 


39.  La  question  inverse  se  traitera  en  appliquant  les  mêmes 
formules.  On  déduit  de  ces  formules  (38)  : 

log  (fl -4- A)  = log  sin  (« -+- A) -t- Lsin  rt  + loga,  ' 
log  (n  -I-  A)  = log  tang  (a  -1-  A)  -+-  L tanga  loga. 


t 

(*)  Tables  de  logarithnies  à cinq  dècifnales  pour  les  nombres  cl  tes  Itÿnes 
tri^nomrtrûfueSf  par  M.  J.  Htiucl  ; chci  Mallct-DachoUcr.  Nous  rpcommniidons 
ccalablcs  à ceux  qui,  con\me  les  élèves  de  l’bÆole  Onlrale,  ont  h la  n*is  bcsoffi 
«le  rnleuler  sûreinciit  cl  rapidement. 
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Soit  donné,  par  exeinjik*, 

log  langÆ  = a,45;8iüG  = log  laiig  n A), 

Pour  nous  senir  des  tables,  nous  devons,  par  la  pensée,  ïijou- 
ler  lo  à la  caractéristique  de  ce  logarithme.  Si  l’on  emploie  les 
Tables  de  Callet,  on  cbcrchcra  l’arc  qui  approche  le  plus  de 
l'arc  X par  défaut,  et  l’on  trouvera 

log  lang  i‘’38'37"  = 2,-4577956  = log  tang«. 

On  aura  donc 

L Umg  a = 1 ,5422044 

• • 

et  en  même  temps 

logrt=  log  5917";=  3,7721016. 

En  ajoutant  les  trois  logarithmes,  il  vient 

log  (a A ) = 3,7721 166, 

et  la  Table  de  logarithmes  des  Nombres  donne  alors 

X =;  a -I-  A = 5917",  21  = i®38'37’',  21 . ^ 

Si  l’on  fait  usage  des  Tables  de  M.  Hoüel,  on  voit  que 
logtangx  (augmenté  de  10  unités)  est  égal  <à  8,45781.  On 
cherche  alors  dans  la  Table  de  logarithmes  des  Nombres  là 
‘page  qui  correspond  .aux  nombres  8,44  et  8,46,  ces  nombres 
comprenant  entre  eux  le  logarithme  donné  augmenté  de  10. 
Ces  nombres  sont  en  haut  de  la  page,  en  dehors  du  cadre,  et 
.précédés  des  initiales  S.  T.  des  mots  sinus  et  tan  fiente.  Pour 
cette  page,  on  a 

log — hio  = 4»68569  ou  log — - — = b,  (>8569. 

Si  l’on  retranche  ce  logarithme  du  logarithme  proposé,  on  aura 
log(a  4-  A)  = log  tang(a  + A)  L tanga  -1-  loga, 
c’est-à-dire 

log(a  4-  A)  =:  log  tang(a  4-  A)  — log  = 3,77212. 

La  Table  de  logarithmes  des  Nombres  donne  alors 

X = a 4- A = 5917", 2 ou  X = i®38'37",2. 

On  opère  de  même  si  l’on  donne  log  sinx.  Si  l’on  donne 
logcot.r,  on  change  le  signe  du  logarithme  proposé,  et  l’on  a 
logtangx.  Enrin,  lorsqu’il  s’agit  de  déterminer  un  très-petit 
arc  connaissant  le  logarithme  cosinus  de  cet  arc,  on  ne  peut 
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le  faire  exaclemenl,  d'après  les  détails  dans  lesquels  nous 
sommes  entrés  (38). 


40^  Applications. 
Fig.  i6. 


1°  'Chercher  le  rayon  du  cercle  dans  le- 
quel un  arc  de  loo  mètres  et  sa  corde 
diffèrent  de  moins  de  o^.oci. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit 
OM  = IV  lé  rayon  ' cherché  , soient 
MAM'  = a l'arc  de  loo  mètres  dans  le' 
cercle  OM,  et  MM'  = c la  corde  de  cet 
arc.  Menons  ÜA  perpendiculaire  sur 

mm;  {fg.  i6). 

Rappelons-nous  qu'on  mesure  un 
angle  (2)  par  le  rapport  de  son  arc 


au  rayoja,  et  posons 
arc  AM 


H 


Il  en  résultera 
puisque 

• D’ailleurs 

Par  suite 
On  aura  donc 


angle  AOM  = k. 
a = a R Af, 


arc  AM  = — 
a 


. ; MP 

Sin  fr  = -;r-  • 

> R 

c = 2 MP  = 2 R sin  Ar. 


a — c — aR(Ar  — sinA"). 
Nous  avons  démontré  (31,  3®)  l’inégalité 

Ar  — Sin  A 

elle  entraîne  nécessairement  la  suivante  : 


De  l’égalité 
on  déduit 


a — c<_ 

2 

a — 2 R A", 


A = 

aR 


Par  conséquent,  il  vient  ' 


c< 


i6R> 


Dii'ir 


* ' .TRir.ONoMKTBIÇ.  SitS 

8i  l’orv  véul  qu(?  a — c soit  moindre  que  o'*,oôi,  il  >iuffil  donc 
de  satisfaire  à la  condition  • . . ' 


rt’  ' - „ ^ 'ooo  rt’ 

y^'<o",ooi,  don  R’> 


i6  • 


Si  l’on  remplace  alors  a par  sa  valeur  loo  mètres,  qn  v6ii 
' 10* 

que  R’  doit  surpasser  ou  que- U doit  être  plus  grand  que 


1 0*  V lO  *'  • 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  darfs  un  cercle 

“*  , ■ 

dont  le  rayon  est  égal  ou  supérieur  à 7905", 7,  la  différence 

entre  un  arc  de  lod métrés  et  sa  corde  est  moindre  que  a*,  001. 

a®  Proposons-nous  de  trouver  tous  les  arcs  qui  satisfont  à 
l'équation  • . • _ 

fl  sin  a:  + 6 cos  J?  = c, 

a,  b et  c étant  des  nombres' connus,  pçsitifs  ou  négatifs. 

Je  divise  para  les  deux  membres  de  l’équation.  Il  vient 

b c 

smx  ^ — cosa:  = -• 

..  fl  fl  > 


On  peut  toujours  poser 


b ‘ sin  « 

- = tangM  = 

U 


COSM 


L’équation  prend  alors  la  forme 


sin  X 4- 


sin«  cosx 


COSw 


c’est-à-dire  ' . 

sin  a:  cosw  4-  sin»  cosx  = sin  (ar  -f-  w)  = 


c COSw 


w étant  connu,  d’après  la  relation - = tango),  on  pourra  déter- 
miner ar  4-  o>  et,  par  suite,  l’arc  x.  ' ' • 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  quantité  . 

tombe  entre  4-1  et  — 1,  puisque  telles  sont  les  limites 

« 

du  simis.  Si  cette  copdition  est  remplie,  les  tables  feront  con- 
naître un  arc  a répondant  à la  relation  trouvé^-  Toutes  les 
. leurs  demandées  'seronl  ensuite  comprises  dans  les  for^ 
milles  (7)  ' . ' . ^ t ", 

‘ 2 n»r -t-  (à  4- O)}  et  (?./l4-i)»r  — C«4-0)); 

c’est-à-dire  qu’on  aitra 

, a:-(-o)  = 2it/r4-a4-fc>^  ■ 4. 

11.  I . • . -?.'i 
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• ar  + 0)  = (2/t  a — < 

Ces  équations  reviennent  à 

' X=  2 «TT  -H  X 


et 


X=(2«+  l)’*’ “ — 


n représentant  un  entier  quelconque  positif,  négatif  ou  nul. 

3®  La  somme  de  deux'arcs  a et  p étant  constante,  chercher 
la  condition  pour  que  le  produit  sin  a sin  p so^  un  maximum . 

• Nous  savons  qu’on  a (26) 

cos(a— P)  — cos(a  + p)  = 2sinx  sinp. 

On  en  déduit,  la  somme  a + p étant  représerttée  par  la  con- 
stante k, 

• sinasinpi  ^[cos(a  — P)  — cos/f]. 

On  voit  alors  immédiatement  que  le  maximum  du  premier 
membre  correspond  à celui  de 

cos  (a  — P)  qui  est  I,  pour  a — p = a»7r, 

* -v 

n étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Des  égalités 

a -t-  P = /(-,  a — P = a/lTT, 

on  déduit 

1 , O ' I • * 

. a — -k-^nv,  p=-K  — nit. 

2 2 

• • 

On  devra  donner  à n la  même  valeur  dans  ces  deux  formules.  _ 

Le  maximum  du  produit  sin«  sinp  est  alors  ^(i  — cos  A ) ou 
sin’  - k. 

,2  • * , 
Les  aros  a el  p élanl  supposés  positifs,  il  faudra  qu'on  «il 

- ky>  mr  ou  n<C 

2 2 TT 

'S  la  somme  constante  /r  est  inférieure  à une  circonférence, 
n n’admettra  que  la  valeur  o,  et  l’on  aura  . 


* a = — k,  P =■  - k, 

c’est-à-dire  que  les  arcs  a et  p seront  égaux. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1°  Rendre  la  formule 


tanga  = 


calculable  par  logarithmes, 
a"  Démontrer  la  formule 


I ± tang  a = 


«sinA 
1 -4-  ucosA 

sin  (45®  ± a) 


3°  Résoudre  l'équation 


cos« 


(sinx  — cosx)  sinx  = a. 


4°  Résoudre  l’équation 


■sinx  + cosx  = -• 

TT 


5°  Résoudre  l'équation 

sinx4-o,438cos2x =0. 

TT 

(Ces  deux  dernières  équations  se  présentent  en  Mécanique,  Théorie 
des  volants.  ) 

, 6“  I>a  somme  des  trois  angles  n,  6,  c,  étant  égale  à 1 8o“,  on  doit  avoir  ; 

sina  + siné  + sine  =r  4cos i acosi ôcos -c, 

a 'X  a 

tanga  + tang  6 + tang  c = tanga  tang  é tang  c, 

cot  - a + cot  - 6 4-  cot  - c = cot  - a cot  - il  cot  - c , 
a a a a a a _ 

. , I . , I , ■ » ï . . I . I , . I 

sin' - a + sin  - O 4-  sm  -c  4-  asm  - asm  - asm  - c = i , 
a a a a a a 

cos’a  4-  cos’A  4-  cos’c  4-  acosacosé  cosc  — i. 


7°  Démontrer  qu'on  a 


TT 

4 


arc  tang  - 4-  a arc  tang 
7 


I 

3‘ 


8®  La  corde  AB  d’un  cercle  O partage  la  surface  de  ce  cercle  en  deux 
segments  tels,  que  le  plus  grand  est  moyen  proportionnel  entre  le  plu.-; 
petit  et  le  cercle  entier.  \ 

On  demande  de  calculer,  à un  dixième  fie  seconde  près,  le  plus  petit 
des  deux  arcs  sous-tendus  par  la  corde  AB. 

(Concours  de  l'École  Polytechnique,) 

9"  On  donne  les  côtés  d’un  contour  ))olygonal  ABCD,  en  même  temps 
que  les  angles  formés  par  le  premier  côté  avec  un  axe  Ox  et  par  chacun 
des  côtés  suivants  avec  le  prolongement  de  celui  qui  le  précédé  : trouver 
l’expression  générale  de  la  projection  du  contour  sur  l’axe. 


a3. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 


TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES  FONDAMENTALES. 


41.  Un  triangle  renferme  trois  côtes  et  trois  angles.  Résoudre 
un  triangle,  c’est  déterminer  numériquement  trois  de  ses  six 
éléments  en  fonction  des  trois  autres.  Il  faut  nécessairement 
que,  parmi  les  éléments  donnés,  il  y ait  au  moins  un  côté. 

Nous  conviendrons  de  désigner  les  angles  du  triangle  consi- 
déré par  les  lettres  A,  B,  C,  et  les  côtés  opposés  par  les  lettre? 
correspondantes  a,  b,  c. 

Si  le  triangle  est  rectangle,  A désignera  toujours  l’angle  droit 
et,  par  suite,  a l’hypoténuse. 

La  résolution  des  triangles  repose  sur  certaines  formules 
fondamentales  que  nous  allons  d’abord  démontrer. 

42.  I.  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  F angle 
droit  est  égal  à t hypoténuse  multipliée  par  le  sinus  de  F angle 
opposé  ou  le  cosinus  de  l'angle  adjacent  [Jig.  17). 

. La  définition  du  sinus  (3)  donne  immédiatement 


Fie.  '7 


c’est-à-dire 


d’où 


• U AC 


sin  B = -) 
a 


_ ^ _ />  = asin  B. 

Les  deux  angles  aigus  B et  C étant  complémentaires,  on  peut 
remplacer  sin  B par  cos  C,  et  il  vient 


b = a cos  C. 


La  définition  du  cosinus  (3)  permet  de  poser  immédiatement 
celte  relation. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans  un  triangle  rectangle, 
chaque  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à l’autre  côté  multiplié 
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[Htr  la  tangente  de  f angle  opposé  ou  la  cotangente  de  l’angle 
adjacent,- 

En  effet,  on  a 6 = rtsinlJ  et  c=r«cosB.  Si  l'on  divise  ces 
deux  égalités  membre  à membre,  il  vient 


h a sin  B 

c acosB 


= tangB,  d’où  ù = ctangB. 


On  peut  remplacer  tang  B par  cotC,  et  il  vient 

b = c cot  C' 

La  définition  de  la  tangente  (3)  donne  d’ailleurs  directement 

« b 

' tangB  = -- 

I C 


i3.  II.  Dans  un  triangle  quelconque,  les  côtés  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  angles  opposés  {^g.  18). 

Soit  le  triangle  ABC.  J’abaisse  sur  le  côté  AB  la  perpen- 
diculaire CD.  Les  deux  triangles  rectangles  formés  donnent 
* O alors  (42)  : 

Fio  ifi.  ' ' 


CD  = a sin  B et  CD  = 6sinA. 

Il  efi  résulte 

•HJ,'»  • b 

a sin  B O sin  A ou  — - — 

sin  A sin  B 


On  aura,  par  conséquent,  cette  suite  de  rapports  égaux 

a b c 

sin  A sin  B sinC" 

44.  III.  Dans  un  triangle  quelconque,  le  carré  d'un  côté  est 
égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  moins  te 
double  produit  de  ces  mêmes  côtés  parle  cosinus  de  l'angle  qu’ils' 

comprennent  \Jig.  19). 

Soit  le  triangle  ABC. 
J'abaisse  sur  AB  la  per-  > 
pendiculaire  CD.  Si  l’an- 
gle A est  aigu,  on  aura 
(Géoin.,  106) 

n’  = -f  f’  — 2C.  AD. 


I)  A C B 


Le  triangle  rectangle  ACD  donne,  dans  ce  cas, 

V D “=  A ros  \ . ^ 

II  viendia,  par  suite, 

a’ = b-  f.  c'  — 2 /ic cos  A. 
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Si  l’angle  A esl  obtiu,  on  aura  (Géom.,  107) 
û’  = 6*  -H  c’-l-  2C.AD. 


Mais  le  triangle  rectangle  ACD  donne  alors 

Al)  = 6cosCAD.  ' • 

L’angle  A du  triangle  ABC  et  l’angle  CAD  étant  supplémentaires, 
on  aura  (8) 

cosC  AD  = — cos  A 


et,  par  suite. 


AD  = — 6cosA. 


En  substituant,  il  viendra  encore 


* a’  = 6’-t-c’ — aiccosA. 

On  aura  donc,  en  appliquant  cette  formule  à chaque  côté,  les 
relations  : 

a’  = ô’  4-  c’  — 2ÔCC0S  A, 
ô’  = a’-(-c’  — aaccosB, 
c*  = a’ + ô’ — a aô  cos  C. 


45.  En  se  rappelant  le  théorème  fondamental  des  projec- 
tions (16),  on  voit  que  chaque  côté  d’un  triangle  représente  la 
somme  des_  projections  des  deux  autres  côtés  sur  sa  propre 
direction.  On  en  déduit  immédiatement  les  trois  formules  sui- 
vantes qu’il  peut  être  utile  de  connaître  ; 

• 4 

a = ôcosC-i-ccosB,  ■ '• 

ô = acosC-l-ccosA,  ’ . . . 

‘ c = flCosB-f- ôcos.\. 

' ' ' . • ». 

46.  On  peut,  comme  exercice,  prouver  (pie  les  deux  systèmes  de  for- 
mules établis  aux  n°*  43  et  44  rentrent  l’un  dans  l'autre  Jorsipie  la  somme 
A 4-  B 4-  C est  supposée  égale  à i8o“. 

En  elTet,  de  l'égalité 


on  déduit 


et,  par  suite, 


= é’  4-  c’  — ibc  cos  A 
é’  4-  c’  — a’ 


co  s A = ■ 


1 bc 

,,  /P  + c>-a^Y 


c'est-à-dire  , 

« 

d’où 


. 5,  44’c’— — c*  — a‘— ai’c’-t- aa’é’4- aa’r’ 

6'n  A=  ; 


sin’A  _ — a*  — b'  — c*  4-  aa’è’  -f-  aa’r’  4-  aé’.c^ 

a’  4 a'  é’  c’ 
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Quand  on  permute  simultanément  les  angl(^  A,  B,  C,  et  les  cétés  opposés 
U,  b,  c,  le  second  membre  de  la  relation  obtenue  ne  change  pas,  et  l’on 

obtient,  par  conséquent,  des' valeurs  identiques  pour  les  rapports  , 
l ‘ , a 

sinB  ^ sinC  _ Qjjjjjjjg  jj,  relation 
6’  r’  . . 

. ' 'A  -t~  B -f-  C = I Bo® 

entrainp  le  signe  'plus  pour  sin-A,  sinB,  sinC,  la  suite 

sin’A  sin’B  sfn’C  ■ ■ 

V~~  • • 

revient  à celle-ci  ; 


sinA  _ sin  B 
a b 

On  pourrait  de  même  des  relations 
• fl»  b 


sin  A sin  B ' 


sinC 

c 


c 

sinC 


déduire  celles  démontrées  au  n°  AS.  En  effet,  on  peut 'évidemment  pu^r 


d’où 


fl 

sin  A ' 

fl. 

sin  A ' 


• icosC 
sinBcosC 

é cos  C - 


ccosB 
sin  C cos  B ’ 

-ccosB 


sin  B cosC  -H  sinC  cosB 


ür  le  dénominateur  du  second  membre  de  cette  égalité  représente  sin  (B-f-C) 
ou  sin  A,  puisque  la  somme  des  angles  A,  B,  C,  est  égale  à deux  droits. 
On  aura  donc  , ' ' 

' fl  = ^«cosC -f- ccosB. 


CHAPITRE  II.  . ‘ ♦ 

RÉSOl.UTION  DES  TRIANGLES  RECTANGLES. 

• ,• 

e • 

VJ.  La  résolution  des  triangles,  rectangle^  présente  quatre 
cas.  On  peut  donner  l’hjpotcnuse  en  même  temps  qu’un 
angle  aigu  ou  un  côté  de  l'angle  droit;  ou  bien,  un  côté  de 
l’angle  droit  avec  un  angle  aigu  ou  le  second  côté. 

48.  Premier  cas.  On  donne_  l'Iiypotéhuse  a et  t angle  aigu 
B : an  demande  les  deujc  côtés  b et  c et  V angle  C [fig.  20). 

On  a immédiateme/it 


Fi{;.  20 


, c = 90®  — B.  i 

l.a  formule  * •*’ 

A = a sin  B 

* 

fait  cjonnaltre  b,  et  l’on  en  déduit 
log  h = log  fl  -f-  log  sing  B. 
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'Enfin,  un  irouvii  c en  |;psanl  , 

• * « 

. c = a cos  R,  . 


d’où 


log  c = log  a + log  coS  B.  . 


49.  Secûnd  cas.  On  donne  l'hypoténuse  a et  le  côté  de  l'angle 
droit  b : on  demande  l'autre  côté  c et  les  deux,  angles  B ef  C 
[figïo).  . ^ _ . * 

On  a . . • , 

• . b = a cos  C,  ' * • * • 

d’où  . 


cos  C = 7- 
a 


et 


. log  cos  C = log  Z* -)■  L : </.  • 

• 4 • 

Connaissant  C,  çn  aura 

' B = 90“  — C.  • • • ' 

Enfin,  la  relation  ‘ , 

c’ = a’  — b' z=  [a -V- b]  {a  — b]  , 

donnera  ’ . ' . ' 

’ loge  = ^ l^iog  (a  4- 6) -f- log  {a  — ij  J' 

• • 

11  faut  remarquer  avec  soin  que  l’hypoténuse  a et  àç  côté  b . 
diffèrent  souvent  très-peu.  L|angle  C est  alors  très-petit* et, 
jcomme  il  est  déterminé  par  son  cosinus,  on  ne  peut  plus 
compter  sur  l’exactitude  du  résultat  (38,‘  39).  On  lève  cette 
.difBculté  de  la  manière  suivante..  ‘ , 

Les  deux  formules  (24)  ’ • ...  ’ - * 

1 ' ' s 1 


• . / 1 — cos  c ’ I * /i 

= ; » cos-C=y/- 


cosC 


diyisces  l’une  par  l’autre,  donnent 

• « - « 

. • ‘ lang 


— cos  c 


cos  c 


. En  substituant  à co«C  sa  valeur  -«  il  vient 

a 

\ 

• ■ ■ ’ 

I ■ 4 /•  n , la  — b 

'•"f  j'-=  w =rV/,-rrï’ 
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d’où  , • . ‘ : 

logtang^C  = ^ l^log  (a  — 6)  + L (a-t-6)j. 

< , ■ / • ■ » 
L’angle  - C étahi  détermine  par  sa  tangente,  le  sera  aussi 

exactement  que  possible  (37)  : il  en  sera  donc  de  rtômé  de’ 
l’angle  "Cî  De  plus,  les  logarithmes  qyi  servent  au  ^icalcul  de 

.tang  - L sont  précisément  ceux  qui  servent  au  calcfti  du  çôlé  c. 


• ****«■  ♦ 

50.  Troisième  cas.  On  donne  le  côté  b et  l’angle  B : on  de-  • 

mande  F hypoténuse  a,  le  côté  c et  l’angle  C \Jig.  ao). 

La  relation  » 

• - • 


. 

A. 

B c = ’go" 

donne/ 

* * % 

• 

' De  la  formule 

1 

C = 90“  — B.  ^ ■ 

• lÈ 

* • ' • 

• 

b ='a  sin  B 

. on  déduit 

b ’ / 

a — — — , 

' 

sinB 

d’où 

* ' • % 

» 

' logo 

= log  6 -H  L sjn  B.  , 

, De  même,  la  formule 

■ ' ^ f 

* 

6 = ctangB 

donne 

. 

* 

h / ■ 

h 

d’où 

•.  langB’  ■ , 

loge 

= log  6 4- L taiig  B. , . • ' . 

. * • 

61;  Quatrième  æas.  Oh  donne  les  deiuc  côtés  b et  c : on  de-, 
mande  l’ hypoténuse  a,  et  les  deux^angles  B e/  C {Jig.  ao). 

De  la  formule  ,> 


6 = ctangB 

pn  déduit  ' ‘ 


. • 

b * 

'tang  B = -, 

» 

d’où 

/ 

^ » 

On  a ensuite 

.1  • 

• log  tang  B = log  b 4-  L . r.  , 

.. 

"c  — 90"  -t-;  B.'  ' 

f ' ' ■ 
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Connaissant  B,  de  la  relation 

fc  = a sin  B 

on  déduit 


a = ■ 


•et  * 


si  nB 

log  «•=  log  6 4-  L . sin  B_. 


S2.  Nous  donnons  les  différents  éléments  d'un  triangle  rectangle,  ainsi  '' 
que  les  logarithmes  de  ces  éléments,  qui  peuvent  entrer  dans  le  calcul 
des  quatre  cas  traités.  Le  lecteur  pourra  les  résoudre  successivement  en, 
choisissant  dans  le  tableau  indiqué  les  valeurs  convenables,  et  il  pourra 
ensuite  vérifier  l'exactitude  de  ses  propres  résultats  en  les  comparant 

aux  nombres  du  tableau.  ’ ’ • 

« 

SCga",  5,  <(=4454**,*  c = 54''5*'.4i 

logrf=  3,y553o3o,  logé  = 3,658393i>,  loge  = 3,6334543, 

. a-)-é  = io24C**,5,  n — é=  ii38*,5, 

^ log(a-f“é)  = 4jO>o5755,  log(a  — é)  = 3,o56333o, 

.4  = 90»,  • B = 53»7'48",4,  C=  36»5a'ir,6, 

* ^ _ 

logsinB  = 1 ,9030900,  logsinG=  1 ,7/8i5ia, 

logeosBir  1,7781612,.  logcosC  = 1 ,9030900, 

log  tang  B = o,  1249389,  log  tangC=  i ,876061 1 . 


CHAPITRE  III  . . 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  OBLIQUANGLES 


53.  La  résolution  des  triatigles  obliquangles  présente  quatre 
cas  : les  trois  premiers  correspondent  aux.trois  cas  d'égalité  deü 
triangles.  On  peut  donner  un  côté  et  deux  angles,  deux'côtés  et 
l'angle  .qu’ils  comprennent,  trois  côtés.  Le  quatrième  cas  est 
celui  où  l'on  donne  deux  côtés  et  l’angle  opposé  à l’un  d’eux  : 
nous  avons  vu  (6’éom.,  74)  qu’il  pouvait  y avoir  alors  deux 
triangles  construits  avec  les  données;  ce  cas  est  donc  un  cas 

' douteux  sujet'à  discussion.  ’ 

54.  Premier  cas.  On  donne  le  côté  c et  les  angles  K et  h •.  on 
demande  les  côtés  a,  b,  cl  le  troisième  angle  C [Jig.  21  ). 
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vL’anglc  inconnu  se  déduit  iminédiatemenl  de  la  relalioh 
A + B + C=i8o». 

On  a ensuite  (43)  : 


Fig.  21. 


sinB 


c sinC 
b 


csinB 

— : — TT* 

sinL 


logft  = logc-t-logsinB  + I<sinC.  . 

55.  Second  cas.  On'  donne  les  deux  côtés  a,  b,  et  F angle 
compris  É : on  demande  le,  troisième  côté  c et  les  deux  angles 
Ae<B(/g.  2i).  ^ 

. Comme  pn  a A B = i8o“  — C,  on  doit  chercher  à déter- 
miner la  différence  A — B,  de  manière  à trouver  à la  fois  les 
deux  angles  A et  B. 

En  supposant  a > i,  on  a ‘ 

* ’ a sin  ,\  ’ ■ 

î~sinB’  ; 

d’où  [-dlg.  élém.,  49)  • * 

a + b sin  A -f-  sin  B • 

• n — 6~sinA — sin  B 

Mais  nous  avons  trouvé  (26) 


•1  • n lang-(A4-B) 

sin  A -t-  siqB ” 2 ^ ^ 

sinA  — sinB  . i,. 

tang-(A  — B] 

On  a donc,  en  reiparquaht  que 

, tang- (A H- B)  = tahg-(  180”  — C)  = cot-C,  .» 


d’où 

Par  suite, 


cot  - C 
2 


a — b I , . 

lang-(A  — B)* 


. ' / I ni  « 

Uing  - A — B)  = • c,Ot  - C. 

2 ' ' «-+-6  2 


'log  tang  ^ (A  — B)  = log  («  — b\ ■+■  log  cot  ^ C 4-  C . (<i  -i-  i>)- 
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Si  les  tables  donnent  ^ { A — B)  = on  aura  simultanément 

' • A ' B A B „ I , 

= tl°, 1 = 90"  -T  - C, 

2 2!  2 2-  , 2 

» • " •% 

c’est-à-dire  . • 

A = 90®  -i-  n®  — ^ C,  B = 90“  — n°  — ^ C.  •• 

" » ^ 

. On  pourrait  tirer’  le  côté  c de  la  formule  - = — 7*;  mais  on 
* a sinA 

auraitainsi  trois  nouveaux  logarithmes  à chercher.  11  vaut  ôiieux 
opérer  comme  nous  allons  l’indiquer. 

De  la  suite  • ' 

a _ b c 

» sinA  sinB  sinC’ 

on  déduit  ‘ . ' t • 

a-\- b ' ‘ c (tf'-l- ô)  sinC 

. sinA-4-sinB  sinC  sinA-f-sinB 


Maïs  on  a (24,  26)  ' 


slnO  = 2sin  - Ceos  - C 
• 2 2 . 


et 


' sin  A'-H  sinB  = 2sin  - (A -l-.il)  cos- (A  — B). 
D'ailleurs,  . . 

sin  - (A -+- B)  = sin  - (i8o“j — C)  = cos-C. 

2 , 2 I ^ 


. . sin  - C 

• SI  n 1 * * * 2 

Le  rapport  -7 — ^ se  réduira  donc  à 


sinA  -f-sinB  ' 


cos-(A  — B)' 


et  il 


viendra 


{«  -f-  ô)  sin  - C 

■ ~ ! 

cos  ^'(A  B) 


d’où 


log  f = log  [fl  + b]  -t-  log  sin  - C -t-  ÏT eus  - ( A — B) 


Comme  le  calelil  de  la  différence  - (\-  B)  exige’ la  rccheitlie 
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(le  log  (rt-l-6),  on  n’aura  en  rcalilé  que  deux  nouveaux  loga- 
rithmes à trouver..  ' 

Par  cette  première  méthode,  on  a en  tout'rinq  logarithmes 
à chercher. 

II  arrive  souvent  dans  la  pratique,  lorsqu'on  a un  réseau  de 
triangles  à caloyler,*que  les  côtés  <i  et  6 sont  donnés  par  leurs 
■logarithmes.  Il  faut  pouvoir  employer  directement  ces  loga- 
rithmes et  éviter  de  remonter  aux  nombres.  Les  indications  . 
précédentes  doivent  dpnc  être  modifiées. 

Reprenons  la  formule  ' ' 

' * • . . • 
I , . ¥,1  Cl  — h I ^ 

tang-iA  — 9 =• rCOt-C* 

2^.  «,-t-  b a 

* fl  (}  * 

Divisons  par  a les  deux  termes  de  la  fraction  elle  pren- 

■ '“S  - 

dra  fa  forme r • Posons 

€>  • 

I -h- 
a 

h , - • * ■ 

- = tangip,  d’ou  Iogtangç=  logô— logn.. 


Il  viendra  (22)  : 


K 


a — h I — tang*  , 

7 = — — ü — °^=tang(45®  — ?). 

a-^b  I -hHangf 

Par  conséquent,  la  fdrmule  à employer  sera  celle-ci  : ' 

< tang-(A  — B)  = tang  (45"  — If)  cot-C, 
d’où  ■ ■ ' • 

.log  tang^(A  — B)  = log  tang  (45"  — ?)  -t-  logcot^C. 

• a ' • 

Dans  l’hypothèse  que  nous  considérons,  le  côté  c .doit  être 
directement  calculé  à l’aide  de  la  relMion  c = — parce 
qu’on  connaît  loger.  On  aura  dotic 

V <4  _ • ■ 

loge  =*;logfl  ->r  log sin C -f-  L sin  A. ' 

, ir- 

Le  procédé  qu’on  vient  de  développer  n’exige  que  le  calcul 
de  quatre  logarithmes  ; mais  la  recherche  du  cinquième  loga- 
rithme qu’on  a à trouver  lorsqu’on  suit  la  première  méthode, 
est  remplacée  par  celle  de  l’angle  ?.  L’avantage  obtenu  est  ce- 
pendant réel,  puisque  la  méthode  ordinaire’ exigerait,  outre  le 
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rafcul  de  cinq  logarithmes,  qt  on  remontât  deux  fois  aux  nom- 
bres pour  trouver  fl  et  6. 

Enfin,  si  l’on  donne  b directement  et  fl  par  son  logarithme, 
on  pourra  employer  les  formules 


c sinC 

a sin  A 


et  /»  = flCosC -h«co^. 


On  en  déduira  : 


csinA=flsinC,  . 
ccos  A =6  — flcosC. 


En  divisant  ces  deux  relations  membre  ,1  membre,  on  trouvera 


tang  A ; 


fl  sin  C 
— «cos(; 


On  aura  donc 

log  tang  A = logfl  log  sin  C -f-E  (é  — ACOsCii- 

Il  faut  remarquer  que  l’angle  A sera  aigu  ou  obtus  suivant 
que  tang  A sera  positive  ou  négative,  c’est-à-dire  suivant  que 
fe  dénominateur  b — iACOsC  sera  positif  ou  négatif.  Les  quan- 
tités négatives  n’ayant  pas  de  logarithmes  élém.,  2i7), 
|Sour  que  la  formule  se  prête  dans  tous  les  cas  au  calcul  loga- 
rithmique, on  devra  donc  écrire 


4 


log±  tang  A = logfl  -I-  log  sinC  4-  — ncosC.), 

« 

les  signes  p/us  et  moins  se  correspondant  dans  lesÿeux  mem- 
bres. C’est-à-dire  que  si  b — acosC  est  une  quantité  négative, 
'on  changera  le  signe  de  cette  quantité  en  môme  temps. que 
celui  de  tang  A;  dans  ce  cas,  les  tables  donneront,  au  lieu  de 
l’angle  A,  l’angle  i8o”  — A.  *■ 

Une  fois  A connu,  on  aura  c par  la  formule  c = et  B 

sin  A 

par  la  relation  A -*-  B 4-  C = i8o”. 

On  a seulement  trois  logarithmes  à chercher,  savoir  ceux 
des  quantités  sinC,  cosC,  b — acosC;  mais  il  faut  en  outre 
calculer  fl  cos  C.  Cette  dernière  méthode  est  cependant  la  plus 
simple  des  trois  qu’on  vient  d’exposer;  car,  si  l’on  voulait  avoir 
recours  à la  méthode  précédente,  il  faûdpit  déterminer  logé 
et  l’angle  puis  calculer  ensuite  quatre  logarithmes  ; et  si  l’on 
employait  la  méthode  ordinaire,  il  faudrait  remonter  aux  nom- 
bres pour  trouver  a, 'et  chercher  cinq  logarithmes. 


CoVnme  exercice,  et  pour  montrer  de  quelle  manière  on  peutintroduire 
dans  les  relations  trigorfométriques  un  angle  aujciliaire  afin  do  rendre  W 
formules  calculables  par  logarithmes,  nous  nous  proposerons  de  trouver 
dueclemrm  le  cêlé  c.  • 
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On  a l'équaüon 


= aa^cosC.  . . • 

Multiplions  alors  par  sin’  - G + cos’  - C = i et  remplaçons  cos  C par 


cos’  - G — sin’  - G.  Il  viendra 
a a 


c’=  (rt’  + è’)  ^sifi’  ^G  + cos’^G^  — iftb  ^cos’i  G — sin’  ^G^i 


c’esl-à-dire 


.On  en  déduit 


c’  = (rt-+-  /i)’8in’iC-(-{n  — é)’cos’  ^G. 

b • 

r («— ^)’cot’ - G~| 

ç’=(.  + 6)’sin4G[_.+  — ■]■ 


Si  l’on  pose  alors 


il  vient 


(n  — é)cot-G 


(a-l-i)’sin’- G (n  + é)sin-G 

c*  = ; et  r'±^  ■ * 


cos’<p  cosy 

' . if  faut  noter  avec  soin  que  l’angle  auxiliaire  7 est  précisément  l'angle 
^ (A  — B]  : la  seconde  marche  reproduit  donc  identiquement  la  première. 

56.*  Tboisièhb  cas. — On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  es' on 
• dernande  les  trois  angles  A,  B,  C (^g.  21  ).  ^ , ^ 

■I)e  la  formule  / <• 


on  déduit 


a*=  6’+  c’ — aftecosA, 
À’  -j-  c’  — 


CO8  A = 


2bc 


Ori'a  d'ailleurs  (21^) 


sin 


I , . /i  — cos  A * ’t  . f\ 

_A=v/— ^ et  cos-A=y/- 


-+-  cos  A 


„ , . , •!  — cos  A i + cosA  „ 

Formons  les  quantités et On  a 


I — CO»  A = 1 


2 a 

A’M-c’ — fl’  aAc — A’ — c’-f-n’ 


2bt 


tbr 
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On  peut  donc  écrire  » • • • - > 

1 — ‘cos\ a' — [b  — [a  + b — c)(a  — b-^c) 

, 2 " 4^*^  ' I ’ 

en  SC  rappelant  que  la  différence  de  deux  quantités  est  égale  . • 
au  produit  de  la  somme  tfe  leurs  racines  carrées  par  la,  diffé-  ’ 
ronce  de  ces  mêmes  racines. 

' . ; On  aura  de  même  . , .*■ 

•.  iM-c’  — a’  2 bû b’ -h c’ — a’ 

I cos  A = I H r = — = r— » 

. abc  abc 

t • * • • 

•d’ou  ^ , • 

/ I 4- cos  A (fc-t-c)*  — à* (ft-t- c-+-a)  (6  4- c — rf) 

2 4^*^  . 4^*^  • 

* • « • 

Représentons,  pour  simplifier,  le  périmètre  du  triangle  par  ap, 

' Nous  aurons  ' * ' . . • 

a-^-b  -\-'c=ap,  ’n — b-hc^a{p—b), 

*6-f-c  — a = a[p  — a},  a-\-b—c  = a^ — c).* 

, 

Il'vifendra,  par  conséquent,  en  supprimant  le  facteur  4 com- 
mun haut  et  bas i • . ’ 


• 2 
On  aura  donc 

•.siniA=  y/ 


\p  — b)[p  — c) 


On  trouvera  de  Inème 

% > . ■'■I. 


1 4-  cos  A 

p{p  — a) 

2 

« 

• 

cos-A.=  V 

* t 

lp(p  — a) 

/ bc  . 

• 

cos^b  = y 

/p(p  — b)  . 

f ac^ 

•cosic  = t 

//>(/»— c J '■ 

ab  * 

En  divisant  ces  formules.membre  à membre  et  deux  par  duiix, 
on  obtiendra  les  relations  suivantes  très-symétriques  et  très- 
faciles  à retenir  : . • • , ’ . • - , 

p{p-a)  ' 

1 „ /(p  — «)(/>  — c)  * 

..  • . 

2 V /'(/'— c) 
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Tons  les  radUaux  indiqués  doivent  être  pris  avec  le  signe 
plus,  puisque  les  demi-angles  tl’un  triangle  sont  nécessaire- 
ment aigus. 

Lorsqu’on  ne  veut  qu’un  angle,  chaque  espèce  de  formule 
exige  la  recherche  de  quatre  logarithmes;  mais  lorsqu’on  les 
veut  tous,  les  formules  sinus  exigent  qu’on  calcule  six  loga- 
rithmes, les  formules  cosinus  sept,  et  les  formules  tangentes 
quatre  seulement.  Ce  sont  donc  ces  dernières  qu’il  faudra  em- 
ployer. De  plus,  en  y ayant  recours,  on  détermine  les  angles 
cherchés  avec  une  plus  grande  exactitude,  comme  nous  l’avons 
déjà  fait  remarquer  (37).  On  aura 

logtang^A  =-[log(/j  — 6)-+-log(/>  — c)-+-  L/)-|-L  (/>  — «)], 
logtang^  B = ^[log(/>  — rt).-e-log(p  — r)-h  Lp -(- L(/>— • 6)], 

log langue  = ^[log(/>  — a)  -+-  log(/>  — 6)  -+-Lp  -h  L(/>  — c)]. 

Il  convient  de  calculer  d’abord  les  quantités  p,  p — a,  p — b, 

P — c,  et  leurs  logarithmes  directs  et  préparés;  puis,  on  n’aura 
plus  qu’à  substituer  les  valeurs  trouvées  dans  les  formules  ' . 
ci-tlessus. 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  que  chaque  cèté 
soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres.  Si  cette  condi- 
tion n’est  pas  remplie,  si  l’on  a,  jear  exemple,  c'p>a+b,  on 
aura  nécessairement  a<l6-l-c  et  b<ia-^c.  Par  suite,  on 
trouvera  o.^n-t-è  — c ou  p—c  négatif,  o<[è-f-c  — a ou 
p — rt  positif,  o<;rt-f-c  — b ou  p — b positif.  La  valeur  de 

tang^A  sera  donc  imaginaire  et  indiquera  l’impossibilité  du 
problème.  Il  en  sera  de  même  des  valeurs  de  tang-B  et  de 
tangue. 

r>7,  Qi'ATBIÈmk  C..VS.  On  donne  les  deux  râles  a,  h,  et  ünnfije.  A;  on 
dcnumde  les  deux  unifies  B,C,  et  le  tmisième  râle  r (fig.  a?.). 

La  relation 
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L'ungle  B étant  connu,  un  aura 

i8o“  — (A-t-B). 

Knfin,  le  cété  r sera  donné  par  la  formule 

asinC 

'■=  — r> 
sinA 

d'où 

loge  = loga-(-  logsinC  + L.sinA. 

Il  faut  discuter  les  valeurs  obtenues.  A un  même  sinus,  correspondent  deux 
angles  supplémentaires.  Par  suite,  les  tables  faisant  connaître  l’angle  aigu  B 

qui  a pour  sinus  la  valeur  ^ ■>  il  est  nécessaire  de  chercher  dans  quels 

cas  on  doit  admettre  ou  rejeter,  comme  nouvelle  solution,  l'angle  obtus  B', 
qui  satisfait  à la  relation 

B'=  i8o"  — B. 

Or,  si  l’angle  donné  A égale  ou  dépasse  90",  la  solution  qui  correspond  à 
la  valeur  B'  doit  évidemment  être  rejetée  (Céom.,  37),  et  la  condition 
de  possibilité  du  problème  est  n>  b. 

Si  A est  plus  petit  que  go°  et  si  la  valeur  B'  est  admissible,  on  aura  pour  C 
les  deux  valeurs 

C=  i8o"-(A  + B),  C'=  i8o'-(A  + B')  = B-A. 

La  première  valeur  de  C sera  toujours  admissible  ; mais  la  seconde  C'  ne  le 
sera  que  si  l’on  a B > A ; ce  qui  entraîne  la  condition  b > a. 

En  résumé,//  n'y  aum  donc  deujc  sohuions  que,  lorsque  Canglc  donné  A 
étant  aigu,  le  côté  opposé  a sera  te  plus  petit  des  deux  côtés  donnés 
a et  b. 

C.omme  vérification,  en  désignant  dans  cette  hypothèse  par  c et  c'  les 
deux  valeurs  du  cété  c,  on  devra  avoir 

a a 

Dans  tout  autre  cas,  le  problème  n'admettra  qu’une  solution  et  le  triangle 
sera  complètement  déterminé. 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  d'ailleurs  qu’on  ait  toujours 
sinB<i  ou  ésin  A<o.  MaisésinA  représente  la  hauteur  CD.  On  retrouve 
ainsi  la  condition  indiquée  en  géométrie  ( 74). 

Expressions  trigonométriques  de  l’aire  d'nn  triangle. 

58.  Supposons  d’abord  qu’on  donne  les  deux  côtés  n,  b,  et 
l’angle  compris  C {Jig.  ax).  On  aura,  en  désignant  par  S l’aire 
cherchée. 

S = -.CD. 

3 

Le  triangle  recUuiglc  .\CD  donnant  CD  = ôsinA,  il  viendra 

S = -ôcsin 
2 
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L’aire  d’un  triangle  est  donc  égale  à la  moitié  du  produit 
de  deux  côtés  par  le  iinus  de  l’angle  qu'ils  comprennent. 

Si  l’on  donne  les  trois  côtés  du  triangle,  il  faut  remplacer 
dans  la  formule  précédente  sin  A par  sa  valeur  en  fonction  des 
côtés.  Or  on  a ' ‘ 


et 


sin  A = 2 sin  - A cos  - A 
2 2 


sin 


ï*=v/^ 


— b){p  — c) 
bc  ’ 


cos  - A : 
2 


l/ 


'p{P-a) 

bc 


c’esl-à-dire 

= — a)  (p  — b)ip  — c). 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation 


8 = i 6c  sin  A, 

on  Irouve 

s = v'/»  (/>  — «)  IP  - f>)  (P  — c). 

Telle  est  l’expression  de  l’aire  d’un  triangle  en  fonction  de  ses 
trois  côtés  (*). 

Enfin,  dans  le  cas  où  l’on  donne  un  côté  c et  deux  angles 
A et  B,  il  faut,  dans  la  formule  S = ^6csinA,  remplacer  le  , 

côté  6 par  sa  valeur 

J csinB  ' csin B 
• sinC  ~sin(A-t-B) 

Il  viendra  alors 

1 sin  A sin  B 

' S = - c’  pr • 

2 sin{A-+-B) 

Toutes  les  expressions  obtenues  sont  calculables  «par  loga- 


( * ) On  peut  remarquer  qu’en  multipliant  entre  elles  l'es  râleurs  des  sinus,  ou 
celles  des  cosinus,  ou  celles  des  tangentes  des  demi-angles  d'un  triangle  (56), 
on  obtient  d'après  l'expression  qu’on  rient  de  trouver  les  formules  suivantes  : , 


. I . I „ . I „ S* 

sin  - A sin  - B Bin  - C = — — < 
a 2 a pabc 

' . • „ ■ « /’S 

cos  - A cos  - B cos  - C = , 

a a a abc 


tang  - A tang  - B tang  - C.  = 
a a a p‘ 


24. 
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lillimes.  On  aur.i  : 

logS  = loR  />  -V  lofif  -t-  log  sin  A L.  2, 

logS  = - [log/>  -H  log  [p  — «)  -h  log  [p  — b)  -I-  log  [p  — g)). 

^ V i __ 

log  s = 2 log  c -f"  log  sin  A -|-  log  sin  1$  + . 2 -t-  L.  sin  ( A -+■  B). 

Comme  application  des  formules  précédentes,  proposons-nous  la  ques- 
tion suivante  ; Dr  tous  les  triangles  inscrits  lions  un  me  me  segment,  <]ucl 
est  celui  dnnt  Caiiv  est  un  maximum  ? 

Si  l’on  désigne  par  c la' corde  du  segment,  l'angle  opposé  C restera 
constant  pour  tous  les  triangles.  L’aire  de  ces  triangles  aura  pour  formule 


S = -c^ 
2 


sin  A sin  B 


sin  f A + B) 

L’anglaC  étant  constant,  il  en  est  de  même  de  la  somme  A + B.Uques- 
tion  revient  donc  à déterminer  le  maximum  du  produit  sin  A sin  B.  Ce  maxi- 
mum correspond  (iO,  3")  à la  condition  A = B.  Donc,  le  triangle  demandé 
est  le  triangle  isocelé  inscrit  dans  le  segment  considéré. 

Données  de  rnlcul.  Nous  terminerons  en  donnant  tous  les  éléments  d’un 
triangle  obliquangle  qui  peuvent  entrer  dans  les  calculs  précédents , ainsi 
que  leurs  logarithmes.  On  fera  usage  du  tableau  indiqué , comme  nous 
l’avons  déjà  dit  au  n°  52. 

0 = 5777", O,  /j=7i57",7  ' c=  878i",i 

logo  = 3.7C17024  log/;  = 3,86147735  loge  = 3,9435489,  _ 
io857",9,  — rt=  5o8o«,9,  p - b = 2700*  ,2.,  p — c=2oyG'*,S 

log/;  = 4.0357459,  log(/;  — o)  = 3,;;o594o6, 
log(/;  — /;)  = 3,5682252,  log(/;  — c)  = 3,8173947, 

A = 4o"5G'o",  B=  54"  16' 8", 48,  C = 84"47'5i',52, 
logsinA  ="1,8163609,  log  sin  B =7,9094319,  log  sin  C =j,  9982073, 
logeos A =7,8782186,  loscosB=  1 ,7668981,  log cosC  = 2, 95748.15, 
logtangA=  7,9881423,  logtangB=o,i43o338,  log tangC  = i ,0407268. 


CHAPITRE  IV. 

EXERCICES  ET  APPLICATIONS  ' 


.59.  Expression  trigonométrique  de  F aire  iF  itn  quadrilatère  quelconque, 
en  fonction  de  ses  diagimales  et  de  Pangle  quelles  forment  (fig.  28). 


■»■  Fie.  23. 


Soient  D,  D’,  les  deux  diagonales 
AC,  BD  ; soit  « leur  angle.  On  aura, 
d’après  la  figure 

tr  AOB  = - dd'  sin  a, 

%• 

IrBOC  = if/’ersina, 

'2 

ïrCOÜrrif/Vrsina, 

U l)OA  = 

. U 
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Par  suite,  en  désignant  l’aire  cherchée  par  S,  il  viendra 


S = ;!•  s\nx(M'+ir<r  -t-  ,rd"’+iru  ) 


373 


c’est-à-dire 


s = ^ sin  a [(  I'/  fT*')  ft  H~  ( ) fi'” 

« 

s = i8ina(«/4-rf")(rf'4-^/")  = - DD'sina. 


On  retrouve  ainsi  ce  théorème  do  Géométrie  : Deux  qumlriUaères  sont 
équivalents  lorsque  leurs  diagonales  se  coupent  sous  le  meme  angle  et  sont 
égales. 

60.  Expressions  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n et  de  2 n côtés, 
inscrits  et  rirconscrits  au  cerile  de  rayon  R,  en  fonction  de  n et  de  R. 
Rapjmrts  de  ces  aires  [fig.  24)- 

Le  polygone  régulier  inscrit  do  n cétés  se  compose  do  n fois  le  trian- 

• 36o® 

glo  AOB.  Désignons  par  a = -^  l’angle  au  centre 

c I P de  CO  polygone.  On  aura  (88)  *' 


Ir  AOB=  - R’,  sin  a. 
a 


Par  suite,  l’aire  s du  polygone  inscrit  sera  ■■ 

« R’  . • 

s~  Sina. 

a 

. Le  polygone  régulier  circonscrit  de  n côtés  so 
compose  de  n fois  le  triangle  COD.  Le  triangle  œo  a pour  hauteur  R et 
pour  demi-base  ' , ■,< ^ 

CI  = Rtang-z. 
a 

On  aura  donc  ‘ 

tr  COD  = R’ langea. 

L’aire  S du  polygone  circonscrit  sera  par  conséquent  . 

I - ' 

S=  «R’tang-*.  «î* 


Cherchons  le  rapport  ^ : il  viendra 


.* 


I I- 

2Sin-aC0S-a  . 

s Sina  , 2 2 , I 

- =;  — :=  fOS  • - a. 

Si  I a 


atang-a  atang-a 
Si  I on  suppose  n — G,  on  a 


■ cc  — 3i>". 
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De  la  relalion 
on  déduit  alors 


riUGONUltÉTKlE. 
*cos6o“  = cos’  3o°—  sin’.  3o", 


C08*3o®=  cos6o°-4-8in’3o°  = - v 

• . a 4 4 

Ainsi,  le  rapport  des  aires  des  hexagones  routiers  inscrit  et  circonscrit 

J 

est  égal  à - : c’est  là  un  théorème  connu  de  géométrie. 

Si  J’on  désigne  par  s' et  par  S' les  aires  des  polygones  réguliers  inscrit 
et  circonscrit  de  an  cétés,  on  aura  évidenunent  (en  remplaçant  n par  an 


et  a par^a^ , 


1'=  nR’sIn-a,  S'— anR’tangŸ«- 
• a ,4 


Comparons  s et  S à r'  : nous  trouverons 
s aina 


asm -Z 
a 


, sin-z 

I . J a I . 

= C08-z  et  j:  = CO8-  Z. 

I a S . I a 


tang~z 

a 


Par  suite,  on  a 


7'~  s’ 


r’est-à-dire  que  Faire  du  polygone  régulier  inscrit  de  an  côtés  est  la 
moyenne  proportionnelle  tics  aires  des  polygones  réguliers  inscrit  et  cir- 
conscrit de  n côtés. 

Par  exemple,  l’airu  du  carré  inscrit  étant  égale.à  aR’,  celle  du  carré 
circonscrit  é 4 U’,  011  011  conclura  que  l'aire  de  l'octogone  régulier  inscrit 
a pour  expression  v^aÙ’.  4R’  ou  aR’y^;  ce  qu’on  peut  facilement  véri- 
fier par  la  géométrie. 

On  pourrait  facilement  trouver  S'  en  fonction  de  r,  S et  s\  Comparons 
s'  c#  Sl  néus  aurons 


S' 


a langez 


sin-a 

2 


COS  7 a 

4 


Mais  I -t-  cos  - Z =:  a cos’  - a.  Par  suite, 
a 4 

• ' S'  a 


I -I-  cos  - Z 
a 


Nous  avons  obtenu  précédemment 
Il  vicndra'done 


s 1 

-,  — cos  - Z. 
A a 


£ 

V' 


A + a’ 


et  S' 


•/  A a A S 

,<  t-i'  A |-  a1 
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61.  Expression  générale  île  Paire  iPun  segment  cireulaire  (Jig.  2Î). 
Soit  le  segment  AlB.  On  aura 

seclAOB=^^,  IrAOB-^-R’sina. 

36o  2 . 1 

il  viendra  donc 

segment  AIB  = ^ — sina^  • 


Problèmes  de  trigonométrie  pratique. 


62.  Nous  supposerons  (dans  ce  qui  va  suivre)  les  élèves  déjà 
familiarisés  avec  les  applications  de  la  géométrie  élémentaire  à 
Yarpenlage  et  au  levé  des  plans  (*). 

I*  Déterminer  la  hauteur  d’un  édifice  dont  le  pied  est  acces- 
sible, et  qui  repose  sur  un  terrain  sensiblement  horizontal 
ifig-  25). 

Soit  AB  la  hauteur  à mesurer.  On  placera  un  graphomètre  a 
une  distance  AD  du  pied  de  l’édifice  : il  faut  que  AD  soit  com- 
parable à AB.  Le 
Fig.  25.  limbe  de  l'inslru- 

menl  étant  vertical 
et  son  diamètre  ho- 
rizontal, on  fera  en 
sorte  que  son  plan 
prolongé  passe  par 
le  point  B.  On  vi- 
sera alors  ce  point 
B avec  l’alidade,  de 
manière  à mesurer 
l'angle  BCE.  Le  fil  à 
plomb  déterminera 
kl  projection  D,  sur  le  terrain,  du  centre  C du  graphomètre. 
A partir  du  point  D et  parallèlement  au  diamètre  de  l'instru- 
ment, on  tracera  et  l'on  chaînera  l'alignement  DA,  égal  et  pa- 
rallèle au  côté  CE  du  triangle  rectangle  BEC.  Ce  même  triangle 
donnera  alors 

BE  = CE.tang  BCE.  - • 

Ajoutant  à BE  la  hauteur  CD  du  centre  du  graphomètre  au- 
dessus  du  terrain  horizontal,  on  aura  la  hauteur  cherchée. 


(*)  Ces  applications,  qui  ne  sont  pas  eiif'écs  pour  Vadmîsition  à l'tcolo  ccn> 
Irulc  parce  qu'elles  font  partie  du  («ours  do  Travaux  puldics  professe  à cetlo 
Krole,  son!  iicaiitnoins  Irès-iitilcs  h connaître  avant  d'y  onlrrr  Nmisonpapcoiis 
les  élèves  studieux  ii  consulter  sur  ce  sujet  rcléganl  Abr^,  de  M A . Amiot  ou 
l'excellent  Traite  do  MM  Briot  cl  Vacquanl. 
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7."  Üétevniinrr  l<i  luinleur  d’un  édijice  qui  repose  sur  un 
terrain  sensiblement  horizontal,  mais  dont  le  pied  est  inacces- 
sible {Jig.  26). 

On  installera  le  gra- 
plionièlre  en  r',  comme 
dans  le  problème  pré- 
cédent , et  l’on  mesu- 
rera l’angle  Sc'D.  Puis 
on  transportera  l’instru- 
ment parallèlement  à lui- 
môme,  de  manière  que 
la  nouvelle  position  c du 
centre  se  projette  en  U 
sur  l’alignement  B' 11,  pa- 
rallèle au  diamètre  hori- 
x.onutl  du  limbe  à la  première  station.  On  mesurera  alors 
l’angle  Sel),  et  l’on  cbaincra  la  distance  B'B  = c'c. 

Le  triangle  Sc'c  donnera  alors 


K. 


Sc' sin  Sec' 

ce'  sin  cSc' 


Les  angles  Sec'  et  ScD  étant  supplépientaires  et  l’angle  cSc' 
étant  égal  à la  différence  des  angles  ScD  et  Sc'l),  cette  rela- 
tion deviendra 

O , cc'.  sin  ScD 

SC'=  ; — 

sin  (t>cD  — Sf'  D) 

Le  triangle  rectangle  Sc'D  donne  d’ailleurs 
SD  = Sc'.  sin  Sc'D. 

On  aura  donc  en  résumé 


SD 


cc'.sinScD . sinSc'D 


Fie-  37- 

B 


sin  (Scl>  — Sc'D) 

Ajoutant  à SD  la  hauteur  du  graphomètre,  on  obtiendra  la  hau- 
teur demandée. 

3"  Déterminer  la  distance  d un  point  donné  à un  point  inac- 
cessible [Jig.  27 1 . 

Soit  AB  la  distance  deman- 
dée. On  mesurera  avec  la 
chaîne  une  base  quelconque 
AC,  à iKirlir  du  point  A.  Puis 
on  visera  le  point  B à l’aide  du 
graphomètre,  en  se  plaçant 
successivement  aux  points  A 
et  C.  La  base  AC  doit  être  telle, 
que  les  angles  C \B,  ACB,  ainsi 
déieriuinés,  ne  s’écailenl  pas 
beaucoup  de  jS"  (on  sait  (|ue 
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les  angles  trop  aigus  nuisent  à l’exactitude  des  calculs).  ;Le 
triangle  ABC  donnera  alors 

AC.sinBCA 

~ sinABTT' 

L’angle  ABC  est  le  supplément  de  la  somme  des  angles  me- 
surés. 

• 4"  Déterminer  la  distance  qui  sépare  deux  points  inacces- 

sibles {Jig.  a8). 

Soit  AB  la  distance  demandée.  On  mesurera,  sur  la  partie  ac- 
cessible du  terrain  une  base  Cl).  Puis,  à l’aide  du  grapho- 
, mètre , on  déterminera  les 

’*•  quatre  angles  formés  par  CD 

avec  les  côtés  adjacents  et 
les  diagonales  du  quadrilatère 
ABCD.  Si  ce  quadrilatère  est 
plan,  l’angle  ADB  sera  connu 
comme  différence  des  angles 
CDB  et  CDA.  Mais  si,  comme 
il  arrive  presque  toujours,  ce 
quadrilatère  est  gauche,  on 
devra  mesurer  directement 
l’angle  ADB. 

Ceci  posé,  on  connaîtra 
dans  le  triangle  CDA  un  côté 
CD  et  deux  angles  C.DA,  ACD  : 
on  pourra  donc  calculer  AD.  De 
même,  on  connalfra  dans  le  triangle  CDB  un  côté  CD  et  deux 
angles  CDB,  BCD  : on  pourra  donc  calculer  BD.  Le  triangle  ADB, 
dans  lequel  on  connaîtra  alors  deux  côtés  et  l’angle  compris, 
permettra  ensuite  de  déterminer  kt  distance  inaccessible  AB. 

On  aura  successivement,  en  désignant  par  a,  b,  d,  les  côtés.' 
du  dernier  triangle,  et  par  A,  B,  P,  ses  angles  : 

. CD.sinACD  CD.sin  BCD 

^ sin  C,AD  ’ sin  CBD 

•Pouvant  connatlre  les  côtés  b et  a par  leurs  logarithmes,  on 
posera 


tangç. 


et  le  triangle  ADB  donnera  (55) 

^ tang^(B — A)  = tang(45“ — ip)cot^D, 

relation  à l’aide  de  laquelle  on  calculera  les  angles  A et  B.  On 
aura  ensuite 

a sin  D 


Ml  ou  d = 


sin  A 
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Les  formules  logarithmiques  à employer  seront,  par  conséquent, 
log  langç  = logfl  — logfr, 

c’est-à-  dire 

log  tang  f = logsin  BCD  + L sin  CBD  -H  L sin  ACD  logsin  CAD, 

log  lang  i (B  — A ) = log  lang  (45“ — y )-4-  log  col  ^ D; 

logrf  = log  CD  -h  log  sin  BCD  + L sin  CBD  4-  logsin  D 4-  L sin  A. 

5®  Prolonger  un  alignement  au  delà  d'un  obstacle  qui  ar- 
rête la  vue  ijig.  29). 

On  veut  continuer  la  ligne  AB  au  delà  de  l’obstacle  O.  Après 
avoir  chaîné  la  distance  AB,  on  choisit  un  point  E d'où  l’on 

puisse  apercevoir  à la  fois  AB 
et  la  partie  du  terrain  où  doit 
se  trouver  le  prolongement  de 
AB.  Puis,  on  vise  ce  point  E 
avec  le  graphomètre,  en  se 
plaçant  successivement  aux  * 
points  A et  B.  On  connaît 
alors  dans  le  triangle  ABE  un 
côté  et*deux  angles,  de  sorte 
qu’on  peut  calculer  le  côté 
AE.  Soit  CD  le  prolongement 
cherché,  et  supposons  qu’on 
trace  à partir  du  point  E un  alignement  EF  qui  vienne  couper 
ce  prolongement  au  point  C : c’est  le  point.  C qu’il  faut  déter- 
miner. Or,  dans  le  triangle  AEC,  on  connaîtra  le  côté  AE  et  les 
deux  angles  adjacents;  par  suite  on  pourra  calculer  EC  et  fixer 
ensuite,  à l’aide  de  la  chaîne,  la  véritable  position  du  point  C. 

On  connaîtra  l’angle  ACE,  troisième  angle  du  triangle  .AEC.  Il 
restera  donc  à tracer  CD,  de  manière  que  l’angle  ECD  soit  le 
supplément  de  l’angle  ACE. 

fi”  On  donne  tmis  points  A,  B,  C,  sur  une  cfjfte:  ces  points 
sont  situés  sur  un  terrain  sensiblement  horizontal.  Les  distances 
AC  et  CB  ayant  été  vues  (T un  quatrième  point  M sous  des  angles 

. U et  ^ qu’on  a mesurés,  on 

•■'C-  demande  de;,  rapporter  ice 

point  M sur  la  carte  {Jig.  3o). 

La  solution  géométrique 
est  évidente.  Passons  donc 
immédiatement  à la  solu- 
tion trigonométrique. 

On  connaît  le  triangle 
ABC  : on  connaît  par  suite 
le  côté  Bl'  = « , le  côté 
AC  = f>,  cl  l'angle  C. 

D:  iiti,  : , CtJOgle 
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Prenons  pour  inconnues  principales  l’angle  MAC  = ar  et 
l’angle  MBC  = jr.  L’angle  AMB  représenlanl  la  somme  des 
angles  a et  p,  le  quadrilatère  AMBC  donnera  immédiatement 

^4- J = 36o“ — (a-+-  P -+-  C). 

Il  faut  donc  chercher  la  différence  x — y.  Pour  cela,  nous 
exprimerons  dans  les  deux  triangles  AMCet  CMB  la  valeur  d\i 
côté  MC.  Il  viendra 


MC 


d’où 


sma 

ôsinx rtsin 

sinp 


ôsino:  asinr 

MC  = — : — > 
smp 

sinx  nsina 


et 


sina  sinp  sinj,  6sinp 

n asina  -,  y ■ 

Posons  = tangf.  Nous  aurons  ^ 

sina: tangf 

sin/  I ’ “ 

et  nous  en  déduirons  facilement 

sinx  — sinr  lang®  — i , . 

sinx-t-sin/  tangy-f-i  ^ ' 


ou  (26) 


tang-(x-jr) 

1 = tang(y  — 49"). 

tang-(x-f-j)  • 


Or  - (x4-r)=  >80" — aura  donc 
• 2 ' ' a 


tang^(x — r)  = lang(ç-^45®)lang  ^180®  — 


a 4-  P 4-C 
a 


Cette  formule  permettra  de  déterminer  la  différence  ^ (x  — ^-) 


et,  comme  on  connaît  la  somme  ^(x  -h/),  on  trouvera  immé- 
diatement les  inconnues  x et  /.  Dès  lors  les  triangles  AMC 
et  CMB  seront  complètement  déterminés  puisqu’on  y connal- 
n-a  un  côté  et  deux  angles,  et  l’on  pourra  calculer  les  distances 
du  point  Maux  points  A,  B,  C. 


Il  peut  arriver  qu'on  ait 

.8o»*î±i±I 


90'. 
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/ *4“  ô “4“  C«  \ 

tung  I 180“ J- j prend  alors  une  valeur  infinie.  Dans 

• a + P + C 


ce  cas,  on  a 


iSo”. 


Les  angles  C et  AMR  sont  alors  supplémentaires,  c’esl-à-dire  que  le  qua- 
drilatiîre  AMBC  est  inscriptible,  et  que  les  deux  segments  capables  des 
angles  a et  p,  décrits  sur  les  côtés  AC  et  BC,  coïncident. 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  .\MBC  { /îg;.  3i  ) aura 

pour  expression,  soit  -7^-  dans  le  triangle  rec- 


Fig.  3i. 


Bina 


tangle  CAD,  soit  dans  le  triangle  seclanglc 
CBD  ; et  l’on  en  conclura 
h 


^c’est-à-dire 

flSin  a 


sina 


sin^’ 


Le  facteur  lang 


^ é sin  ^ sin  fi  ' sin 


= -A7  ; — 1 et  î)'  = 45“. 


0 


étant  infini , et  le  facteur 


tangfy  — 45?)  étant  nul,  la  valeur  de  tang-(x— se  présentera 

sous  une  forme  ijidétermmée  ( .‘ilg.  elr/n.,  127)  ; ce  qui  doit  être,  puis<]uo 
le  iKiint  M peut  se  trouver  en  un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit 
au  quadrilatère  AMBC.. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

« 

1”  On  suppose  un  remblai  de  chemin  de  fer  ayant  une  hauteur  de  /<*, 
une  largeur  de  /“  au  sommet,  et  des  talus  gazonnés  dont  l’angle  à l'hori- 
zon a P pour  tangente.  Ce  remblai  étant  établi  sur  une  longueur  de 

on  demande  combien  il  a exigé  de 
mètres  cubes  do  terre  et  do  mètres  carrés 
de  gazon. 

2“  Connaissant  dans  un  triangle  ABC,  l>, 
r et  A,  calculer  la  hauteur  BD  et  les  seg- 
ments AD.et  1X3;  en  conclure  l'angle  C et  le 
côté  a. 

3“  On  donne  les  deux  côtés  de  l’angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ABC 
et  la  projection  BP  de  rhypoténusc  sur  l’axe 
OX  ; on  demande  l’angle  x. 

Conclure  de  la  marche  suivie  un  moyen  do 
résoudre  l'éxjuation 

m cos  .r  -t-  n sin  x = 1/ , 

où  /«,  «,  q,  sont  des  nombres  donnés. 

(On  calculera  l'angle  ABC  = a et  l'angle  CBP  = fi.  ) 

3"  Calculer  la  surface  d’un  irapezo  dont  on  donne  les  bases  et  les  dia- 
gonales. 
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4"  Oilonlor  l’iiire  il'iin  lni|H'ZC  iJunl  on  cunnail  les  qiialru  rtMés. 

5"  Un  donne  deux  colés  adjacents  d’un  parallélv^ramnie  el  l'angle  forfiié 
(üir  l’un  d'eux  avec,  la  diagonale  voisine  ; calculer  les  angles  el  les  diago- 
nales du  parallélogramme. 

f>"  Dans  le  triangle  ABC,  on  donne  un  côté  et  deux  angles  : calculer  les 
trois  bissectrices. 

7"  On  connaît  deux  côtés  d'un  triangle-  et  sa  surface  : résoudre  ce 
triangle. 

8"  Soient  r el  K les  rayons  des  cercles  inscrit  el  circonscrit  à un  trian- 
gle ABC.  ; soient  r\  r",  r”,  les  rayons  deS  cercles  ex-inscrits  à ce  triangle; 
soient  S la  surface  du  triangle  et  ip  son  périmètre  ; démontrer  les  for- 
mules . ; - . 

S = pr=  (yj— z?)r'=  [p—b)r’~  {p  — c)r”, 


tang -J  A , />  tang  - B,  r"  ==  y>  lang  - C , 


I 1,1  I c r 

“ = r:  TT'»  ’ S = y/r 


R = 


r'  + r’  r”  — r 


Dans  le  cas  d’un  triangle  rectangle,  on  a 

S = /■/■*=/ V”,  /•' — r = r" r"  = a. 

• 

(/•'  est  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  qui  louclie  le  côté  a\  r’  celui  du 
cercle  qui  louche  le  côté  h,  etc.  ) 

9°  Par  un  point  A pris  dans  le  plan  d’un  cercle  O, 
on  mène  une  sécaple  quelconque  BC  : prouver  que  le 

produit  lang  ^ AOB  lang  ^ AOG  est  constant. 

lo"  Trouver  dans  quel  cas  la  surface  du  triJnglc 
formé  par  deux  rayons  d’un  cercle  et  la  corde  do  l’arc 
qu’ils  interceptent,  est  un  maximum. 

I r On  donne  la  distance  des  centres  BC  et  les  rayons  BA  et  CA  de 
deux  cercles  qui  se  coupent  : calculer  l’aire 
do  la  partie  commune  à ces  deux  cercles. 

i^»“  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les 
trois  Jiauteurs. 

i3°  Déterminer  le  triangle  dont  les  côtés 
sont  exprimés  par  trois  nombres  entiers  con- 
sécutifs, el  dans  lequel  le  plus  grand  angle 
est  le  double  du  plus  petit, 
i }"  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles,  que  la  somme  ou  le  pro- 
duit des-cordes  des  deux  arcs  obtenus  soit  un  maximum. 

iS®  Connaissant  les  rayons  et  la  distance  des  centres  de  deux  circonfé- 
rences, calculer  les  lôngueurs^de  leurs  tangentes  communes  et  les  angles 
qu’elles  forment  avec  la  ligne 'des  centres. 


i 
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LIVRE  TROISIÈME. 


TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


CHAPITRÉ  PREMIER.  ‘ 

FORMULES  FONDAMENTALES. 


63.  Un  triangle  sphérique  renferme  trois  côtés  et  trois 
angles.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  c’est  déterminer  nu- 
mériquement trois  quelconques  de  ses  s^x  éléments  en  fonc- 
tion des  trois  autres.  • 

Nous  conviendrons  de  désigner  les  angles  du  triangle  consi- 
déré par  les  lettres  A,  B,  C,  et  les  côtés  opposés  par  les  lettres 
correspondantes  a,  b,  c. 

Si  le  triangle  est  rectangle,  A désignera  toujours  l’angle 
droit  et,  par  suite,  a l’hypoténuse. 

Sj  l’on  connaît  les  côtés  d’un  triangle  sphérique  p^r  leurs 
nombres  de  degrés,  il  est  facile  de  trouver  leur  longueur  en 
mètres.  On  a en  effet  la  formule 

. irR  II 

'ÏB^' 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  triangles  sphériques  dont 
tes  côtés  sont  moindres  que  i8o“,  pt  nous  rappellerons  les  pro- 
positions suivantes. 

Nous  remarquerons  d’abord  que,  si  l’on  joint  le  centre  de  la 
sphère  aux  sommets  d’un  pareil  triangle,  on  forme  un  angle 
trièdre  dont  les  angles  plans  sont  mesurés  par  les  côtés  du 
triangle  sphérique  et  dont  les  angles  dièdres  sont  précisément 
ceux  du  triangle  [Géom.,  266).  Il  en  résulte  que  les  angles  du 
triangle  doivent  aussi  être  inférieurs  à i8o“.‘ 

Dans  tout  triangle  sphérique,  chaque  côté  est  plus  petit  que 
la  somme  des  deux  autres;  la  somme  des  trois  côtés  est  infé- 
rieure ù 36o”  [Géom.,  267), 

Dans  tout,  triangle  sphérique,  à un  plus  grand  côté  est  op- 
posé un  plus  grand  angle,  et  réciproquemeht  [Géom.j  269). 

•Etant  ilonné  un  triangle  sphérique,  il  en  existe  toujours  un 
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autre  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  les  suppléments  respec- 
tifs des  angles  et  des  côtés  du  premier  triangle.  Ces  deux- 
triangles  sont  appelés  supplémentaires  ou  polaires,  et  on  peut 
les  construire  l'un  au  moyen  de  l'autre  [Géom.,  268). 

La  somme  des  angles  d’un  triangle  sphérique  est  toujoun 
comprise  entre  deux  et  six  droits  [Géom.,  269). 

Enün,  Y excès  sphérique  d’un  triangle  est  l’excès  de  la  somme 
de  ses  angles  sur  i8o°.  Le  rapport  de  cet  excès  à i droit 
mesure  précisément  l aire  du  triangle  sphérique,  lorsqu’on 
prend  pour  unité  (Taire  le  triangle  sphérique  trirectangle 
[Géom.,  276). 

64.  Nous  allons  chercher  à établir  des  relations  numériques 
entre  les  côtés  et  les  angles  d’un  triangle  sphérique. 

. La  relation  foifdamentale,  celle  d’où  l’on  peut  déduire  toutes 
leS^  autres,  est  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  côtés  du 
triangle  et  un  angle. 

Formules  renfermant  les  trois  côtés  et  un  angle. 

Soit  le  triangle  sphérique  AHC,  soit  0 le  centre  de  la  sphère 
à laquelle  il  appartient.  En  joignant  le  point  O aux  sommets 

A,  B,  C,  je  forme  l’angle  trièdre 
OABC  (fg.  32). 

Je  prends  sur  l’arôte  OA  une 
longueur  OM  égale  à i , et  je 
mène  par  le  point  M un  plan  MNP 
perpendiculaire  à l’arête  OA. 
J’obtiens , comme  section  , un 
triangle  MNP  dont  l'angle  M 
mesure  le  dièdre  OA  ou  l’angle 
A du  triangle  ABC.  Les  deux 
triangles  OMN,  OMP,  sont  d’ailleurs  tous  deux  rectangles 
en  M.  * 

Ceci  posé,  les  deux  triangles  MNP  et  ONP  donnent  (44) 

NP*  = MN’  + MP'  — 2MN  . MP.  cos  a, 

NP'  = ON’  -f-OP'  — 2ON.OP.cosa. 

Betranchons  membre  à membre  la  première  égalité  de  la 
seconde,  et  remarquons  qu’on  peut  écrire 

ON'  — MN’  = OM'  = I , , 

OP'  — MP'  = OM’  = I. 

On  aura  en  divisant  par  2 tous  les  termes  de  l’égalité  résul- 
tante : 

0=1  — ON.OP.cosa -(- MN.MP.cosA. 

• # 

En  nous  rappelant  les  définitions  des  rapports  trigonon^- 


Fig.  3î. 
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trir|ues,  nous  pourrons  poser 

MN  ,,  . . sin  c 

—r^  = laiifî  e,  d ou  = lang  c = i 

()M  cosc 

MP  , , sin 

^ = lang/>,  dou  MP  = lang  A =^, 

MN  . lange  i 

— — = sinf,  dou  ON  = — : = 1 


MP  . , lang/>  I 

777r  = sinft.  dou  OP=— r-^= f 

ÜP  • sin  6 cos  0 

Subsliluanl,  nous  aurons 

cosa  sin  fc  sin  c 

0 = 1 i 1 T cos  A. 

, cos  h cosf  cos  O cos  r ^ 

Isolons  cos  fl  dans  le  premier  membre  ei  multiplions  tous 
les  termes  par  cos  b cos  c;  il  viendra 

cos  fl  = cos  b cos  c -I-  sin  sin  c cos  A, 

relation  complètement  générale,  comme  il  est  facile  de  s’en 
assurer. 

En  considérant  successivement  b;s  trois  arêtes  OA,  OB,  OC, 
ou  les  trois  côtés  a,  h,  c,  on  obtiendra  donc  un  premier  groupe 
de  trois  formules,  savoir 

cos  fl  = cos  b cos  c + sin  6 sin  c cos  A, 
cos  b = cos  fl  cos  c -h  sin  « sin  c cos  B, 
cos  c = cos  fl  cos  b ■+■  sin  a sin  b cos  C. 

ü5.  Formules  renfermant  les  trois  angles  et  un  côté. 
Considérons  le  triangle  sphérique  supplémentaire  du  trian- 
gle ABC.  Si  l’on  désigne  ses  cotés  et  ses  angles  par  les  mêmes 
Icllres  accentuées,  on  aura  d’après  ce  qui  précède  (G4) 

cos  a'  = cos  /»'  cos  c'  -|-  sin  b'  sin  c'  cos  A'. 

Mais  (C3) 

n'=i8o''  — A,  //=i8o"— B.  c'=i8o"  — C. 

A'=  l8o" — fl; 

c’est-à-dire 

cos  fl' = — cos  A,  cos/*'  = — cos  B,  cosc'=  — cosC, 
sinft'  = sinB,  sinc'  = sinC,  eosA'=‘ — msn. 

On  pourra  donc  écrire 

I <k 

— cos  A = cos  B cos  C — si  n B sin  C cos  a 
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ou,  en  changcani  les  signes  des  deux  membres, 

cos  A = — cos  B cos  C -h  sin  B siii  C cos  a. 

On  csl  ainsi  conduit  à un  nouveau  groupe  de  trois  formules 

cos  A = — cos  B cos  C -H  sin  B sin  C cos  a, 

' cosB  = — cos  A cos  C -t- -sin  A sin  C cos  A, 
cos  C = — cos  A cos  B + sin  A sin  B cos  c. . 

66.  Formules  renfermant  deux  côtés  et  tes  deux  angles  op- 
posés. 

. De  la  relation  ■* 


on  déduit 


Par  suite. 


cos  a = cos  b cos  c sin  6 sin  c cos  A 
cos«  — cos  b cosc 


cos  A = 


sin  b sin  c 


...  (COSrt  — cos  6 cosc)’ 

sin’o  sin’c 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  au  numérateur  après  réduction 
sin’èsin’c  par  (i — cos’è)(i — cos’c), 


sin’ A ■= 
OU 


I — cos’  b — cos’  c cos’  h cos’f  — cos’a  -i- 1 cos  a cos  h cos  c — cos’  i cos’c  f 

sin’i  sin’c  ’ 


sin’A  = 


I — cos’rt  — cos’i  — cos’c  -H  2 cos  a cos  h cos  c 


sin’è  sin’c 

On  en  déduit  t,  j 

sin’A  I — cos’a  — cos’è  — cos’c -f- 2 cosc  cos  è cosc 


sin’ a 


• sin’a  sin’è  sin’c 


Cette  valeur  du  rapport  ne  change  pas  quand  on  per- 

mute  les  angles  A,  B,  C et  les  côtés  a,  b,  c.  On  a donc 

sin’A sin’B sin’C 

sin’a  sin’è  sin’c* 

et,  comme  il  s’agit  d’angles  et  de  côtés  moindres  que  180“, 

cette  première  série  de  rapports  égaux  entraîne  la  suivante  ; 

sinA sinB_sinC 

sina  sinô  sine  ^ 

Ainsi,  dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  angles  sont 
proportionnels  aux  sinUi  des  côtés  opposés. 


II. 


\ \ 

'■U-' 


25 
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07.  Formules  renfermant  deux  côtés,  l'angle  qu’ils  compren- 
nent et  l'angle  opposé  à l’un  d'eux. 

Prenons  la  relation 

cosfl  = cosfccosc  -4- sin  6 sin  c cos  A , 


et  remplaçons  cosc  par  sa  valeur 

cos  c = cos  a cos  6 -(-  sin  o sin  b cos  C ; 

nous  aurons  ainsi  une  relation  entre  les  côtés  a,  b et  les  an- 
gles C,  A.  Il  viendra 

cosa=cosa  cos’ô-4-sinasin6  cos6  cosC+sin6  sine  cos  A , 
d’où 

cosfl(i  — cos’6)  = sinasin6cos6cosC-H  sinôsinecosA. 

Je  remplace  i — cos’6  par  sin’ft,  et  je  divise  les  deux  membres 
de  l’égalité  par  sin  o sin  6;  je  trouve 


cos  a sin  ft 
sin  a 


de  même  (66), 


cos  b cos  C -4- 


sin  c cos  A 
sin  a 


cos  g 
sina 


cote; 


sin  c sin  C 

sina  sin  A’ 


le  dernier  terme  du  second  membre  revient  donc  à sinCcotA. 
Par  conséquent,  la  relation  cherchée  sera 

*•  * cotasinft  = cosôcosC  + sinCcotA. 

Nous  obtiendrons  ainsi  un  dernier  groupe  de  six  formules^ 
car  on  peut  considérer,  en  môme  temps  que  les  côtés  a,  b et 
l’angle  C,  soit  l’angle  A opposé  au  côté  a,  soit  l’angle  B opposé 
au  côté  b.  Ces  six  formules  seront 

^ cot  g sin  6 = cos  6 cosC  -4-  sin  C cot  A . 

■■  cot  fr  sina  = cos  g cos  C + sin  C cot  B, 

cot  g sin  c = cos  c cos  B -4-  sin  B cot  A , 
cot  c sin  g = cos  g cos  B + sin  B cot  C , 
cot  ô sine  = cos  e cos  A 4- sin  A cot  B, 
cot  e sin  6 = cos  b cos  A 4-  sin  A cotC 

Remarque.  En  résumé,  nous  avons  quatre  groupes,  conte- 
nant en  tout  quinze  formules  : chacune  de  ces  formules  ren- 
ferme quatre  éléments,  et  le  nombre  i5  est  celui  des  combi- 
naisons qu’on  peut  former  avec  six  objets  pris  quatre  à quatre. 
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G8.  Pour  avoir  les  fonnules  qui  ronviennciu  à la  résolution 
4es  triangles  rectangles,  il  suflit  de  faire  dans  les  précédentes 
À = 90°.  On  obtient  ainsi  les  dix  formules  suivantes  qui  ron- 
tienuent  chacune  trois  éléments  : l’angle  droii'étant  toujours 
donné,  il  ne  reste  à considérer  que  cinq  éléments  dans  le  trian- 
gle, et  dix  est  précisément  le  nombre  des  combinaisons  qu'on 
peut  former  avec  cinq  objets  pris  trois  à trois.  Voici  les  dix 
formules  : î 

cos  a = cos  b cos^c , " ^ 

sin6  =sina  sinl),  _ ^ 

sine  =sina  sinC, 

* tang  6 = tang  <z  cos  C , 
tang  c = tang  O cos  B, 
tang  = sin  c,  tang  B , 
tangc  = sinft  tangC,  • 

■ cos  a =cotB  cote, 

cos  B = sin  C cos  b , 
cusC  =sinB  cosc. 

On  en  fait  ifn  usage  continuel.  Pour  les  retrouver,  on  petit 
se  servir  du  moyen  mnémonique  suivant.  Soit  le  triangle  rec- 
tangle ABC  {^g.  33).  Considérons 


Fig.  33. 


les  cinq  éléments  de  ce  triangle 
dans  l’ordre  où  iis  se  présentent, 
en  faisant  abstraction  de  l’angle 
droit  A et  en  ayant  soin  de  rem- 
placer les  côtés  6 et  c de  cet  angle 


par 


leurs  compléments  - — ô et 


•n 

C. 

% 


Le  cosinus  de  l’un  quel- 
conque des  cinq  éléments  sera  égal  au  produit  des  cotan- 
gentes des  deux  éléments  adjacents  ou  au  produit  des  sinus 
des  deux  autres  éléments. 

Si  l’on  demande,  par  exemple,  une  relation  entre  les  côtés 
a,  b,  c,  on  aura  (puisque  les  côtés  6 et  c sont  séparés  de  a par 
les  angles  B et  C) 

cos  a = sin  sn  — cos  c.'* 

Si  l’on  demande  une  relation  entre  l’angle  B et  les  côtes  d et  b, 
il  viendra  (puisque  le  côté  b est  séparé  dit  côte  a et  de  l’an- 
gle B par  l’angle  C et  le  côté  c) 


cos 


— ôj  = sinnsinB  ou  sin  A = sin  o sin  B. 
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Ën(in,  si  l'on  demande  une  rclalion  entre  le  côté  « et  les  an- 
gles B et  C,  on  aura  (le  côté  « étant  adjacent  aux  anglt's  B et  C 

cos  rt  = col  B cote. 

69.  Il  est  essentiel  de  s’arrêter  un  moment  sur  les  propriétés 
des  triangles  rectangles  qui  résultent  des  relations  précé- 
dentes (68). 

La  relation 

cos  a = cos  6 cos  c 

prouve  que  le  cosinus  de  Vhrpotênuse  est  é^al  au  produit  des 
cosinus  des  deux  côtés  de  l’angle  droit.  Dès  lors  les  trois  co- 
sinus sont  positifs,  ou  il  n’y  en  a que  deux  négatifs.  Le  cosinus 
d’un  arc  plus  petit  que  i8o"  étant  positif  ou  négatif,  suivant 
que  cet  arc  est  moindre  ou  plus  grand  que  f)o®,  il  en  résulte 
que,  dans  tout  triangle  rectangle,  les  trois  côtés  sont  ensemble 
inférieurs  à i)o®,  ou  qu’un  seul  remplit  cette  condition. 

Les  équations 

sin  b = sin  n sin  B , 
sin  c = sin  a sin  C, 

prouvent  que  le  sinus  de  chaque  côté  de  l'angle  droit  est  égal 
au  sinus  de  l’hypoténuse  multiplié  par  le  sinus  de  l’angle 
opposé. 

Les  équations 

lang  h = lang  a cos  C , 
tang  c = tang  fl  cos  B , 

prouvent  que  la  tangente  de  chaque  côté  de  l’angle  droit  est 
égale  à la  tangente  de  l’hypoténuse,  multipliée  par  le  cosinus 
de  l’angle  adjacent. 

El  les  équations 

lang />  = sin  c lang  B , 
lange  = sin /)  lang  C, 

montrent  que  la  tangente  de  ehaque  eôté  de  l’angle  droit  est 
égale  au  sinus  de  l’autre  côté  multiplié,  par  la  tangente  de 
l’angle  opposé  au  premier  côté.  Les  sinus  d’arcs  moindres  que 
i8o°  étant  toujours  positifs,  il  en  résulte  que  ta  tangente  de 
chaque  angle  oblique  (*)  est  de  même  signe  que  la  tangente  du 
côté  opposé;  en  d’autres  termes,  les  côtés  de  l'angle  droit  et 
te^  angles  qui  leur  sont  opposés  sont  de  même  espèce,  c’est- 
à-dire  ensemble  plus  petits  ou  plus  grands  que  qo®. 

L’équation 

cos  fl  = col  B cote 


(*)  Oi>  .ippcilc  angles  obliques  il’iin  lri.in(;1o  rcclanclc  les  angles  non  droits. 
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cxiirinic  (|UC  te  cosinus  de  ihypolénuse  est  égal  au  ftroduit  des 
cotangentes  des  deux  cuigles  obliques. 

Enfin  les  équations  , 

cos  B = cosi  sinC, 
cosC  = cos  c sinB, 

signiflenl  que  le  cosinus  de  chaque  angle  oblique  est  égid  au 
produit  du  cosinus  du  côté  opposé  par  le  sinus  du  second 
angle  oblique. 


CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES  RECTANGLES. 


Fifi.  34. 

A. 


70.  Nous  no  considérerons  que  les  triangles  rectangles  (jui  ont  un  seul 
angle  droit.  En  elfol,  si  le  triangle  ABC  [Jig.  3a  ) est  bircemugU:  en  A 
et  en  B,  le  sommet  C sera  le  pèle  du  côté  c 
( Génm.,  260)  ; de  sorte  que  les  côtés  a et  h 
seront  égaux  à 90”,  et  que  l’angle  C aura  pour 
mesure  le  côté  c ( Géom.,  26i).  Si  le  triangle  ABC 
est  trircctungic , chaque  sommet  sera  le  pôle 
du  côté  opposé,  et  les  trois  côtés  seront  égaux 
à 90". 

Avant  do  parcourir  les  six  cas  distincts  ^que 
présente  la  résolution  des  triangles  racQingles, 
rappelonsune  foi.s  pour  toutes  qu’il  s’agit  de  côtés 
ou  d’angles  compris  entre  o"  et  160".  Par  conséquent,  lorsq'u'un  cïôté  ou 
un  angle  sera  donné  par  son  cosinus,  sa  tangente  ou  sa  eotaifgmtc,  il 
sera  complètement  déterminé.  Il  n'en  sera  pas  do  même  pour  Un' côté 'cm 
un  angle  donné  par  son  sinus,  parco  qu'à  un  mémo  sinus,  entre  et  i8u", 
correspondent  deux  arcs  supplémentaires.  Enfin,  si  la  valeur  d’un  cosinus, 
d’uno  tangente  ou  d’une  cotangente  est  négative,  on  la  changera  de  signe, 
et  l’on  prendra  ensuite  le  supplément  de  l'arc  ou  do  l’angle  ^tenu  à l’aide 
de  la  formule  ainsi  modifiée  (Livre  1,  Chapitre  I).  . 


71.  Premier  cas.  On  donneVIiypoténuseactuncôté  litondemande 
de  ealcider  le  côté  c et  les  deux  angles  B cl  C [fig.  34). 

L. 


L’équation 
donne  immédiatement 


On  a ensuite 


d ou 


cosa  = cos  A COSC 

fos  a 
Cos  h :=  --—i  ■ 

• ..-ros/' 

* *•  ••  • 

>in£  1), 

• .«  '-r 

^ sin  b 

sm  P ^ -T 
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EDfin,  de 
on  déduit 
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langé  =:  tanga cosC, 


„ tangé 
cosC  = : — —• 
tanga 


L'angle  B est  donné  par  son  sinus,  mais  on  sait  que  l'angle  B et  le  côté  h 
doivent  être  de  même  espèce  (69).  Il  n'y  aura  donc  aucune  ambiguïté, 
et  le  triangle  sera  complètement  déterminé. 

Il  est  souvent  préférable  d'opérer  comme  nous  allons  l'indiquer,  en 
déterminant  tous  los  éléments  inconnus  par  leurs  tangentes. 

On  sait  (24)  que 


tang 


sm  -r  I 

I a _ / 1 — cos  c 

a ~ I ””  V ' + COSC 
cos-c  » 
a 


On  a d'ailleurs 


COSC  = 


COSa 

cosé 


Nous  aurons  par  conséquent  (27  ) 


. I /cosé  — cos  a /]  i~  T~  ï~  ~ 

Cetto  valeur  do  tangue  est  nécessairement  positive,  puisque  c est  infé- 
rieur à 1 80®. 

Si  l'on  donnait  a et  c au  lieu  de  a et  h,  on  trouverait  de  même 


tang 


On  a 


i é = y/tong  ^ (a -t- c)  tang i ( a - c ). 


tang 


a Y I 


— cosB 


• cos  B 


r.hangeons  dans  cette  égalité  B en  90®  4-  B , et  rappelons-nous  que 
cos(9o”4-  B^  — sinB.  Il  viendra 

• '«nfc'(45"-t  iB)  = y/Ï^J- 

Si  l'on  remplace  sinB  jtar  sa  valeur  on  trouve  (26) 


tan: 


^ . V lang-("  - f>) 


La  formvile 


sine  = sinasinL 
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conduirait  de  môme  à 
tang 


(45"-t-ic)=\ / ; 

' y tang  - (n  — r) 


B ou  C devant  être  do  môme  espèce  que  b ou  c,  on  saura  d’avance  si 

l'angle  45°+  i B- ou  l’angle  45°  + surpasse  ou  non  90°,  c’est-à-dire 

on  saura  do  quel  signe  affecter  le  radical  correspondant.  Enfin,  puisqu’on 
a à la  fois 


il  en  résulte 


cosC  = et  tangic  = »/- 

tango  a V * 


— cosC 
+ cosC’ 


tang 


ic= 

a^  Y tanga 


— tang/i 


Si  l'on  romplace  tanga  par  et  tangô  par  on  obtient 


’ tang  6 
sin  h 


La  formule 
conduirait  do  môme  à 


-b) 


i + f>) 
tange  = tanga  cos  B 

— c) 


I „ /sin (a  ■ 

tang -B  = -1-1/  —7 — 
° a Y ®'n  a ■ 


En  résumé,  les  formules  propres  au  calcul  du  premier  cas’  seront, 
(avec  les  données  indiquées  a et  A) 


tang  —-‘r^ Uing  ^ (a  + A)  tang ^ {n  — b), 

/ . \ / ^ ^ 

. I /sin  [a  - 

Uing  - t = H-  à / — i — 

1 r Y ■ 


lang  -(a  - A) 


On  n'aura  que  rjuutrc  logarithmes  à chercher. 

Pour  quo  le  problème  soit  possible,  sin  B doit  être  moindre  que  1,  c’est- 
à-dire  qu’on  doit  avoir  sin  A < sin  a.  Cotte  condition  sera  Mijours  rem- 
plie, si  a tombe  entre  A et  180°  — A.  Dans  ce  cas,  on  aura  nécessaire- 
racnl  (c/l  valeur  absolue) 

cos  A > cos  a et  tangA<  tanga, 

c’est-à-diro  que  cosc  et  cosC  resteront  compris  entre  +i  et  — 1.  Ainsi, 

|)our  que  le  triangle  existe,  il  faut  et  il  sujti'^ue  l’iij/fol^usc  tombe 
entre  le  côte  donné  et  le  supplément  de  ce  côtitli  ^ 

■f- 
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72.  Deu\ièiik  cas.  On  donne  r/n/nlenusc  a et  un  angle  B ; on  de- 
mande de  calculer  l'angle  C et  let  côtés  b et  c (fig.  34  )• 

Ôn  aura 


d’où 


sinA  = sinasinB, 
taoge  — tangacosB, 
cosn  = colB  cote, 


cote  = 


C08(7 

cotB 


Lo  cdté  b est  déterminé  par  son  sinus,  mais  il  est  de  même  espèce  que 
l’angle  B,  et  il  n’y  a'qu'une  solution.  Si  ce  côté  devait  être  mal  déter- 
miné par  son  sinus,  on  commencerait  par  chercher  c ou  C,  et  l’on  aurait 
ensuite  recours  à la  formule  ■* 

tang  é = sin  c tang  B ou  tang  b = tang  a cos  C. 


Ce  second  cas  est  toujours  possible. 

73.  Troisième  cas.  On  donne  les  deux  côtés  b et  c -.on  demande  l’hv- 
fwténuse  a et  les  deux  angles  B <•/  C ( fig.  34). 

On  a 

cosfl  = cosécosc, 

tang  é = sine  tang  B,  d’où  tang  B — , 

sine 

tang  c = sinè  tang  C,  d’où  tangC  = 

Si  lo  côté  a devait  être  mal  déterminé  par  son  cosinus,  on  commencerait 
|iar  chercher  B ou  C;  puis  l’on  se  servirait  do  la  formule 

tang  c = tangacosB  ou  tang  6 = tanga  cos  C. 


(>}  troisième  cas  n’admet  qu’une  solution,  et  est  toujours  possible. 

74.  Oc^TRIÈmb  cas.  Oa  donne  un  côté  b de  l’angle  droit  et  l’angle  B 
r/(H  lui  est  op/x)sé  : dh  demande  les  rôtés  a et  c,  et  l’angle  C {fig.  34  ). 
On  jieut  se  servir  des  formules 


4 


qui  donnent 


sin  b ==  sin  asinB, 
langé  — sin  c tang  B, 
cosB  = cosé  sinC, 


siné 

Sina  = -r— „)  sinr 

sin  B • 


tangé 

lângB’ 


sinC  = 


Mais  il  x.iut  mieux,  comme  dans  le  premier  cas,  recourir  aux  formule.s 
suivantes.  ' 

l.i's  relations  ^ 

..^sinA  = sinasinB, 

*■  sini  _ siria.siiiC, 


i 
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Remarquons  que  ces  relations  ne  changent  pas  quand  on  permute  dans 
la  première  les  lettres  a et  B,  dans  la  seconde  les  lettres  « et  C ; les  éga- 
lité qu’on  en  a déduites  resteront  donc  vraies,  lorsqu’on  y opérera  une 
permutation  analogue.  Il  viendra  alors 


lang 


(45-+i.)  = 4 / ^ 

' V tang-(B-6) 


tang(45»-|-ia)  = 4 / ? • 

^ V tangl(C-c) 


Fn  suivant  une  marche  analogue  à celle  qui  noos  ai  fait  connaitro  (7t  ) la 
valeur  de  tang  ^45°-|-^B^)  on  trouve 


On  a d’ailleurs 


tang(45“+ic)  = y/I± 


Sine 


tang  ^ = sine  tang  B,  d’où  ~ sine  = 

^ tangB 


sin6 


'Ml:-:  ^ 

Substituant  et  remplaçant  tang 6 par  tangB  on  aîÂW 

farilcmont  à ’ • ^ î*.  ^ 

La  formule  tangc=  sinù  tangC  conduit  de  mémo  à ■ ^ ‘ 

• • , . • • <>  Ce*  ‘ 

\ /siniC+e)  v»  ' «rj  i ;îf‘ - 

*•  “ Vsmc^*- 


Enfin,  nous  savons  qu’on  a ( 71  ) 


"r"!* 

I4è'.^«f4p 


« - w * • ■ • 
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La  rclalion  cosB=  cosisinC  donne  sinC  = Par  suite  (26), 

lang  (4504-5  c)  = ÿ/col5(B4-6)coli(B-M- 

relation  cosC  = cosc  sin  B conduirait  do  mémo  à 


tang (450 4- 5 B^  = ^ cot5(C4-c)  cot5(C  — c). 

Pour  résoudre  le  quatrième  cas,  on  emploiera  donc  de  préférence  les 
formules 


tang(45"4-5«^  = 


/ >ang5(B4-^>) 

V langi(B-6) 


tang  (45°+“^^  = ± y/ cot 5! B4- fc)  COt  i(B  — A) , 

()iii  donnent  les  éléments  inconnus  on  fonction  de  leurs  tangentes  et 
n’exigent  que  la  recherche  de  fjiunre  logarithmes. 

Le  cas  qui  nous  occupe  admet  deua:  solutinnx  distinctes.  Supposons,  en 
cITet,  que  le  triangle  ABÜC  (fg.  35)  satisfasse  aux  données.  Si  l’on  pro- 
longe les  arcs  BA  cl  BC  jusqu’à  leur  nouvelle 
rencontre  en  B',  le  triangle  AB'C  répondra 
aussi  à la  question;  car  il  aura  pour  célé 
AC  = é et  l’angle  B’  sera  identique  à l’angle  B. 
Les  côtés  B' A et  B'C  sont  d’ailleurs  les  sup- 
plèmcnts  dos  côtés  BA  et  BC,  cl  l’angle  B' CA 
est  le  supplément  de  l’angle  BC-\.  Les  dou- 
bles signes  placés  devant  les  radicaux  des 
formules'  précédentes  correspondent  _donc 
aux  deux  solutions.  Il  faut  voir  mafntenanî 
de  quelle  manière  les  valeurs  obtenues  doivent 

être  assemblées. 

■ *,'  B doit  être  de  même  es/n-ce  que  b. 

On  a donc  à la  fois  ô<9o*  et  B <90’.  L’équation  coso  = cosfc  cosc 
montre  alors  qucrtctr  sont  de  mémo  espèce;  l’équation  cosC  = cosc  sin  U 
(irouNo  que  c et  C sont  aussi  do  mémo  espèce.  Par  suite,  lorsque  b est 
moindre  que  90",  les  éléments  de  la  première  solution  sont  donnés  par 
les  signes  plus  des  radicaux,  les  éléments  de  la  seconde  par  les  signes 
moins  de  CCS  radicaux. 

Si  b est  >90“,  on  a aussi  B >90°.  La  relation  sin  ô = sin  «sin  B 
montre  que  sinô  est  moindre  que  sin  B;  par  suite,  il  faut  qu’on  aitô>B. 
L’équation  cosfl  — cosô  cosr  exige  alors  que  a et  r soient  d’esjièce  dilTé- 
rente.  La  formule  cosC  — cosc  sin  B montre  que  c et  C sont  toujours  de 
mémeespiw.  Par  suite,  si  l'on  prend  le  signe  plus  pour  le  premier  radi- 
cal, on  prendra  le  signe  moins  pour  les  deux  autres,  et  l’on  aura  les  élé- 
ments de  la  première  solution.  Si  l’on  prend  le  signe  moins  pour  le  pre- 


.V 
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niicr  radical,  on  prendra  le  signe  plus  pour  les  deux  autres,  cl  l’on  aura 
les  cléments  de  la  seconde  solution. 

75.  CiMQUikiiE  CAS.  On  donne  le  côte  b et  Fungle  adjacent  C ; on  de- 
mande tes  côtés  a etc,. et  FangleYi  [fig-  34).  ' * . 

On  aura  ■> 

cosB  = cosÀ  sinC,  :•  , 

tang6  = tangacosC,  d’où  = > 

langc=sin6  langC. 

1 .* 

Si  l’anglo  B devait  être  mal  déterminé  par  son  cosinus,  on  calculerait 
d’abord  a ou  c,  et  B serait  ensuite  donné  par  la  formule  coso  ==  col  B cote 
ou  tangé  = sine  tangB. 

Le  cinquième  cas  est  toujours  possible  cl  n'admet  qu’une  solution. 

76.  Sixième  cas.  On  donne  les  deux  angles  B cl  C : on  demande  les 
trois  côtés  a,  b,  c (Jtg.  34  ). 

On  peut  employer  les  formules  ' ■ 

, cosfl=  cotBcolC, 

cosB  = cosé  sinC,  d’où  cosé=  , 

sinL 

cosC 


cosC  = cosf  sinB,  d’où  cosc  = 


sinB 


Mais  il  sera  préférable,  comme  pour  le  premier  et  le  quatrième  cas,  d’em- 
ployer les  formules  suivantes. 

Ôn  a 


lang 


I . / 1 — f( 

â®  ~ V I -HO 


USrt 

CIW« 


Remplaçons  cosn  par  sa  valeur  cotB  cotC  ou 

cosBcosC 


SinB  siiiC 


Nous  aurons 


[>e  meme, 


— cos  (B  + C.) 
coslU  —O) 


. I , / 1 — eus 

tang-o  = \/ 

”2  V ‘ “t" 


La  formule  cos  B 2:  cosé  sinC  donne 
cos  B 


Par  suite. 


rosé  ~ 


lang  -b  ~ 
1 


cos  B 


sinC-  006(90"  — C) 


j l'os  ( 90"  — V.)  — cos  B 

V cos  ( 90"  — C)  -I ' COsB 
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lang  i é = y/ lang  + 45“^  lang  - 45”  j 

La  formule  cosC  =:  cosrsinB  donnerait  de  môme 

r 

tangir=ry/ tang  ^^î:^  + 45“^  tang  — 45”^ 

En  résumé,  les  formules  à employer  pour  le  sixième  cas  seront 


B -f-  C 

Les  conditions  do  possibilité  du  problème  sont  que  — tombe  entre 
n f 

45°  et  i35Vque •'  tombe  entre  — 45”  et  +35”.  Il  est  facile  de  s'as- 

a 

surer  que  les  Talours  des  trois  tangentes  sont  alors  réelles.  Le  problème 
n’admet  d'ailleurs  qu’une  solution. 

77.  Noos  achèverons  ce  qui  a rapport  à la  résolution  des  triangles  sphé- 
riques rectangles,  en  donnant  tous  les  éléments  d'un  pareil  triangle  ainsi 
que  les  logarithmes  correspondants.  On  aura  soin  de  se  rappeler  qu’au 
point  do  vue  numérique,  on  ramène  toujours  les  ares  considérés  au  pre- 
mier quadrant  (30).  Ainsi,  au  lien  do  chercher  rosé  = cos  1 4o” 5a’ 40', 
on  a cherché  celui  do  — cosé=  cosSq'y'ao",  en  prenant  négativement 
dans  les  formules  le  facteur  cosé  (70). 

n = 7i°24’3o',  é = 1 40”  52' 40',  c =ii4"i5'54*. 

log  sin  a = 1 ,9767235,  log  sin  6 = 1,80001 34,  log  sin  c = i ,q5983o3, 
log  cos  a = 1, 5035475,  log—  cosé  =1,8897507,  log  — COSC  =1,6137969, 
log  tangn  =0,473 1759,  log  — tangé  = i ,9102626,  log  — tange =o,340o333. 
A = 90",  B = i38"i5'45'.  C=  io5”52'39''. 

log  sin  B = 1 ,8232909,  log  sin  C = 1,9831068,  ■ 
log  — cos  B = 1 ,8728568,  log  — cos  C = 1,4370867, 
log  — tangB  = 1 .950434 1 , log  — tangf.  = 0,5460201 . 
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RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES  OBLIQUANGLES. 


78.  On  peut  quelquefois  ramener  la  résolution  du  triangle  proposé  à 
l’un  des  cas  examinés  dans  le  chapitre  précédent. 

1°  Si  le  triangle  proposé  a un  côté  égal  à 90°,  son  triangle  supplémen- 
taire a un  angle  droit,  c’est-à-diro  est  rectangle.  On  résoudra  donc  ce 
triangle  supplémentaire  (où  l’on  connaîtra  deux  éléments)  comme  il  a été 
indiqué,  et  l’on  reviendra  ensuite  au  triangle  considéré. 

4”  Si  le  triangle  projmsé  est  isocèle,  c’est-à-dire  s’il  a deux  côtés  ou 
deux  angles  égaux,  on  le  |fartagera  en  doux  triangles  rectangles  égaux, 
en  joignant  son  sotnmot  au  milieu  de  sa  base  par  un  arc  de  grand  cercle. 
Dans  chacun  de  ces  triangles  rectangles,  outre  l'angle  droit,  on  connaîtra 
nécessairement  deux  élémente.La  question  sera  donc  ramenée  à résoudre 
l’un  de  ces  triangles. 

3"  Enfin,  si  parmi  les  cléments  donnés,  se.  trouvent  deux  côtés  a et  b 
ou  lieux  angles  A ci  B qui  soient  supplémentaires , on  prolongera  (_fig.  36  ) 

les  côtés  fl  et  f jusqu’à  leur  nouvelle  ren- 
contre en  D'.  Le  triangle  AB' G aura  dès 
lors  deux  côtés  égaux  h et  CB'  (puisque 
CB'  est  le  supplément  de  a)  ou  deux  angles 
égaux  B'  et  CAB'  (puisque  le  supplément 
de  l’angle  A est  l’angle  CAB'  et  que  B'  = B). 

La  résolution  du  triangle  AB'C  entraîne 
celle  du  triangle  donné,  et  le  triangle  AB'C 
étant  isocèle,  sa  résolution  dépend  de  celle  * 
d’un  triangle  rectangle  ( a"  ). 

79.  La  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques  pré.sento  six 
cas  llislincls  ; mais  on  peut  les  grouper  deux  à deux,  comme  il  suit,  on 
s’appuyant  sur  la  considération  du  triangle  supplémentaire. 

Premier  et  deuxième  cas.  On  donne  les  trôiieôtés  ou  les  trois  angles  : 
on  demande  de  calculer  les  éléments  inconnus. 

Si  les  trois  côtés  sont  donnés,  on  a < 

■ cosn  = cosô  COSC4- sinô  sine  cosA, 

d’où 


Pig.  3C. 


cosA  = 


cosn  — cosô  cosc 


sihô 


sine 


On  en  déduit 


, sinôsinc  — cosfl-+-co8Ôcosc  cos(  6— r)  — cosir 

« — co  s A = ; — = : — -T-é. , 

sinôsinc  ■ sinôsinc- 

c’est-à-dire  (27) 

« ■ . sin-(fl-|-ô  — c)  sin  - — ô-f-c) 

- 1.—  cos  A _ a ' ' \ \'A^  ’ 


; a 

On  tfouvera  de  même 


sinôsinc 


•'  sinAsinc-t-cos/i  — cos/jcosff  coa«  — cns(ô-f-r) 
I cos  A — ' 


sinù  sine 


sin  II  sin  c 


f 
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sin  + c + siii  i (i  + c — rt) 


Posons,  pour  simpliFior,  a + b + c=. 
scnleronl  sous  la  forme 

I — cosA  _ sin  (p 

a 


sin  b sin  c 

= 2p.  Los  valeurs  Irouvùes  se  prc- 


— b)  sin  [p- 
sin/>  sine 
I 4-cos  A _ sin/<  sin  [p  — n) 
a ~ sin 6 sine 


■c) 


On  a d’ailleurs 


• •*  A 

s.n-A=y/- 


— cos  A 


cos  - A : 
a 


A 


-cos  A 


11  viendra  donc 


sinlA  = y/’ 


sin  ( P — J ) sin  (/>  — ^?  ) 


cos 


r'-A 


n/)  sin  (/<  — «) 


sin^sinc  ’ y sinfisinr 

En  répétant  les  mêmes  calculs  pour  les  angles  D et  C,  on  aura 


sm 


;«=V^ 


sin  (p^a)  sin  c) 
sin /7  sine 


cosiB=  y/ 


sin^  sin(/^  — é) 
sillet  sine  ’ 


,in  ic=  , coslç^ 

a V sm/ismo  a y sinei 

En  divisant  ces  six  formules  doux  à deux,  on  trouvera 

I ^ _ ^siii  (/>  — é)sin(p  — c) 


sin(/:>  — c) 


siné 


tang 


sin^sin(/t  — rtl 

,a„glB= 

^'x  y sin/^sm(/^  — ü) 
ic  = ■ /sin  (;i-ei)sin(;t-é) 

â V \*V 


Ung 


sin/tsin  (;>  — c) 

Dans  toutes  ces  formules,  le  radical  doit  évidemment  être  pris  avec  le 
signe  plus.  Leur  complète  analogie  avec  les  relations  déjà  données  en  tri- 
gonométrie rectiligne  (B6),  les  rend  faciles  à retenir.  Il  est  préférable  de 

déterminer  les  angles^ A,  ^B,  ^C,  par  leurs  tangentes,  d'après  les 

raisons  précédemment  exposées. 

Supposons,  au  contraiie,  qu’on  donne  les  trois  angles  du  triangle  ABC. 
Les  formules  qu'on  vient  d'établir  seront  applicables  aux  angles  i8o”— tt, 
i8o°  — é,  iSo"— c,  de  son  triangle  supplémentaire;  les  cêtés  de  ce  trian- 
gle seront  d'ailleurs  i8o*  — A,  i8o“  — B,  i8o"— C,  do  sorte  que  leur 
somme  a P sera  égale  à 36o°— (A  + B-t-C— i8o").  La  parcntlièsü  re- 
présente rcxrèr  sphériiptc  du  triangle  ABC  qü'on  considère.  Si  l'on  désigne 
cet  excès  sphérique  par  A,  on  aura 

. aP=36o’  — A 

La  fonnvlo- 


ou 


P=  i8o" A. 

a 


tani 


sin  {p—  b]  sin  (yi  — f ) 
sin />  sin  (yi  — n) 


•e.  Si  l'on 

i 
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deviendra  alors,  en  remplaçant  A iwr  i8o°  — a;  a,  h,  c,  par  les  supplé- 
ments de  A,  B,  C ; /^  par  P ; 


ou 


‘^“65"  = \ 

/ sin -A  sin 
/ * 

/ sin  (b  — - 

sin  ( 

C-Ia') 

f 

V » / 

\ 

. a / 

Nous  aurons  donc,  pour  délerminor  les  trois  côtés  inconnus,  les  trois 
formules 


tang  - " = 


tang- 


tang; 


1 

sin  * A sin 
n 

) 

sin 

sin  — 

1 

sin  - A sin 
a 

) 

sin 

- 1 

1 

) sin  — 

/ 

sin  - Asin 
% 

(c-ii' 

) 

sin 

1 sin  ^B  — 

En  examinant  les  conditions  de  réalité  des  expressions  trouvées,  on 
est  ramené  aux  conditions  de  possibilité  du  triangle.  Ces  conditions, 
comme  nous  l'avons  vu  en  géométrie,  sont  les  suivantes  i Si  l’on  donne 
. les  côtés,  chacun  d’eux  doit  être  plus  petit  que  la  somme  des  deux  au- 
tres, et  leur  somme  totale  doit  être  moindre  que  3Gd^.  Si  l’on  donne  les 
(rois  angles^  leur  somme  doit  tomber  entré  deux  droits  et  six  droits, 
c’est-à-dire  que  l’excès  sphérique  du  triangle  doit  tomber  entre  o°  et  3Go"  ; 
chaque  angle  augmenté  de  deux  droits  doit  être  supérieur  à la  somme 
des  deux  autres  angles,  c'est-à-diro  que  chaque  angle  doit  être  supérieur 
à la  moitié  de  l’excès  spliériiiue. 

80.  TaoisiÈiiB  BT  Qi’ATaiÈME  CAS.  O/l  thtinc  deux  côtés  et  T angle 
compris  ou  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents  : on  demande  de  calculer 
les  éléments  inconnus. 

Pour  résoudre  ces  deux  cas  le  plus  simplement  possible,  nous  cherche- 
rons d’abord  les  formules  ou  analogies  de  Neper,  et  noos  les  déduirons 
ôoi  formules  de  Delambre. 


Formnles  de  Delambre  et  de  Neper. 

On  a 

sin- (A-l-B)=  sin  i Acos- B-f-cos- Asin- B, 
a ' a -i  a a ,- 

cüs  i ( A-hBl  = cos  - A cos  - B — sin  - Asin-  B. 

•A  ' a 2 2 2 


' » 
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Nous  avons  trouvé  d’ailleurs  (79^  Tes  valeurs  de 

sin-A,  siniB,  cos^A,  cos^B. 

a a a a 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  égalités  précédentes,  il  viendra 


. > , » , P \ aui  — . / 

S'n,(A  + B)  ^ sinnsiné 


sin  — /sin;>Bin  (p  — c) 
sine 


sin  ( ;>  — 


sine 


a)  /sin/^sin  (p  — r) 

V sinasin^  ’ > 


I , . , sin/>  /8in(/>— fl)8in(/>-é)' 
cos^(  4-  ) sineV  - sin  fl  sin  A 

_ Bin(^-c)  ^/sin  (^  — fl)  8in(/> A) 


sine 


sina  sin  A 


Mais 


v/ 


8in/,sin(;,-e)^^^. 
smrîsino  a 


sin  (;>-fl)  sin  (;;-<»)  ^ i ^ 

sinasiné  a 


On  pourra  donc  écrire 

■ sin(/3  — A)  + sin(n  — fl)  i„ 

sin-  A-+-B  = — i-j— — ti- ! • co8-(., 

a sin  c a 

1,.  sinfl— sin  (p  — e) 

cos-  A4- B)  = — i 7—^ !-sin-C. 

~ ' sine  -* 


Or  (27) 


sin  fp  — fc)  -I-  sin  (p—  fl) 
sine 


asin-eco8-(fl  — A) 
a a ' 

: ■ — 1 

.1  1 ' 

a 6in-fC08-r 
a a 


• * ï / , t \ 

. , , a sin -rcos  - («-h*'» 

8in/>-~sin  /)  — r)  a a 


a sm  -r  cos  -r 
a a 


On  aura  donc 


sin -(A-h  B)  cosi(a  — />) 


cos-C 

a 


cos  -f 
a 


cos- (A-h  B)  cos-(fl-h^^ 
a ' a ' 


sin  - C 
a 


cos  - r 
a 


En  partant  dos  valeurs  de  sin  ^ (A  — B)  cl  de  cos^  (A  — B ) cl  en  opé- 
rant d’une  manière  analogue,  on  trouverait  les  deux  autres  formules  de 
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Deïambrt  qui  sont  : 


4oi 


sini(A-B) 

sin ^ (fl  — 6) 

cos-C 

sin  - c 

2 

% 

rosl(A-B) 

sin  -(fl  4- 
a' 

8in-C 

1 

sin-c 

1 a 


Les  six  éléments  du  triangle  entrent  dans  ces  formules.  Si  on  .les  divise 
membre  à membre  dans  l’ordre  suivant  : la  première  par  la  seconde,  la 
troisième  par  la  quatrième,  la  quatrième  par  la  seconde,  la  troisième  par 
la  première,  on  obtiendra  les  formules  de  Neper,  savoir  : 

cos  ]-(a  — b) 

langi(A  + B)  = ^ cot^C, 

cos-(o  + A) 

? 

sin  - (fl  — 6) 

tangi(A-B)  = ^ cot^C, 

8in-(fl4-6) 

1 

cos  - ( A — B ) 

Ung-(fl-|-6)  = -tang-c, 

* cosi(A-l-B)  • * 


I sin-(A-B)  ^ 

tang-(fl-i)= ; tang-r. 

sin^(A  + B) 


Si  l'on  donne  fl,  b,  C,  on  trouvera  A et  B au  moyen  des  deux  pre- 
mières analogies,  puis  c en  faisant  usage  de  la  troisième  ou  de  la  qua- 
trième. Si  l'on  donne,  au  contraire,  c.  A,  B,  les  deux  dernières  analo- 
gies feront  connaître  a et  b,  puis  l’une  des  deux  premières  donnera  C. 

Souvent,  dans  le  troisième  cas,  on  ne  veut  connaître  que  je  cété  c.  On 
SC  sert  alors  de  la  formule 

cosc  = cosflcosf>-l-siufl  siné  cosC. 


Il  faut  rendre  cette  valeur  calculable  par  logarithmes.  On  met  cesfl  en 
facteur  commun  dans  le  second  membre,  et  il  vient 


posons 
Nous  aurons 


co8c  = cosfl  (cos&  -I-  ainb  tangfl  cosC)  ; 
tangif  = tangfl  cosC. 
cosc  = cosfl  (cosè-l-sini  tangy  ), 


1 . . S'"? 

ou,  en  remplaçant  tang^  par 


cosc  = 


cosflCos(//  — y) 


U. 


cos  9 


aC 
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SÎ,  dans  le  qimtrièinr  ras,  on  ne  voulait  connaître  que  l'angle  C,  on 
prendrait  la  formule 


d'où 
Posons 
il  \iendra 


cosC  = — rosA  cosB+  sin  A sinBcosc, 
cosC  = — rosA  (cosB  — sinB  tang  A cosc). 
tangAcosc  = cot-{>. 
rosC=  — rosA  (cosB—  sinBcot-]/), 


, , rosi/ 

ou,  en  remplaçant  cot-J/  par 


_ — cosA  sin  ( i — B1  cosA  sin  (B— l*) 

rosC  î 

sin-^  siiia 


Rrmart/iie.  Comme  les  côuis  et  tes  angles  du  triangle  sphérique  consi- 
déré sont  toujours  supposés  moindres  que  180°,  les  quatre  cas  que  nous 
venons  d’examiner  n’admettent  jamais  qu’une  solution,  et  les  deux  der- 
niers sont  toujours  possibles. 

81.  ClsoviÈME  ET  SIXIÈME  CAS.  On  donne  deu-x  côtés  et  l’angle  op- 
posé à l’un  d’eux  ou  deux  angles  et  le  eôté  opposé  à l'un  d’eux  : on 
ilemande  de  enlruler  les  éléments  inconnus. 

Supposons  qu'on  donne  n,'h,  A ou  A,  B,  a.  La  relation  (66) 

sin  B _ sin  b 
sin  A ~ sin  a 

permettra  de  trouver  l'inconnue  B ou  l’inconnue  b. 

I.es  inconnues  C et  c (communes  aux  deux  cas)  seront  ensuite  déter- 
minées à l’aide  de  deux  des  formules  de  Neper.  On  aura,  par  exemple. 

sin  - (rt  — fc) 

lang  - C = — cot-(A—  B)» 

• ^ I 1 

' sin  - ( n + /'  ) 

sin-(A-l-B) 

tanglf=  — ^ tang  ^(o- A)- 

sini(A-B) 

2 


Pour  quQ  le  problème  soit  possible,  il  faut  d’abord  que  l'inconnuo 
sin  B oiisiné  tombe  entre  o et  i (puisque  B ou  b est  inférieur  à j8o"). 

Admettons  que  cette  condition  soit  remplie.  Les  tables  donneront  pour 
B ou  i deux  valeurs  supplémentaires  l’une  de  l’autre.  Il  s’agit  de  voir 
quand  ces  valeurs  sont  toutes  deux  admissibles. 

Remarquons  que  tang^C  et  tang  ic  doivent  être  positives.  Il  faut  donc 

tjue  les  différences  A — h et  a — b soient  de  même  signe,  ce  qui  corres- 
pond au  théorème  suivant  démontré  en  géométrie  : Dans  tout  triangle 
sphérique,  à tm  plus  grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté,  et  réci- 
proquement, ’ 

Si  la  dernière  condition  indiquée  n’est  pas  remplie,  le  triangle  sera 
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impossible.  Si  elle  est  remplie  par  l’une  dfes  valeurs  de  B ou  de  b,  à celle  ' 
valeur  correspondra  nécessairement  une  solution. 

En  eiïet,  les  formules  employées  conduiront  alors  pour  C et  c à deux 
valeurs  comprises  entre  o°  et  i8o",  et  ces  valeurs  seront  précisém^t. 
celles  que  donneraient  les  deux  autres  formules  de  Neper.  Car  ces  deux 
formules 

cos  - ( « — b) 

lang-C= cot-(A  + B). 

cos  - ( n -f-  i ) sk. 

cos  ^ (A  4-  B) 

7 langi(«4-é), 

cos^(A-B) 

se  déduisent  immédiatement  des  deux  analogies  restantes,  jointes  à la 
relation  ' 

sin  B _ sin  h 
sin  A ~ sin« 

C'est  ce  que  nous  allons  prouver.  I.a  relation 
« sin  B _ sin  h 

sin  A sinn 

revient  é ' 

sinB  + sinA  _ sinA-)-  sin« 
sinB—  sin  A ~ sin  A — sinn 

on  à (27) 

tang^(A-t-B)  lang^(n-f-A) 
tang^(A— B)  tang^(rt  — A) 

On  lire  de  celte  dernière  égalité  • 

tang  - (n  4-  A) 

col  i (A  — B)  = cot  - (A  + B), 

? tangi(n~A)  * 

. tang i (A -B)  _ 

tang-(/i  — A)  = tang  - (n  + A). 

* tang  ^ ( A + B ) ^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  analogies  ^ 

sin  - (n  — A ) 

Ung-C= cot-(A  — B),  I 

* sin^(«4-A)  ^ 

sin  - ( A 4-  B ) 

tang-  c — tang-  {n  — b), 

sin-î-(A-B)  * 


a6. 
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on  retrouve  évidemment  les  deux  autres,  savoir  ; 


C08  - (fl  — é) 

tang  - C = ^ cot  - ( A 4-  B ) , 

* COS^  ( fl  4-  6)  * 

ros  - ( A 4-  B ) 

tang  - f tang  - (fl4-é). 

* ^ cosi(A-B)  ’ 


La  première  et  la  troisième  analogie,  jointes  à la  relation  des  quatre 
sinus,  forment  donc  un  système  équmilent  à la  seconde  et  à la  quatrième 
analogie  jointes  à celte  même  relation.  Supposons  qu’on  donne  a,  b,  A : 
on  déterminera  à l’aide  du  premier  système  les  valeurs  de  B,  C,  r.  Si  l’on 
veut  alors  former  un  triangle  avec  les  trois  éléments  a,  b,  C [ce  qui  est 
toujours  jxissibic  (80)],  le  second  système  fera  connaître  les  valeurs  cor- 
respondantes des  éléments  restants  A,  B,  c,  qui  seront  précisément  les 
valeurs  qui  satisfont  déjà  au  premier  système. 

Il  résulte  de  celte  discussion  que  chaque  valeur  de  B ou  de  b qui  satis- 
fait aux  deux  conditions  posées  (sinB  on  siné  positif  et  moindre  que  i, 
tes  différences  A — B et  a — b de  même  signe)  -,  correspond  nécessaire- 
ment à un  triangle  et  à un  seul  formé  avec  les  éléments  donnés.  Le  cin- 
quième et  le  sixième  cas  admettront  donc  une  ou  rlctLe  solutions  ou  n’en 
admettront  aucune.  Ces  cas  portent  le  nom  de  cas  dotaeux. 

82.  Pour  ne  rien  laisser  de  côté  relativement  aux  cas  douteux,  nous 
indiquerons  encore  une  méthode  de  résolution  plus  simple,  qui  nous  don- 
nera d’ailleurs  l’occasion  d’appuyer  sur  la  marche  à suivre  pour  rendre 
calculables  par  logarithmes  les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique, 
et  qui  nous  permettra  d'interpréter  géométriquement  les  transformations 
employées. 

CinquiIImB  cas.  On  donne  a.  b,  A,  on  veut  calculer  B,  C,  c. 

On  a 

. ,,  sinèsinA 


Le  coté  c et  l’angle  C seront  donnés  par  les  formules  (64,  67  ) 


cosn  = cosA  cosc  4- sinésinccosA, 
sinécolfl  = cosf>cosC4-sinCcolA. 


Pour  arriver  à des  valeurs  de  c et  do  C calculables  par  logarithmes,  nous 
emploierons  deux  angles  a\ixiliaires  y et  -if. 

Posons  « 

• tangy=  langécosA. 

Il  viendra 


d'où 


cosn  = cosè(cosc-f-sinc  langiy) 


cosè  cos(  c — y ) 
co  s y 


cos  ( c — y ) = 


cosfl  cos  y 
cos  b 


Cette  relation  fera  connaître  r — y et,  par  suite,  r. 
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Posons  de  même 


tang^{<  : 


*cot  A 
C08  i’ 


il  viendra 
d'où 


sin  ù cot«  = cos  ê cosC  + sin  C cos  b lang  , 

cos  ( C — + ) 


tangù  cota  = cosC-f-  sinC  tang4>  = 


C08'{< 


c’est-à-diro 

cos  (C  — ■>|<)  = langé  cola  coS'!'. 

Celle  relalion  fera  connatlro  C — •{/  el,  par  suilc,  C. 

Lorsque  le  problème  sera  possible,  la  valeur  de  sin  B lombcra  enlre 
O el  I,  les  valeurs  de  cos  (c  — y)  el  de  cos(C  — •{<)  lomberonl  enlre  -f-  i 
el  — I. 

’ On  calculera  d’abord  les  angles  auxiliaires  y el  qu’on  supposera 
compris  enlre  o“  el  i8o". 

Les  tables  donneronl  alors  pour  B une  valeur  comprise  entre  o"  elgo"; 
puis,  pour  c — Ÿ et  C — des  valeurs  / et  L comprises  entre  o°  et  1 8o“. 
Mais  on  satisfera  aussi  aux  équations  précédentes  en  remplaçant  B par 
1 8o"  — B,  et  en  prenant  — / et  — L à la  place  de  l el  de  L.  En  effet, 
les  sinus  de  deux  arcs  supplémentaires  sont  égaux  et  de  même  signe,  les 
cosinus  de  deux  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  sont  égaux  et  de  même 
signe.  Pour  terminer,  il  faut  montrer  de  quelle  manière  les  doubles  va- 
leurs doivent  être  assemblées. 

On  a (67) 

sine  coté  = cos  c cos  A -I-  sin  A cotB, 

d’où 

\ 

sine  coté  = cosA  (cosc -I- langA  colB). 

De  lang?  = langé  cos  A,  on  déduit 

cosA  * 


coté  = 


et,  par  suite. 


smc 

tang? 


Ung? 


= cosc  -l-tangA  cotB; 


c’est-à-dire,  en  remplaçant  tang?  par  — - et  en  faisant  passer  cosc  dans 
le  premier  membre,  * 

sin  (c  — ?)  _ tangA 
sin?  ~ tangB* 

On  a de  même  (65)  4 

cosB  = — cosA  cosC  sin  A sinC  cosé. 
cotA 


De  tang  .|<  = 


on  déduit 


cosé  = 


cot  A 
tang>)>  ■ 
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cosB  = 
r’esl-à-dire 


cos  ü — — cos  A eus  C -I-  sinC  cos  A cot  ■} 

il  n ■ f .11  — fosA  sin  (•■!<  — C) 

— cos  A (cosC  — sinCcol-ii)  

' SlD'l* 

sin  (C  — -p)  _ cosB' 
sin  | ■“  cos  A ’ 


1^8  signes  des  deux  rapports  el  sont  identiques,  puisque 

A et  B sont  compris  entre  o”  et  »8o°.  Les  différences  c — ç et  C — 'j<  se- 
ront donc  ensemble  positives  ou  négatives.  On  prendra  donc  +l  avec 
+ L et  — / avec  — L.  On  voit,  de  plus,  que  A et  B sont  de  même  espèce 
quand  on  prend  les  valeurs  -|-/et  -|-L,  et  d'espèce  différente  quand  on 
prend  les  valeurs  — / et  — L.  ' 

Il  n'y  a d’ailleurs  de  solution  possible  qu'autant  que  les  valeurs  trou- 
vées pour  c et  C sont  moindres  que  i8o®. 

Interprétons  gènmciriquement  les  valeurs 
des  angles  auxiliaires  q et  Soit  ABC 
{fis-  3?  ) le  triangle  considéré.  Partageons-le 
en  deux  triangles  rectangles  par  l'arc  CD 
abaissé  perpendiculairement  du  sommet  C 
sur  le  côté  opposé  AB. 

Il  est  évident  que  la  perpendiculaire  CD 
tombera  en  dedans  ou  en  dehors  du  trian- 
gle, suivant  que  les  angles  A et  B seront  de 
même  espèee  ou  à'espèee  differente  ; car  les 
deux  triangles  rectangles  DCA,  DCB,  exigent 
que  la  perpendiculaire  CD  soit  à ta  jois  de 
même  espèce  que  les  angles  CAD  et  B qui 
, ^ lui  sont  opposés  dans  ces  triangles  (69). 

^ Supposons  le  point  D entre  les  points  A.  et  B.  On  aura,'  dans  le  triangle 
xccéngle  DCA, 

langAD  = tangé  cosA  et  cosô  = cotACDcotA. 

La  dernière  relation  revenant  à 


tang  ACD  = 


cot  A 
cos  b’ 


on  voit  que  l'^rc  AD  représente  précisément  l'arc  ? Cl  que  l'angle  ACD 
représente  l'angle  auxiliaire  ')>.  L'arc  BD  est  alors  r — y,  et  l'angle  BCD 
C - 

Supposons  le  point  D à gauche  du  point  A,  le  triangle  rectangle  DCA 
donnera  v 

tang  AD  = langé  cos  (iSo"—  A), 


ce  qii)  revient  a 
ce  qui  revient  à 


tang(—  AD)  = tangécosA; 
cosé  = col.  ACD. cot  (i8o"  — A), 

, , col  A 

'«ng(-  A(.|))  = ^. 
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L’an!  AD  elTangle  ACD  représentent  alors  l’arc  et  l'angle  auxiliaire  •]« 
changés  de  signb.  L'arc  BD  = c-t-  AD  est  donc  encore  c — y,  et  l’angle 
BCD  = C + ACD  est  C - 

Ceci  posé,  on  peut  ramener  la  résolution  du  triangle  proposé  à celle  du 
triangle  rectangle  DCB.  Si  l’on  désigne  en  effet  la  perpendiculaire  CD 
par  X.  le  triangle  rectangle  DCA  donnera 

tangx  = tangicosAQD. 

\ * 

On  connaîtra  donc  dans  le  triangle  DCB  un  côté  CD  et  l’hypoténuse  CB. 
On  pourra  par  suite,  à l’aide  des  formules  démontrées  p>récédemment(  71), 
calculer  l’angle  B,  le  côté  BD  = c — y et  l’angle  BCD  = C — Ayant 
trouvé  d’abord  y et  -l-,  les  éléments  B,  C et  c,  du  triangle  ABC  seront 
complélement  déterminés.  , 

Sixième  cas.  On  pourrait  présenter  pour  le  sixième  cas  une  discussion 
analogue.  Nous  ne  nous  y arrêterons  pas,  puisqu’on  peut,  en  se  senant 
du  triangle  supplémentaire,  ramener  ce  cas  au  précédent. 

83.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  donnant  tous  les  éléments 
d’un  triangle  sphérique  obtiquangle,  ainsi  que  les  logarithmes  corres- 
pondants. 

a = 76“35'36',  h =-5o“io'3o",  c 4o“o’  lo". 
log  sin  a — i ,9880008,  log  sin  ô = i ,8853636,  log  sin  c = i ,8080936. 
log  cos  fl  = 1 , 3653379,  log  cos  ô = i , 80648 17,  log  cos  c = i , 8843363 . 
iügtangfl=  0,6337739,  log  tangé  = 0,0788819,  log  tangc  = i ,9338563. 
A=  i3i°^6'i9*,8i,  B=  43"i5'i3',66,  C = 34“i5'3*,76. 
log  sin  A = 1 ,9303747,  log  sin  B = i ,8376379,  log  sin  C = 1 ,75o3664. 
Ic^—  cos  A=  1,7193874,  log  cos  B = i ,8693336,  log  cos  C = 1 ,9173860. 
log— tangA=  0,3108873,  logtangB=  1 ,9583o43,  logtangC=^i  ,833o8o4. 


Expressions  de  l'aire  d’on  triangle  sphériqne. 

84.  Nous  savons  que  l’aire  d’un  triangle  sphérique  est  représentée  par 
son  excès  sphérique,  lorsqu’on  prend  pour  unité  d’aire  le  triangle  trirec- 
tangle  qui  fait  partie  do  la  sphère  considérée.  Cherchons  donc  l’expres- 
sion de  cet  excès  sphérique , d’abord  en  fonction  de  deux  côtés  et  de 
Tangle  compris,  puis  en  fonction  des  trois  côtés. 

Soient  donnés  a,  t>,  C.  Nous  avons  trouvé  (79) 


, ' I 

tang-«  = 


v/ 


1 

sin-i  sin 
'1 

sin 

(-H 

sin 

(c-1a) 

1 

sin  -.A  sin 
% 

(« 

sin 

(a-;  a) 

si  h 
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Multiplions  ces  ^lilés  membro  à membre,  il  viendra  , 


I 1 > 

tang  - a tang  - « = — 

sin 


sin- A 

2 

sin  C COS  - A — cosC  sin  - A 
2 2 


sin  - A 
2 


(‘■-îO 


1 , 


sinC  col  - A — cosC 
2 


Par  suite,  en  renversant,  on  aura 

Il  • 

col-acot-/;+cosC 

COt  - A =:  7, 

•À.  sinL 

On  peut  remarquer  que,  si  l’angle  C reste  constant  et  si  l'on  fait  varier 

les  côtés  <7  et  ô de  manière  que  le  produit  cot  ^ a cot  ^ ô demeure  fixe , 

la  surface  du  triangle  ne  changera  pas. 

Supposons  maintenant  qu’on  connaisse  les  trois  côtés  a,  b,  c.  Les  for- 
mules de  Delambre  (80)  nous  donnent 

sin -(A4- B)  cos-(a  — b) 

a -2  ' 


cos-C 

2 


co  s - c 

2 


COS  i (A4- B)  cosi(fl-)-ô) 


On  a 

On  en  déduit 
Par  suite. 


sin-C 

2 


COS  -f 
2 


A4-B  -f-C—  i8o»=  A. 
l(A4-B)  = 9o»-i(C-A). 


co8-(C  — A)  cos-{a  — l>) 
2'  2 ' 


cos-C 

2 


COS  - c 
2 


sini(C  — A)  C08^(<i4-ô) 


sin  - C 
2 


cos-C 

2 


La  première  relation  revient  à 


cos -fC  — A)  — cos -C  cos-(«  — ô)  — eosAc 
2 2 _ 2 -g 

cos-(C  — A)  4- cos-C  cos-(/i  — ô)4-0ûS.4‘c 
2 ' 2 2 ' 
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409 


c*esl-à-dire  (27)  à 


• • [ 
asm  - i 

» \ 

C-i-A^ 

a J 

|siniA 

1 / 

I . 

aco8^ 

L — - A 1 

co  s 7 A 

a \ 

a ) 

' 4 

ou 


*(')  Ungii=  tang^(/;- 6)  Ungi(/>-«). 

La  seconde  relation  revient  à 

sin-C  — sin -(C— A)  cos ic  — cos- (« 4- /^ ) 

,,  a aj a aj ' 

sin  - G 4-  sin  - ( C — A ) cos  i c 4-  cos  - ( « -f-  6 ) 

a a ' • a a ' ' 

c’est-à-dire  (27)  à 

.1  . I , . 

a sin  -/?  sin  - (p  — c ) 


s* 

1 

asm- 

4 

ACOS^ 

1 

asm  - 
a 

(c-u; 

)cos1a 

OU 

le%\ 

tangi  A 

' • / V 

acos-p  cos-  (p  — c) 
a a 


tang 


Si  l’on  multiplie  membre  à membre  les  égalités  (1)  et  (a),  on  arrive  à 
cette  formule  remarquable 

tong  i A = y/tang  ip  tang  i (p  - n)  tang  ^ (p  - 6)  tang i (p  - c). 

8S.  Dans  les  développements  précédents,  on  a supposé  les  côtés  a,  b,  c 
donnés  en  degrés,  minutes  et  secondes.  Si  l’on  veut  avoir  leurs  valeurs 
en  mètres,  on  peut,  comme  nous  l’avons  déjà  dit  (63),  recourir  à la  foT; 

mule  /=  ou  opérer  comme  il  suit. 

Soit  R le  rayon  de  la  sphère  exprimé  en  mètres  ; soit  <1*  le  nombre  de 
secondes  du  côté  a.  L’arc  d’une  seconde  sur  la  sphère  donnée  aura  pour 
expression  en  mètres,  Rsin  1'  (sin  i*  se  confondant  avec  l’arc  de  l'dans 
le  cercle  de  rayon  i).  Par  suite, •l’arc  de  o*  contiendra  un  nombre  dé 
mètres  l qui  sera  donné  par  la  formule 

(i)  Æ:  Ra'sin  1*. 

Si  / est  connu,  on  aura  inversement 

/ 


a*  = 


R sin  I* 


Coci  posé,  soient  S l’aire  d’un  triangle  sphérique  exprimée  en  mètres 
carrés,  A son  excès  sphérique,  R le  rayon  de  la  sphère  considérée  ex- 


4iu 
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primé  en  métrés.  On  aura  (Géom.,  276)  : 

S i 


■ , ‘ V' 


d'ou 


S=  K’i. 


JS- 


Si  l’on  exprime  A et  a*  en  secondes,  le  rapport  -jj  sera  égal  ,à  la  Ion- 

gueur  de  l’arc  de  l'dans  le  cercle  de  rayon  i.Ou  pourra  donc  remplacer 
ce  rap|)ort  par  sin  i",  et  il  viendra 

(a)  S=R’.istni*.  /. 

Si  l’on  considère  la  terre  comme  une  sphère  où  un  grand  cercle  a 
|K)ur  circonférence  40000000*,  l’arc  d'une  seconde  sur  cette  circonfé- 

* 1 ruuiAV 

rence  sera  égal  à ■ » c*egl-à-dire  â - • On  j>ourra  donc. 


648000 

dans  ce  cas,  remplacer  K sin  i*  par  le  rapport 


3a4 

10000 

3a4 


Lorsqu’il  s’agira 


d'applications  géodésiques,  les  formules  (1)  et  (1)  deviendront  donc 
(ié/>)  /=o* 


S = RA 


10000  . 

15^’ 

10000 


324 


On  peut  multiplier  et  diviser  le  secopd  membre  de  la  seconde  égalité  par 
sin  I*.  Il  vient  alors 


( 2 bis  ) 

On  a d’ailleurs 


S = 


A / 10000 
sim'  \ .324  / 


logsin  i' = 6,6855748668  et  16g  -r-î— j=  5,3i4425i332? 


CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS. 


V*: 


•l'.Tî'-*)  rrt  -.‘^onol 
lui  iy> 

Ha 

- \ llü. 

86.  Truuver  le  volume  iFun  paraUélipipède  oblique  en  fonction  de  tes 
trois  arêtes  contiguës  et  des  angles  qu’elles  font  entre  elles  (_fig-  38  ). 

Kie  38.  . . Posons 

OL  = l,  OM  = ^ On’=». 
Supposons  que  le  sommet  O 
soit  le  centre  d’une  sphère 
ayant  pouf  rayon  l’unité.  Les 
arêtes  OL,  OM,  ON,  déter- 
mineront par  leurs  intersec- 
tions avec  cette  sphère  un 
triangle  sphérique  ABC  dont 
les  côtés  a,  b,  r,  mesureront 
précisément  les  angles  formés 
par  les  arétA  OL,  OM.  ON, 
considérées  deux  à deux. 


« TniGOHOMÉTHIE. 

L’aire  du  parallélogramme  qui  a pour  côtés  X et  u est  égale  à 
X;*  sin  AOB  = Àfx  sin  c . 

Si  I on  abaisse  du  sommet  N sur  la  base  la  perpendiculaire  NH,  le  trian- 
gle rectangle  NHO  donnera 

NU  = V sinNOH. 

Mais  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  CDA,  le  côté  de  l’angle  droit  Cl) 
mesurera  l’angle  NOH,  et  l'on  aura  (68) 

' sinNOH  =4nCD  = sinô sin A.  ^ 

Par  suite,  le  volume  du  parallélipipède  étant  égal  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur,  on  pourra  poser,  en  désignant  par  V le  volume  cherché, 

V = Xfiv  sinô  sin  c sin  A = aXuv  siu  b sin  r sin  - A cos  - A. 

a a 

On  a d’ailleurs  (79)  : / 

• ' i 

sin  - A = - /gLP(P-^8in(/^c) 
a V sin  ô sin 

Il  viendra  donc 

« 

V = aXjxv  /sin/»  sin  (;>  — a)sin(/^  — A)  sin  (p—c). 

Le  plan  diagonal  LML'M'  partage  le  parallélipipède  en  deux  prismes 
triangulaires  équivalents.  Or  le  tétraèdre  OLMN  formé  sur  les  trois 
arêtes  X,  (x,  v,  peut  être  regardé  comme  ayant  pour  sommet  N et  pour  base 

OLM  : est  donc  le  tiers  d#prisme  ^ ou  le  sixième  du  parallélipipède 

V,  do  sorte  que  sou  volume  v aura  pour  expression 

''  ~ / sin/»  sin  (/;  — a ) sin  (/>  — A ) sin  ( /^  — c ). 

87.  Réduire  un  angle  à Phnriznn  {Jlg.  3g). 

Supposons  que,  d un  point  O dans  l’espace,  on  ait  dirigé  vers  deux 
points  Q et  R les  rayons  visuels  OQ,  OR,  et  qu’on  ait  mesuré  l’angle  QOR. 

Il  s’agit  de  calculer  l’angle 
Q'PR',  projection  de  l’angle 
OOR  sur  le  plan  horizontal. 

Un  a en  O un  angle  trièdro 
composé  de  l'angle  QOR  et 
des  angles  QOP,  ROP,  for- 
més par  les  rayons  visuels 
OQ,  OR,  avec  la  verticale 
OP.  Admettons  que  le  som- 
met O soit  le  centre  d’utic 
sphère  ayant  pour  rayon  l’u- 
nité. L’angle  trièdre  déter- 
minera sur  cette  sphère  un  triangle  sphérique  ABC  dont  les  côtés  me- 
sureront les  faces  de  l'angle  trièdre,  et  dont  les  angles  seront  égaux  aux 
angles  dièdres  du  trièrlrc.  L’angle  dièdre  OP  ou  l’angle  C du  triangle 


Fig;  3g. 


cos  - A 
% 


sin^sin(7>  — «) 


sin  6 sine 
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sphérique  étant  mesuré  par  l'angle  Q'PR',  la  question  est  ramenée  à 
résoudre  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  ronnatt  les  trois  côtés. 

On  dirigera  le  calcul,  comme  il  a été  indiqué  (79),  de  manière  à obte- 
nir immédiatement  l’angle  C,  seul  élément  qu’on  veuille  déterminer; 
c’est-à-dire  qu’on  emploiera  la  formule 


tang  i c = 4 /sin  (;.-«)  sin(^-/>)  ■ 

”2  Y sin sin  (/>  — c ) 

88.  Trouver  la  distance  de  deux  points  de  la  surface  terrestre,  con- 
naissant leurs Jongiturles  et  leurs  latitiiJI^  {fiS-  4°  )• 

Soient  PP’  l’axe  polaire  et  EE'  l’équateur; 
soient  A et  B les  deux  points  dont  on  veut 
mesurer  la  distance  sur  la  surface  de  la  terre. 
Supposons  que  PLP'  soit  le  grand  cercle  ou  le 
méridien  à partir  duquel  on  est  convenu  de 
compter  les  longitudes.  La  longitude  du  point 
A sera  l’angle  dièdre  du  méridien  qui  lui 
correspond,  |vec  le  méridien  PLP'.  Cet  angle 
sera  évidemment  mesuré  par  l'arc  LC  inter- 
cepté sur  l’équateur  par  les  deux  méridiens. 
De  même,  la  longitude  du  point  B sera  me- 
surée par  l’arc  LD.  La  longitude  est  orientale 
ou  occidentale,' c'e&l-k-A\re  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point  con- 
sidéré est  à Pest  ou  à Poiu-st  du  méridien  choisi  pour  origine. 

Quant  à la  latitude  du  point  A,  c’est  l’angle  AOC  formé  par  le  rayon  OA 
(verticale  du  point  A)  avec  l’équateur  : cet  angle  est  mesuré  par  l’arc  AC 
qui  va  du  point  A à l'équateur,  sur  le  méridien  PAP'.  De  même,  la  lati- 
tude du  point  B sera  mesurée  par  l’arc  BS(  La  latitude  est  banale  ou 
australe,  c’est-à-dire  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point  considéré 
est  situé  dans  l’hémisphère  boréal  ou  austral. 

Ceci  posé,  dans  le  triangle  sphérique  APB,  ou.  connaîtra  l’angle  P me- 
suré par  l’arc  CD,  différence  des  deux  longitudes  données,  et  les  deux 
côtés  P.\  et  PB  qui  comprennent  cet  angle,  puisque  ces  deux  côtés  sont 
les  compléments  des  latitudes  données.  On  rentrera  donc  ainsi  dans  le 
troisième  cas  de  la  résolution  des  triangles  sphériques  obliquangles. 

D’une  manière  générale,  l’angle  P est  la  différence  ou  la  somme  arith- 
métique des  longitudes  données,  suivant  qu’elles  sont  ou  non  de  même 
e.spèce  ou  de  même  signe.  De  même,  chacun  des  côtés  PA  et  PB  est  égal 
à 90°  diminués  ou  augmentés  de  la  latitude  du  point  correspondant,  sui- 
vant que  ce  point  est  situé  sur  l’hémisphère  boréal  ou  sur  l’hémisphère 
austral. 

Proposons-nous , comme  exercice , de  calctder  la  distance  de  Paris  à 
Rome. 


Fig.  4o. 


I- 


La  longitude  de  Paris  est o", 

celle  de  Rome 10“  6'  4?’, 2 = L'. 

la  latitude  de  Paris  est 48°  5o'49'  = 7., 

celle  de  Rome 4i°  53' Sa'  = V. 


Nous  ne  cherchons  que  le  troisième  côté  du  triangle.  En  nous  re|>orUnL 


4i3 
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à la  /igiirr  3g  et  au  n"  80,  les  formules  à employer  seront 


taug? 
cosp  = 


= tangfl  cosP, 
cos  a cos  ( 6 — y ) 
cos  y 


Calcul  de  y. 

logUnga  = logtang(go“  — V)  =0,0471310 
log  cos  P = logcos  L' = T,gg3igg4 

' log  taugy  = o,o4o3-3o4 
y = 47°39'3i*,a 


Calcul  de  p. 

log  COS  a = log  cos  ( 90“  — X')  = 7,8346488 
logcos(i-  y)  =logcos(go‘>-X-y)  = T, 9971969 

Lcosy  = 0, 1716097 


log  co&p  = 1 ,9934554 
^p  = 9“55'i8",9 


Si  l’on  veut  avoir  en  mètres  la  longueur  de  p,  on  aura  recours  à la  for- 
mule du  n“  8S  : 


/«  = p" 


10000 

324 


Si  l'on  veut  avoir  cette  longueur  en  kilomètres,  la  formule  sera 


im-p"  .22- 

^ 324 


Ctdcul  de  l. 

log//=  log  357 18, 9=  4,5528981 

log  10  =,1^0000000 
L . 324  = 3,48g455o 

log  / = 3, 042353 1 
l - - I 102,4- 

Ainsi,  la  distance  de  Paris  à Rome  est  d’environ  1 102*“  ou  d’environ 
275  lieues  métriques. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

i”  Résoudre  un  triangle  sphérique  avec  les  données  suivantes  : 

cétéa=  2o°35'22*,7, 
côté /»=  65“  4g' 35’, 3, 
angle  .4  (opposé  au  côté  a)  = 22“  4o'  i5’,5. 

On  déterminera  l’erreur  de  l’angle  B,  on  supposant  que  les  données  soient 
en  erreur  d’un  dixième  de  seconde  (Concours  de  f Ecole  Polrtechnique). 
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■j.°  Dans  un  triangle  spliérique  ABC,  on  donné 


a = 3o"a8'26’,7, 
(!.  = 9i”39'54',5, 
C = 87»i8'a3”,9, 


et  l’on  demande  do  calculer  le  côté  c ( Concours  de  l'École  Polytechnique  ). 
3°  Dans  un  triangle  sphérique  équilatéral , on  a 


cos  A 


tang  i a 
tang  a 


On  déduit  facilement  de  cette  formule  la  valeur  de  l’angle  dièdre  d'un 
tétraèdre  régulier. 

4°  Dans  un  triangle  sphérique  isocèle,  on  a les  relations  suivantes  : 

sin  - fl  = sin  é sin  - A , 
a a 

cosé=  cotB  cot-A, 

• I 

tang  - fl  = tang  é cos  B , 

COS- A = cos-flSinB. 
a a 


5°  Chercher  la  valeur  de  l'angle  dièdre  : i°  de  l’octaèdre  régulier; 
a°  de  l'icosaèdre  régulier;  3°  du  dodécaèdre  régulier. 
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LIVRE  PREMIER 

EXTENSION  DU  CALCUL  ALGÉBRIQUE. 


chapitre'premier. 

PROPOSITION^  SCR  LES  NOMBRES. 


L Nous  avons  pour  but,  dans  ce  chapitre,  do  compléter  la  connais» 
sanco  des  principes  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  nombres,  à 
l’exposition  desquels  nous  avons  déjà  consacré  le  livre  deuxième  de  \’ji- 
rithmëtique  ( t.  I ).  Nous  commencerons  par  revenir  rapidement  sur  quel- 
ques théorèmes  déjà  connus  et  relatifs  aux  diviseurs. 

Des  ditriaenrs  des  nombres. 

2.  Soit  un  nombre  N dont  la  décomposition  en  facteurs  premiers  donne 

N = . Nous  savons  qu’on  obtiendra  les  diviseurs  de  ce  nombre 

en  combinant  entre  eux  ses  facteurs  premiers  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. 11  suit  de  là  que  ces  diviseurs  seront  précisément  les  différents 
termes  du  produit 

( I -4- a 4-  n’ -4-  ...  4-o“)  {i+b  + b^-...  -4-6'^)  (i  4-c-4-c’4- . • ■ -4-c^  ). 

Il  est  évident  d’ailleurs  que  les  termes  de  ce  produit  ne  pouvant  éprouver 
aucune  réduction,  le  nombre  des  diviseurs  de  N sera,  en  comptant  N- et 
Traité, 

(“■+  •)  (P+  ')  (7+  >)• 

Le  produit  indiqué  représente  la  so'mme  de  tous  les  diviseurs.  Celte 
somme  est  donc  égale  à [Alg-  élém.,  38) 

n — \ — I c'  — I 

/i  — I b ■—  \ c — ! 


(*)  Ce  premier  Lirre  doit  être  regardé  comme  le  complément  de  l'Algèbre 
élémentaire  ( tome  I ).  Plusieurs  des  théories  qu’il  renferme  ^ bien  que  ne  faisant 
plus  partie  des  programmes  d’admission,  présentent  de  l'importance  et  de  l'in* 
terèt.  C'est  à ce  titre  que  nous  recommandons  aux  élèves  studieux  la  lecture  dos 
chapitres  c|ui  traitent  des  fractions  continues  et  de  l’analyse  indéterminée  du 
premier  degré. 
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On  voit  ftdlement  que,  suivant  que  N est  ou  n’est  pas  carré  parfait,  le 
nombre  de  scs  diviseurs  est  impair  ou  pair.  Car,  si  N est  un  carré,  tous 
les  exposants,  a,  p,  y,  sont  pairs;  et  si  N n’est  pas  un  carré,  il  faut  que 
l’un  au  moins  des  exposants  a,  p,  7,  soit  impair. 

Si  l'on  veut  décomposer  N en  deux  facteurs,  on  peut  prendre  chaque 
diviseur  pour  l’un  des  facteurs;  mais  c’est  alors  un  autre  diviseur  qui  est 
le  second  facteur.  Les  diviseurs  se  correspondant  ainsi  deux  à deux,  le 
nombre  des  décompositions  possibles  est  égal  à la  moitié  du  nombre  des 
diviseurs  dans  le  cas  où  ce  nombre  est  pair.  Mais,  lorsque  ce  nombre  est 
impair,  c’est-à-dire  quand  N est  carré  parfait,  la  racine  carrée  de  N est 
un  diviseur  de  N et  se  correspond  à elle-même.  Le  nombre  des  décom- 
positions est  alors  égal  i la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  augmenté 
de  I. 

On  peut  imposer  la  condition  que  les  doux  facteurs  employés  soient 
premiers  entre  eux.  Dans  ce  cas,  les  exposants  ne  jouent  plus  aucun  rôle, 

et  la  réponse  pour  N = doit  être  la  même  que  pour  N = abc. 

D’après  ce  qui  précède,  le  nombre  des  décompositions  possible  serait 

i(i-|-i)(i-t-i)(i-t-i);  mais  il  faut  remarquer  qu’il  y a exclusion  pour 

la  combinaison  i x N ; ce  qui  réduit  le  nombre  cherché  d’une  unité. 
D'une  manière  générale,  en  désignant  par  m le  nombre  des  facteurs  pre- 
miers différents  qui  entrent  dans  N,  le  nombre  demandé  sera  donc 

- • a"  — I = a""‘  — I . 
a 

3.  On  peut  demander  quelle  est  la  plus  haute  puissance  d’un  nombre 
premier  p,  contenue  dans  le  produit  i.a.3.4.5.../i.^ 

Je  divise  n par  p : soit  n'  le  quotient  entier  obtenu.  Le  produit  pro- 
posé renfermera  les  facteurs  p,  ap,  3p,...,/i’p;  et,  puisque  p est  pre- 
mier, ces  facteurs  seront  les  seuls  du  produit  divisibles  par  p.  La  plus 
haute  puissance  demandée  sera  donc  la  même  que  celle  qui  divise  le  pro- 
duit i.a.3.4.5. . . «'p"'. 

On  répétera  le  même  raisonnement  pour  le  produit  1. a. 3. 4.5. ...»', 
c’est-à-dire  qu’on  divisera  n'  par  p ; soit  n’  le  quotient  entier  obtenu.  La 
question  sera  ramenée  à chercher  la  plus  haute  puissance  de  p qui  divise 
1.3. 3. 4. 5..  puisque  la  plus  haute  puissance  cherchée  sera  la  même 
que  celle  qui  divise  le  produit  i.a.3.4.5...n”.  p"''’^’. 

On  voit,  sans  qu’il  soit  besoin  d’insister,  la  marche  à suivre.  On  divi- 
sera successivement  par  p,  n et  les.  différents  quotients  entiers  obtenus, 
jusqu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  inférieur  à p.  La  somme  de  tous  les  quo- 
tients obtenus,  y compris  le  dernier,  sera  l’exposant  dont  p doit  être 
affecté. 

Il  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que  l’expression 

I . a . 3 m 

i.a.3...nxi.a.3.../)X  i.a.3...i;r 

est  toujours  un  nombre  entier,  si  la  condition 

m — n+p-\-q 

est  remplie. 

K.  Si  p est  un  nombre  premier  par  rapport  à a,  et  si  t on  divise  par  p 
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les  multiples  successifs  «,  iu,  3«,. . — i)^/,  tous  les  restes  obtenus 
seront  différents. 

Aucun  reste  ne  pourra  évidemment  être  o.  Ceci  posé,  admettons  que 
deux  multiples  ka,  k'a,  conduisent  au  même  reste  r.  En  désignant  par  y 
et  q'  les  quotients  entiers  correspondants,  on  aurait 

ku  — qp  + r,  k'a  = q'p  + r, 

d’où 

(k'  — k)a  = (q'  — q)p.  . 

P étant  premier  avec  a,  devrait  alors  diviser  la  différence  k'  — k dont 
les  deux  termes  sont  ipféricurs  à p,  ce  qui  est  absurde. 

. Si  l’on  divise  les  multiples  suivants  /w,  [p-\-  i)a,  (p  + i)a,..., 
la  première  division  donnera  un  reste  nul,  et  les  autres  conduiront  aux 
restes  déjà  obtenu^,  en  divisant  a,  aa,  3a,... par  p.  Les  restes  consi- 
dérés forment  donc  'une  série  périodique,  et  Lun  de  ces  restes  est  égal  à i . 

5.  Théorème  de  Fermât.  Si  p,  tmmbre  premier,  ne  divise  pas  a,  p di- 
vise cf~'  — I . 

Si  l'on  divise  par  p les  multiples  successifs  a,  aa,  3a,.. .,  (p—  i)a, 
on  obtient  des  restes  tous  différents  (4),  c'est-à-dire,  dans  un  certain 
ordre,  les  restes  i,a,  3,. . . , — i).  Si  l’on  multiplie  membre  à mem- 

bre toutes  les  égalités  représentatives  des  divisions  effectuées,  on  aura 
évidemment  (Arithm.,  84)  : 

, a.aa.3a.. . (p — i)a  = mult. />-|-  i .a.3. . . [p — i), 

c’est-à-dire 

I .a.3  . . . (/J— i)  (a'"' — i)  = mult. /J. 

p étant  un  nombre  premier,  doit  forcément  diviser.  le  facteur  a'*'  — i. 

G.  Si  p était  seulement  premier  avec  a,  on  ne  considérerait  que  les 
multiples  de  a moindres  que  pa  et  premiers  avec  p.  Dans  ce  cas.  Tes 
restes  obtenus,  tous  différents  (4),  sont  aussi  premiers  avec  p\  car 
l'égalité 

ka  — qp-lrr  ^ 

prouve  que  si  p n’était  pas  premier  avec  r,  il  ne  le  serait  pas  avec  / a, 
c’est-à-dire  avec  a. 

En  multipliant  encore  membre  à membre  toutes  les  égalités  trouvées, 
et  en  désignant  par  R le  produit  de  tous  les  restes  et  par  « le  nombre  des 
multiples  de  a employés,  on  aura 

Ra'.=  mult. /) -t- R ; 

car  les  restes  r sont  tous  les  nombres  plus  petits  que  p et  premiers  avec 
lui,  et  il  en  est  de  même  des  multiplicateurs  de  a,  de  sorte  que  le  pro- 
duit des  restes  et  celui  des  multiplicateurs  doivent  être  identiques.  Il 
viendra  donc 

R ( a*  — 1 ) = mult.  p ; 

ce  qui  montre  que,  lorsque  p est  seulement  premier  avec  a sans  être  pre- 
mier absolu,  il  divise  a'  — t,  v étant  le  nombre  des  entiers  jnoindres  que 
p et  premiers  avec  lui. 

Lorsque  p est  pmmier,  on  a e = /j  — i,  et  l’on  retomlw  sur  le  lliéo- 
rèmo  de  Fermât. 
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Réciproquement,  si  ' est  la  plus  faible  puissance  de  a qui,  divisée 
par  p,  donne  pour  reste  i,  est  nécessairement  premier,  puisqu’il  n'est 
divisible  par  aucun  des  entiers  plus  petits  que  lui. 

Enfin,  si  p n'est  pas  premier  avec  n,  il  n’existe  aucune  puissance  do  a 
qui,  divisée  par /s,  donne  i pour  reste;  car  l’égalité  a*=  mult. /9+  i est 
alors  impossible. 

7.  Revenons  au  cas  où  p est  premier  avec  a.  Soit  et'  la  plus  faible  puis- 
sance de  et  qui,  divisée  par  p,  donne  pour  reste  i.  Toutes  les  puissances 
i/ifcrieures,  divisées  par  p,  donneront  des  restes  différents.  Supposons 
en  effet  qu’on  ait  »i’>  m,  />>  m',  et  qu’on  puisse  écrire 

o“=mult./3  + r,  a"' = rnult./^  4-r, 

on  aurait 

a"'  — et'  = et'  [ei'’~''  — i ) ^ mult.  p. . 

p devrait  alors  diviser  — i,  ce  qui  est  impossible,  puisque  •>'>  m' 
est,  par  hypothèse,  l’exposant  de  la  plus  faible  puissance  de  a à laquelle 
corres[)onde  le  reste  i . 

Il  est  clair  que,  le  diviseur  étant  toujours  p,  et''^'  donne  le  mémo 
reste  que  a,  ef*^  le  même  reste  que  a’, ....  En  d’autres  termes,  la  série 
des  restes  est  périoeiiqüe. 

En  se  reportant  à ce  qui  précède  (6),  on  peut  ajouter  que,  puisque  et 
donne  i pour  reste  comme  et" , v est  en  général  un  multiple  de  e'. 


8.  TnÉORÈHK  DE  Wilson.  Si  p est  un  nombre  premier,  ta  soqtme 
\ .9..Z.  ..(p  — l)  -t-  I rst  elivisiblf  peir  p. 

Je  considère  la  suite 


I,  2,  3,...,  (/>— i). 

Je  prends  un  nombre  quelconque  et  dans  cette  suite,  et  j’en  forme  les 
multiples^  , 

• fl,  2fl,  3a,...,  (p  — i)a. 


Si  l’on  divise  ces  multiples  par  p,  tous  les  restes  obtenus  seront  différ 
rents,  et  l’un  d’eux  sera  égal  à i (4).  Supposons  qu’on  ait 

X a = mult./>  -1-  I. 

En  général,  X et  a seront  différeras.  Si  l’on  suppose  X = a,  il  vient 

fl’=mult. ! ou  (fl-t-i)(fl— i)  = mult. />. 

p,  plus  grand  que  a,  doit  donc  diviser  a + i ou  a — i,  c’est-à-dire 
qu’on  aura  a — i = o pu  a = i , ou  bien  a4-i=/>ou  a = />— i. 

Maintenant,  pour  totue  ttture  valeur  de  a,  on  aura  une  valeur  corres- 
pondante et  inégale  de  X,  qui  satisfera  à la  relation 

Xa  =r  mull./j-t-  I.  . 


Mais  si  l’on  substitue  à a [qui  est  un  terme  quelconque  de  la  série 
2 . 3 . 4 . . . ( ’ a),  puisque  nous  écartons  les  valeurs  i et  ( — i ) ] celte 

valeur  de  X,  a prendra  nécessairement  la  place  du  multiplicateur  X.  Il  en 
résulte  que  les  termes -de  la  suite  2.3.4. ..(/j  — a)  peuvent  être  réunis 
deiLt  il  eleux,  de  manière  que  les  produits  obtenus,  divisés  par  p,  don- 
nent I pour  n-sle.  En  multipliant  membre  à membre  toutes  les  égalités 
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représentatives  de  ces  divisions,  on  arrivera  donc  linalement  à 
2 . 3 . 4 — 2 ) = mult.  P + \ . 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  celte  dernière  égalité  par  p — \ , 
il  vient 

a.3.4...(/>— i)  = mult./>— I ou  i .2.3.4. . — + 1 = mult./?. 

Si  P n’était  pas  premier,  ses  diviseurs  se  retrouveraient  nécessairement 
dans  la  suite  i.2.3...(/>  — i),  et  ne  pourraient  diviser  celte  même  suite 
augmentée  de  i.  Il  en  serait  donc  de  même  de  p. 

Caractères  de  divisibilité. 

9.  Soit  N un  nombre  entier  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 
Partageons  ce  nombre  en  tranches  de  m chiflres  à partir  de  la  droite  et 
en  remontant  vers  la  gauche,  de  sorte  que  la  dernière  tranche  à gauche 
pourra  avoir  moins  de  m chiffres.  Désignons  par  A,  B,  C,  D,...  les 
valeurs  absolues  des  tranches  obtenues.  On  pourra  évidemment  écrire  N 
des  trois  manières  suivantes  ; 

N = «"  [ . . .4- Da»"-t- Cn" 4- B]  + A, 

N = . . .-4“ D — I ) -f~ C {a^ — i)  4“ B (rè" — i)  4-  [.A  -4"  B 4-C 4*  D 4”.  * . J , 

N = .,.4-ü{n“4-i)4C(a”*-i)4-B(fl”4-i) 

4-{(A4-C4-.  .". ) — (B4-D4-.. .)]. 

L’examen  de  ces  différentes  formes  conduit  à trois  théorèmes  généraux 
dont  nous  n’avons  vu  que  des  applications  particulières  en  Arithmétique, 
et  que  nous  allons  énoncer  successivement. 

10.  Premièbb  forme.  Tout  diviseur  de  oT  divise  un  multiple  de  oT. 
Donc,  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  un  diviseur  quelconque  de  la 

puissance  de  la  base  du  système  de  numération  adopté,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  dernière  tranche  de  m chiffres  sur  la  droite  admette  ce 
diviseur. 

Deuxième  forme.  On  sait  d’une  manière  générale  que  cT‘—  i est  di- 
visible par  d"  — i,  X étant  un  entier  positif  quelconque  [^élg.  clém.,  38, 
5°).  Par  suite,  pour  qd un  nombre  soit  divisible  par  un  diviseur  de  la 
puissance  de  la  hase,  diminuée  de  i , il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  des  nombres  obtenus  en  partageant  le  nombre  proposé  en  tranches 
de  m chiffres,  admette  ce  diviseur. 

Troisième  forme.  Enfin,  o~4-i  est  divisible  par/i"4-i  quand  x est 
impair;  cT*  — i est  divisible  par  fl“4-  1 quand  x est  pair  (Alg.  élém., 
38,  5°).  Donc,  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  un  diviseur  de  la 
mf^  puissance  de  la  base,  augmentée  de  1,  il  faut  et  il  suffit,  ce  nombre 
ayant  été  partagé,  comme  notu  Pavont  dit,  en  tranches  de  m chiffres,  que 
t excès  de  la  somme  des  tranches  de  rang  impair  sur  la  somme  des 
tranches  de  rang  pair,  admette  le  diviseur  considéré. 

11.  Pour  les  nombres  premiers  avec  la  base,  il  faudra  chercher  quelle 
est  la  plus  petite  puissance  de  cette  base  qui  conduit  au  reste  1 (7). 

Si  l’on  opère  dans  le  système  décimal,  on  trouvera,  par  exemple,  que 
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quo  lo’,  divisé  (>ar  ii,  donno  [tour  roslu  i,  ut  l'on  en  déduira  une  nou- 
velle marche  pour  arriver  au  reste  d’une  division  par  ii.  Cette  marche 
consistera  à partager  le  nombre  donné  en  tranches  de  deux  chiffres,  et  à 
voir  si  la  nomme  de  ces  tranches  (à  laquelle  on  pourra  faire  subir  la 
même  décomposition)  est  divisible  par  ii. 

On  pourra  employer  une  méthode  analogue  relativement  aux  diviseurs 
7,  i3,  37;  mais  il  n’y  a ici  d’important  à remarquer  quo  la  loi  générale. 


CHAPITRE  II. 


PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 


ii.  Une  quantité  entière  est  une  quantité  qui  ne  renferme  ni  dénomi- 
nateurs, ni  radicaux. 

Une  quantité  première  est,  en  algèbre  comme  en  arithmétique,  une 
quantité  qui  n’est  divisible  que  par  elle-même  et  par  l’unité. 

Doux  quantités  sont  premières  entre  elles,  lorsqu’elles  n'admettent 
d’autre  diviseur  commun  que  l'unité. 

Une  quantité  entière  qui  n’est  pas  première,  est  un  produit  de  facteurs 
premiers. 

Toute  la  théorie  des  quantités  premières  algébriquement  repose  sur  la 
proi>osition  suivante,  qui  a été  établie  pour  la  première  fois  par  M.  Le- 
fébure  de  Fourry  { voir  ses  Leçons  (T Algèbre). 

13.  Toute  (piantitè  première  P (jui  divise  le  produit  de  deux  quantités 
entiè-res  A et  B,  doit  diviser  f une  (Pelles. 

Nous  supposerons  d’abord  que  les  quantités  données  ne  contiennent 
pas  plus  d’une  lettre. 

1“  A est  fonction  de  la  lettre  principale  x,  B rt  P sont  des  nombres. 

Je  dis  que  si  P qui  divise  AB  ne  divise  pas  B,  il  divisera  A.  Soit 
A = axf'-ybxl'-y a,  b,...,  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  né- 

gatifs; n,.. . , sont  entiers  et  positifs.  On  aura 

AB  = Bfl.r"  -I-  Bix" -I-  . . . . 

P (h'vra  diviser  le  second  membre  de  celte  égalité  et,  par  suite,  tous  les 
coefficients  B/?,  hb, . ..  [Alg.  élém.,  ’iH.Nota).  Si  P est  premier  avecB, 
il  divisera  donc  chacun  des  coefficients  n,  b,...,  c'est-à-dire  il  di- 
visera A. 

2"  A et  B sont  fonctions  de  x,  P est  un  nombre. 

.Admellons  pour  un  instant  que  P divisant  AB,  ne  divise  ni  A ni  B. 
Soient  A'  l’ensemble  des  termes  de  A dont  les  coefficients  sont  multiples 
de  P,  et  A'  l’ensemble  des  autres  termes.  Décomposons  de  même  B en 
deux  [larties  B'  cl  B".  On  aura 

AB  = ( A’  4-  A")  ( B' -f-  U”)  = A’B’  + A"B'  + A-B'  -f-  A'B'. 

Les  trous  premières  parties  du  second  membre  étant  divisibles  par  P, 
la  quatrième  A'B"  doit  l’être.  Beprésentons  par  «j*  et  bx^  les  termes  de 
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A*  el  de  B"  du  degré  le  plus  élevé  par  rapport  à x.  Le  premier  terme  du 

produit  A’B’  sera  nécessairement  P devrait  donc  diviser  «i; 

mais  P ne  divisant  par  hypothèse  aucun  des  coefficients  des  termes  qui 
composent  A'  et  B",  est  premier  avec  a et  avec  h el,  par  suite,  avec  ab. 
Donc,  si  P ne  divise  ni  A ni  B,  il  ne  peut  pas  diviser  AB. 

3°  A et  P sont  fonctions  de  x,  B est  un  nombre. 

Si  P divise  AB,  soit  Q le  quotient  entier  de  cette  division.  On  aura 

,AB  = PQ. 

Décomposons  le  nombre  B en  scs  facteurs  premiers.  Les  facteurs  pre- 
miers de  B devront  diviser  lo  produit  PQ-  Or  P est  une  quantité  pre- 
mière fonction  de  x,  c’est-à-dire  n’est  divisible  par,  aucun  nombre. 
Donc  (a“)  tous  les  facteurs  premiers  de  B devront  diviser  successive- 
ment Q el  les  quotients  trouvés  en  opérant  ses  divisions.  On  finira  donc 
par  arriver  à 

A = Py, 


en  désignant  par  q le  dernier  quotient  obtenu  ; ce  qui  prouve  que,  dans 
lo  cas  considéré,  A est  un  multiple  de  P. 

4°  A,  B,  P,  sont  fonctions  de  x. 

P divisant  AB,  sans  diviser  A,  je  dis  qu’il  divisera  B.  Si  A est  d’un  degré 
plus  élevé  en  .r,  divisons  A par  P.  Dans  lo  cas  contraire,  on  diviserait  P 
par  A,  la  suite  des  raisonnements  resterait  la  mémo.  11  peut  arriver 
qu’avant  do  parvenir  au  reste  de  l'opération,  on  soit  obligé  d’employer 
des  coefficients  fractionnaires.  Désignons  par  M lo  dénominateur  commun 
de  tous  les  termes  du  quotient  Q et  du  reste  B.  On  pourra  écrire 

(i)  = MA  = Pg-|-B. 


On  peut  donc  éviter  les  coefficients  fractionnaires,  en  multipliant  d’avance 
le  dividende  par  M.  R no  peut  pas  être  nul,  car  P diviserait  alors  MA, 
c’est-à-diro  A (3"). 

Multiplions  les  deux  membres  de  l’égalité  (i)  par  B,  puis  divisons-les 
par  P.  Il  viendra 


M.^  =B0  + !5r’ 


AB  étant  divisible  par  P,  RB  le  sera.  Supposons  que  H ne  soit  pas  un 
nombre  el  divisons  P par  R.  Soit  M'  le  multiplicateur  à employer  pour 
éviter  les  coefficients  fractionnaires.  U viendra 


(a)  M'P=RQ'+R'. 

Le  reste  R'  no  pourra  pas  être  nul;  sans  quoi,  P divisible  par  R (3“)  ne 
serait  plus  une  quantité  première.  Multiplions  par  B les  deux  membresdo 
l’égalité  (a),  puis  divisons-les  iiar  P.  Il  viendra 


M’B  = ^Q'-t-0, 


RB  étant  divisible  par  P,  R' B le  sera. 

On  poursuivra  le  calcul  de  la  même  manière,  en  divisant  I’  par  R'.  On 
obtiendra  donc  une  série  de  restes  R,  R',  R" dont  le  degré  |>ar  rap- 


Digitized  by  Google 


4aa  COMPLÉME^T  d'algèbre. 

porl  à X ira  toujours  en  diminuant  et  dont  aucun  ne  pourra  être  nul.  On 
paniendra  ainsi  forcément  à un  reste  numèriqtw  r,  et  le  produit  rB, 

comme  tous  les  produits  précédents  RB,  R'B,  R'B sera  divisible 

par  P.  Dès  lors  ( 3”),  B sera  multiple  de  P. 

14.  De  même  que  les  démonstrations  précédentes  s’appuient  sur  le 
théorème  d'arithmétique  correspondant  (jirithm.,  407),  de  même  les  cas 
où  A,  B,  P,  ne  renferment  qu’une  seule  lettre,  serviront  à prouver  la 
proposition  générale  énoncée,  lorsque  ces  quantités  pourront  contenir 
deux  lettres  au  plus.  Du  cas  de  deux  leIRes  on  pourra  ensuite  s’élever 
au  cas  de  trois  lettres,  etc.  On  doit  donc  regarder  comme  établi  le  théo- 
rème fondamental  qu'on  voulait  démontrer. 

Tous  les  théorèmes  qui  découlent  en  arithmétique  du  théorème  corres- 
pondant (108, 109, 110),  sont  donc  vrais  algébriquement.  En  particulier, 
la  décomposition  d'une  quantité  entière  en  facteurs  premiers  ne  peut  avoir 
Heu  que  efune  scide  manière. 

Supposons  que  les  produits  de  facteurs  premiers  ABCD. . . et  ahed. . . 
soient  identiques.  On  aura 

ABCD. . . = abcd . . . 

a,  facteur  premier,  devra  diviser  ABCD. . . Mais  A,  B, . . . , étant  des  fac- 
teurs premiers,  si  a n’est^égal  à aucun  d’entre  eux,  la  division  ne  sera 
pas  possible.  En  effet,  a ne  divisant  ni  A ni  B,  ne  pourra  pas  diviser  AB; 
ne  divisant  ni  AB  ni  C,  il  ne  pourra  pas  diviser  ABC,  etc.  On  voit  que  la 
démonstration  est  identique  à celle  donnée  en  Arithmétique  (113). 

15.  Nous  avons  déjà  dit  [,dlg.  étèm.,  40)  que,  pour  réduire  un  rap- 
port algébrique  à sa  plus  simple  expression,  il  fallait  rendre  ses  deux 
termes  premiers  entre  eux.  Pour  y arriver,  lors<pie  les  termes  du  rapport 
sont  des  polynômes,  il  faut  exécuter  une  série  d’opérations  analogues  à 
celles  qui  conduisent  au  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 

X 

Nous  considérerons  les  termes  du  rapport  proposé  -g-  comme  des  poly- 
nômes entiers  et  rationnels,  et  nous  dirons  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  deux  polynômes  A et  B est  une  expression  qui  les  divise  exacte- 
ment tous  les  deux,  de  manière  que  les  quotients  obtenus  soient  premiers 
entre  eux;  ce  qui  revient  à définir  ce  plus  grand  commun  diviseur  : le 
pnuliùt  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  aux  deux  polynômes,  ces 
facteurs  pouvant  être  numériques,  monômes  ou  polynômes. 

IC.  Si  B divise  exactement  A,  B sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherche. 

Si  B ne  divise  pas  A,  le  plus  grand  rommiin  diviseur  entre  A et  B sera 
le  même  que  celui  qui  existe  entre  B et  R,  reste  delà  division  effectuée. 

Soient 

A=  BO  + R, 

et  D un  diviMMuquelconque  de  .A  et  de  B.  On  aura 
A =-  MD  el  B = ND. 

Il  \lendra  donc 

. M H)  f g, 
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égaliUS  qui  exige  que  R soit  de  la  forme  PD;  d’où  ^ 

M = NQ+P. 

Si  D est  maintenant  le  plus  grand  rommun  diviseur  cherché,  M et  N 
seront  premiers  entre  eux;  il  faudra  donc  que  les  quotients  N et  P soient 
aussi  premiers  entre  eux.  Et  dès  lors,  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  A et  B sera  le  même  qu’entre  B et  R (15). 

17.  On  peut,  sans  changer  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B, 
multiplier  ou  diviser  A,  par  exemple,  par  une  quantité  entière  quelcon- 
que, pourvu  que  cette  qiuintité  soit  première  avec  B.  En  effet,  op  no  mo- 
difie |>as  ainsi  les  facteurs  premiers  communs  à A et  à B,  qui  seuls  cdm- 
(H)scnt  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  C'est  en  s'appuyant  sur 
cette  rcmarqu»  qu’on  pourra  éviter,  dans  le  courant  des  o|^ratiuns  à 
effectuer,  les  coefÊcients  fractionnaires  ; condition  essentielle  pour  l’exac- 
titude du  raisonnement  présenté  au  n”  16. 

18.  Exposons  à présent  la  recherche  pratique  du  plus  grand  commun 
diviseur. 

Soit  à réduire  à sa  plus  simple  expression  la  fraction 

— 17J’ -I- 8x-+- 4 
lox*  — 1 1 X*  -t-  ax“  -I-  7X,—  -1 

Nous  chercherons  d’ahord  si  les  polynémes  proposés  qui  ne  contien- 
nent qu’«/ic  lettre  admettent  un  plus  grand  commun  diviseur  monéme. 
S’il  en  est  ainsi,  on  les  divisera  par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  cl 
l’on  mettra  à part  le  facteur  supprimé  pour  le  joindre,  à la  fin  do  l’opéra- 
tion, au  plus  grand  commun  diviseur  polynôme.  Dans  l’exemple  propo^, 
il  n’existe  pas  do  plus  grand  commun  diviseur  monôme,  et  nous  applique- 
rons immédiatement  la  méthode  indiquée  (16)  en  divisant  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  par  son  numérateur. 

' PSEMIÈRE  DIVISION. 

iox‘  — Iix’-J-  ax’+  7.T—  a I i4j^  — I7J^’-I- 8x-+-4 
70X'  — 77jJ-(-  i4x’-t-  49X— 14  I 5x -t-4 
-+-85x’—  4ox’ — aox 

— — ^ , 

+ 8xr‘ — a6x’-t-  agx — i4 

56x* — i8ax^-f-ao3x  — 98  < ’ 

• -f'  68x* — 3ax — 16 

— i^x^-^- 171X — 114 

— ax*-t-  3x—  a ! 

DEUXIÈME  DIVISION.  < 

i4at’ — i7x’ -I-  8x-t-4  I — ax*-H3x  — a 
-I-  aix*  — i4x  I — 7x  — a 
-I-  4-r*—  6x-+-4 
-l-  6x  — 4 

O 

L«  premier  terme  du  dividende  n'étant  pas  divfeibic  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  on  multipliera  immédiatement  tout  le  dividende  par  7 
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pour  éviter  les  coeffirients  fractionnaires  (i7).  Do  môme,  le  premier  reste 
devrti  aussi  être  multiplié  par  7.  Enfin,  le  dernier  reste  do  la  première 
division  présente  le  facteur  commun  57,  qu’on  aura  soin  de  supprimer. 
La  seconde  division  s’effectue  sans  l'emploi  ou  la  suppression  d'aucun 
facteur,  et  comme  on  arrive  à un  reste  nul,  — a.r’-(-3x  — 2 est  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché.  I.a  fraction  proposée  réduite  à sa  plus 
simple  expression  est  alors 

7^'  + a _ 

5 + 2x  — I 

19.  Si  l'on  a plus  de  deux  polynômes  contenant  une  seule  lettre,  on 
suivra  la  môme  marche  qu'en  arithmétique  {Arithm.,  98,  Note), 

20.  Passons  au  cas  où  les  deux  polynômes  considérés  A et  B contien- 
draient deux  lettres,  x et  r par  exemple.  On  les  ordonnera  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x.  On  cherchera  le  plus  grand  commun 
diviseur  d des  coefficients  de  A,  qui  seront  des  polynômes  en  y,  et  de 
même  le  plus  grand  commun  diviseur  r/,,  des  coefficients  de  B;  de  sorte 
qu’on  pourra  écrire 

A = d\',  B=^/,B’. 

On  cherchera  à part  le  plus  grand  commun  diviseur  9 des  polynômes 
d et  d,  qui  renferment  seulement  / (19);  puis,  le  plus  grand  commun  di- 
viseur D des  polynômes  A'  et  B'  qui  renferment  x et  /.  On  pourra  évi- 
demment traiter  les  coefficients  en  / de  ces  polynômes,  toujours  ordon- 
nés par  rapport  à x,  comme  on  a traité  dans  l’exemple  précédent  les 
coefficients  numériques;  car  les  polynômes  A'  et  B'  ne  présentent  plus 
aucün  facteur  commun  en  /.  I,e  plus  grand  commun  diviseur  cherché 
sera  égal  au  produit  3 D. 

21.  Soit  à réduire  à sa  plus  simple  expression  la  fraction 

45  v.r’  -4-  3/’x’  — 97"’ .X  G/* 

Les  deux  polynômes  considérés  admettent  ici  3/  comme  facteur  com- 
mun monôme  : on  commencera  donc  par  supprimer  ce  facteur.  11  res- 
tera d’une  part 

i5x^4-7'x’  — 37"^x  a/’  et,  de  l'autre,  i8x’  — 

On  supprimera  le  facteur  2 commun  aux  termes  du  diviseur  qui  devien- 
dra gx’  — 47"’.  Dans  cet  exemple,  on  a 

d = 3/,  d^  = 67',  3 = 3/. 

Il  reste  à chercher  le  plus  grand  cemmun  diviseur  des  polynômes 

A'=  i5x’-)-/x’— 37’x-i-27'’,  B’  = 9x’— 4/’. 

On  effectuera  les  diviaions  successives  en  prenant  les  précautions  déjà 
indiquées. 
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i5x’-|-  3^-’x  + a>-’  I 9-^^  — 4.>~ 

45x^  + 3/x’—  g/’x-l-Cj^  | 5x-|-  r 
-|-ao_j^x 

-)-3j>-x’+  ii/’x 
gjx'H- 33/*x+ 

• ■ 4-  4/ 

33r’x  + aay 
3 X + %y 

DEUXIÈME  DIVISION. 

gx’-4/'  3x  + a;r 
— 6xj  3x  — %y 

±4? 

O 

On  doit  diviser  lo  dernier  reste  do  la  première  division  par  1 1 do 
sorte  que  le  nouveau  diviseur  i employer  est  3x+  a/.  Comme  ce  nou- 
veau diviseur  correspond  à un  reste  nul,  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché  est  3j(  3x  -i-  aj ) ou  gjx  4-  67’,  et  la  fraction  proposée  a pour 
plus  simple  expression 

5x»-3/x-|-j» 

6x  — 

On  voit  sans  peine  quelle  marche  il  faudrait  suivre  dans  le  cas  où 
les  polynômes  proposés  renferrooraient  plus  de  deux  lettres. 


CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


Définitions.  . 

23.  S’il  s’agit  do  trouver  une  valeur  approchée  d’un  nombre  N,  le  plus 
simple  sera  d’indiquer  sa  partie  entière  a.  On  pourra  alors  écrire,  en  Sup;- 
posant  y plus  grand  que  i , 

N = a+  -• 

r 

Qn  pourra  évaluer  la  partie  entière  ô de  7 et  poser 

y=/>  + -i 

en  supposant  z plus  grand  que  i.  On  pourra  de  même,  e étant  la  partie 
entière  de  z et  u étant  une  quantité  plus  grande  que  i , poser 


d étant  la  partie  entière  de  « cl  c représentant  une  quantité  plus  grande 
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U — d-\ 

En  remplaçant,  dans  l’expression  do  N,  y,  z,  h,  par  leurs  valeurs,  il 
viendra 

(.)  . N = «+ !— 


c + 


d+-, 


et  l’on  pourra  continuer  ainsi  jusqu’à  ce  que  l’un  des  nombres  y,  s, 
II,  i>, . . . , se  trouve  entier.  On  dira  alors  qu’on  a obtenu  le  développement 
exact  de  N en  fraction  continue. 

Si  l’opération  indiquée  se  poursuit  sans  amener  aucun  résultat  entier, 
l’égalité  (i)  reste  toujours  exacte.  Mais  si  l’on  néglige  l’une  des  fractions 

successivement  obtenues,  - t cette  égalité  devient  a/w/t»xi- 

y Z U V 

niatice,  et  l’on  obtient  pour  N une  série  de  valeurs  approchées  qu'on 
appelle  des  réduites.  Les  nombres  b,  c,d,. . .,  qui  sont  les  parties  entières 
des  dénominateurs  successifs /,  z,  u,...,  sont  des  quotients  incomplets, 
tandis  que  ces  dénominateurs  y,  z,u,. . .,  sont  des  quotients  complets.  On 

I I I 

1 - ) -J?  • 

c d 


dit  encore  que  les  fractions  ^ 


sont  des  fractions  intégrantes. 


24.  Tout  nombre,  contmensurable  correspond  h une  fraction  continue 
limitée,  toute  fraction  continue  limitée  représente  un  nombre  commen- 
siirable. 


Soit  un  nombre  commensurablo  Je  divise  A par  B : soient  a le 
quotient  et  r le  reste.  On  aura 


Je  divise  B par  r : soient  b le  quotient  et  r'  le  reste.  On  aura 


On  sera  donc  conduit  a diviser  r par  r',  et  l’on  voit  sans  peine  que  les 
opérations  à effectuer  sont  préci.sément  celles  qu’on  doit  faire  pour  cher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  entiers  A et  B.  Par  suite, 
on  arrivera  à un  reste  nul,  c’est-à-dire  que  le  nombre  des  termes  de  la 
fraction  continue  cherchée  est  nécessairement  limité. 

Les  quotients  fournis  par  l’opération  du  plus  grand  commun  diviseur 
sont  les  différents  quotients  incomplets  b,  c,  d,...,  et  les  fractions  inté- 
grantes sont  alors  les  inverses  de  ces  quotients  ou  

l.a  réciproque  do  cette  proposition  est  évidente.  Par  conséquent,  tout 
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nombre  incommensurable  donne  lieu  à une  fraction  continue  indéfiniment 
prolongée.  Nous  en  verrons  plus  loin  un  exemple. 

S.’S.  Les  réduites  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que 
la  fraction  continue  : les  réduites  de  rang  impair  sont  moindres,  les  ré- 
duites de  rang  pair  sont  plus  grandes.  ^ 

La  première  réduite  est  a et,  comme  oa  néglige  la  partie  fraction- 
naire elle  est  moindre  que  N.  La  seconde  réduite  est  a + et  comme 

b est  moindre  que  y,  j l’emporte  sur  j , c’est-i-dire  que  la  seconde  réduite 

est  plus  grande  que  N.  La  troisième  réduite  est  <j  -I ! — i et  comme - 

c 

est  plus  grand  que  ^ ^ est  plus  grand  que/,  et  la  troisième  réduite 

est  moindre  que  N.  Le  même  raisonnement  se  poursuit  indéfiniment. 

H en  résulte  que  chaque  réduite  est  comprise  entre  les  deux  précédentes. 
En  effet,  une  réduite  quelconque  représente  elle-même  une  fraction  con- 
tinue dont  la  valeur,  d’après  ce  qu’on  vient  de  dire,  tombe  entre  deux 
réduites  précédentes  consécutives.  ; 

Par  conséquent,  si  l’on  s’arrête  à une  réduite  de  rang  pair,  comme  elle 
est  plus  grande  que  la  réduite  précédente  de  rang  impair,  elle  est  plus 
petite  que  la  réduite  précédente  de  rang  pair.  Donc,  les  réduites  de  rang 
pair  vont  en  diminuant.  Si  l’on  s’arrête  à une  réduite  de  rang  impair, 
comme  elle  est  plus  petite  que  la  réduite  précédente  de  rang  pair,  elle  est 
plus  grande  que  la  réduite  précédente  de  rang  impair.  Donc,  les  réduites 
de  rang  impair  vont  en  augmentant.  Et  alors,  à mesure  qu’on  avance, 
l’intervalle  entre  deux  réduites  consécutives  allant  se  resserrant,  on  ap- 
proche de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

Loi  de  formation  des  rédnites. 


26.  Soit 


X ~ a -t~ 


h +■ 


rf-l-.... 


Un  a,  (lour  les  quatre  premières  réduites. 


a 

rt  = -1 


« t- 


1 ah K 

J,-  S~  ’ 

I abc  -I-  c -f-  « 


ê-4- 


l,  + . 


I éc  -4-  I 


ahrd  -f-  ed  -)-  ad  -I-  nb  i 
ind-ydyb 


'"^7i 
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On  voit  que,  pour  ces  quatre  réduites,  la  troisième  et  la  quatrième 
s’obtiennent  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  réduite  précédente  par 
le  quotient  incomplet  auquel  on  s’arrête,  et  en  ajoutant  terme  à terme  le 
résultat  obtenu  et  la  réduite  qui  précède  de  deux  rangs.  Il  faut  faire  voir 
que  cette  loi  est  générale. 

Soient  trois  réduites  consécutives ^ ^ lesquelles  la  loi  se 

trouve  vériGée.  Soit /le  dernier  quotient  incomplet  employé.  On  aura,  par 
hypothèse,  ■ 

R 0/+  P 
R'“  Q7-(-P'' 

' Mais  si  l’on  avait  voulu  passer  immédiatement  de  la  réduite  ^ à la  réduite 
S R 

^ qui  suit  la  réduite.^,,  il  aurait  fallu,  m étant  le  quotient  incom- 
O K 

1^ 

plot  qui  vient  après  /,  remplacer  dans  le  calcul  qui  donne  / par 

/ + — • On  aura  donc 
m 


c’est-à-dire 


_iQl+P)»,  + Q 


(Q'/- 


0' 


S' 


R WJ  -I-  Q 
' R'w-4-0'’ 


résultat  conforme  à la  loi  supposée. 

27.  Remarque.  On  peut  remplacer  m par  le  quotient  complot  corres- 
pondant que  nous  désignerons  par  / ; et  l’on  obtiendra  alors  cette  expres- 
sion de  la  valeur  de  la  fraction  continue 

. y R / -1-  Q 

r7+ô'’ 


Propriétés  des  réduites. 


28.  La  (UJfércnce  de  deux  réduites  consécutives  est  représentée  /mr 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  le  dénominateur,  le  pro- 
duit des  dénominateurs  des  réduites  considérées. 

P O R 

Soient  toujours  p>  —,  trois  réduites  consécutives,  et 


R _ Q/4-P 
R'  “ Q7-1-P'’ 

On  aura 

Q P QP'_PQ' 

0'  P ~ P'O'  ’ 

on  même  tem[)S  que 


R 0_0/-4-P  0_  PQ'-OP'  _ 1\»-0P 

R’  0'  0'/ ^ P'  0 0'(0'M  P ) ■ O'R' 
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Au  signe  près,  les  deux  difTérunccs  obtenues  ont  inènie  numérateur;  ut, 
comme  il  s’agit  de  trois  réduites  consécutives  quelconques,  on  peut  dire 
alors  que  le  numérateur  de  la  différence  do  deux  réduites  consécutives 
quelconques  est  constant.  Pour  trouver  la  valeur  de  ce  numérateur,  on 
considérera  les  deux  premières  réduites  qui  donnent 


ab  -1-  I 


a 
I ' 


Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

On  voit  par  là  que,  les  dénominateurs  des  réduites  formant  comme  leurs 
numérateurs  une  suite  indéfiniment  croissante,  et  deux  réduites  consécu* 
tives  comprenant  la  valeur  de  la  fraction  continue,  on  pourra  approcher  do 
cette  valeur  autant  qu’on  voudra.  De  plus.  Veneur  commise  en  ^arrêtant 
à un  certain  quotient  incomplet  est  toujours  moindre  que  Funité  divisée 
par  le  produit  des  dénominateurs  des  deux  dernières  réduites  considérées. 

29.  Remarque.  Soit  la  quantité  X exprimée  en  fraction  continue.  Re. 
présentons  les  réduites  successives 


rons  (28), 


B 

D' 


A 

A' 


rïï’ 


G 


B' 


B'C” 


D 

Ü' 


C 

C' 


C'D'’ 


ü V 

Si  nous  désignons  par  la  dernière  réduite  considérée  et  par  la 

précédente,  nous  aurons  de  même 

U _ V _ ^ 

U'  F “ VU  ■ 

Ajoutons  membre  à membre  toutes  les  égalités  posées,  et  simplifions.  Il 
restera  évidemment 


U 

w 


A' 


I 


I 

Fïï' 


C'D' 


± I 

vTr' 


Nous  aurons  ainsi  le  développement  de  la  valeur  exacte  de  X quand 

sera  la  dernière  réduite,  et  une  expression  approchée  de  X quand  il  s’a- 
gira d’un  nombre  incommensurable. 

30.  Les  réduites  sont  des  fractions  irréductibles. 

En  effet,  puisqu’on  a d’une  manière  générale  (28) 

PQ'  - QP'=  ± 1, 

il  ne  peut  exister  entre  P et  P'  aucun  facteur  commun,  non  plus  qu’entre 
Q et  0'.  Il  ne  peut  môme  en  exister  aucun  entre  P et  Q ou  entre  P'  et  Q'. 

31 . De  deux  réduites  consécutives,  la  plus  avancée  est  celle  qui  ap- 
proche le  plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

OR 

Comparons  à chacune  des  réduites  ÿD  la  valeur  X de  la  fraction 
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continue  (27) 

. Nous  aurons 

R/ -1-0  0 RQ'<-0R'r 

R'/ 4-0'  0'  ■ O'(R'^-I-O')’ 

Rr-i-0  R OR' -RO' 

R'/ 4-0'  R' “ R'(Tl'/ 4-0  ) 

Mais  on  a (28 

) 

rO'-OR’  = ±'.  0R'-R0'  = », 

d’où 

X- 

0 ± r V R =p  I 

0' ~ 0'(R'^4-0')'  R'  R'(R’r-hO') 

Les  deux  résultats  obtenus  sont  de  sif^es  contraires,  et  t étant  au 
moins  égal  à i en  mémo  temps  que  Q'  est  < R',  le  premier  résultat  est 

le  plus  grand  en  valeur  absolue.  ^ approche  donc  plus  de  X que  ^ . 


32.  Il  est  bon  de  remarquer  que,  le  quotient  complet  t étant  compris 
entre  m et  m + 1 , puisque  m dernier  quotient  incomplet  considéré , re- 
présente la  partie  entière  de  r;  on  a en  valeur  absolue 

^ R ' y > 

R'  ' R'(R'"»4-Q')  ^ R'^^R^ 

et 

V R V ï'  * 

' R'^  R'(R'm  + R -1-ü')  R' ^ R'IR'  + S ) ' 


ce  qui  donne  deux  limites  simples  de  l’erreur  commise*  en  remplaçant  la 
fraction  continue  par  une  de  ses  réduites. 


33.  Un  nombre  K ne  peut  approcher  plus  qu’une  réduite  — de  la  va- 

K 

leur  X de  ta  fraction  continue,  sans  être  compris  entre  cette  réduite  et 
la  réduite  précédente 

En  effet,  K devra  à plus  forte  raison  approcher  plus  que  ^ ( 31  ) de  la 

valeur  de  la  fraction,  cl  dès  lors,  puisque  X tombe  entre  et  ^ (28), 
il  faudra  que  K tombe  entre  ces  mômes  réduites. 

34.  Une  réduite  quelconque  approche  plus  de  la  fraction  continue  que 
toute  autre  fraction  dont  les  termes  seraient  plia  simples. 

C R 

Soit  g une  fraction  qui  approche  plus  de  X que  la  réduite  jp*  Il  fau- 


R' 


G OR 

dra,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  que  p tombe  entre  ^ et  La  dif- 

l)  O K * 

G Q- 

férence  ÿ — ^ doit  donc  être  moindre  en  valeur  absolue  que  la  diffê- 
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5.  _ Q 

R'  y 


Mais  on  a 


C ' 0 CQ'  - DQ  R 0 ± I 

D 0“  ÜQ'  “ R'  0'~Q'R'‘ 


Et  comme  la  première  différence  a un  numérateur  au  moins  égal  à i , 
elle  ne  peut  être  la  plus  petite  que  si  le  dénominateur  D l'emporte  sur  R'. 
Il'  reste  à prouver  que  C doit  être  aussi  plus  grand  que  R. 


D C , , R . 0 D , 

Puisque  g est  compris  entre  gi  ^ ’ g 


R*  0' 

sera  entre  -f-  et  ^ • On  a 


D 0'  DO  - CQ'  .R’  0'  _ 1 

C Q " cy  R y ~ RO  ■ 

La  première  expression  ne  peut  donc  être  moindre  que  la  seconde,  que 
si  C est  supérieur  à R. 

Cette  dernière  propriété  met  dans  tout  son  jour  l’avantage  que  pré- 
sente la  réduction  des  nombres  en  fraction  continue.  Des  réduites  consé- 
cutives donnent  une  série  do  valeurs,  de  plus  en  plus  approchées,  qui, 
eu  égard  au  degré  d’approximation  obtenu,  sont  exprimées  le  plus  sim- 
plement possible. 


Applications. 


«39a 


35.  1“  Remplacer  par  des  fractions  approchées  aussi  simples  que 
possible. 

En  appliquant  le  procédé  indiqué  (24),  on  trouve 


i3ga 
3Si4  ' 


a -I- 


I -f-- 


Les  réduites  successives  sont 


I 5 6 3g 

3 I r 1 3 63 

On  peut  remarquer,  et  c’est  une  conséquence  de  ce  qui  précède  (30), 
que  la  dernière  réduite  donne  la  valeur  de  la  fraction  proposée  ramenée 

g 

à sa  plus  simple  expression,  réduite  de  rang  pair,  est  plus  grande 

que  la  fraction  donnée.  L'erreur  commise  en  la  prenant  à la  place  de 

cette  fraction  est  moindre  que  , ou  que  2—  • . 

^ i3.63  ^ 819 
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36.  2°  Trouver  des  valeurs  approchées  aussi  simples  que  jjossihle  île 
La  partie  entière  do  ^7  est  a.  On  peut  donc  poser 

d’où 

Multiplions  haut  et  bas  par  v/ÿ  + a [Alg.élém.,  178),  il  viendra 

4/7  + 2 

-"=-3— 


4/7  tombant  entre  2 et  3, 7^  tombe  entre  i et  2,  et  l’on  peut  écrire 


V^  + 2 , I 


On  en  déduit 


>Tt 


3 3(4/7  + !)  _ 4/7  + 1 


Z tombe  donc  aussi  entre  i et  2,  et  l’on  peut  poser 


i5±i  = .+i, 

a U 


d'où 


_ a _ »(/;  + ■)  _ ^7  + ' 
"-/7-.“  6 - 3 • 


U tombe  encore  entre  1 et  2.  Je  pose 


, _ _ 
3 


d’où 


r-- 

V tombe  entre  4 et  5.  On  jMjut  donc  écrire 


c=  y/7  4-2  = 4 + i, 

d'où 

t est  donc  égal  à j,  et  les  calculs  se  reproduiront  indéfiniment  d’une 
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, manière  périodique.  On  aura 


î-t-' 


I + 


I 4- 


1 -4- 


1 -I- 


I 4- 


4 4-. 


4^^ 


Les  réduites  successives  seront . 

8 


2, 


3Z, 

m’ 


45 


82 


17  3i 


127 
■48  ’ 


Sgo 
223  ' 


Si  l’on  remplace  par  jj-i  l’erreur  commise  est  moindre  que 


37^48 etplusgrandeque^— 

c’est-à-dire  que  ^ est  une  valeur  exaefe^^â  0,001  près. 

Nous  dirons  en  terminant  cct.,é^j^^fepais  sans  démontrer  cette 
proposition,  que  Ui  racine  carfjf^tf^^MÊffSmre  entier  quelconque  non 
can^  parfait  conduit  toujours  à une fl^mwn' continue  périodique.  Seule- 
ment la  période  peut  commencer  plùs  OU  moins  tôt.  . 

/*  • 

37.  3°  Il  semble  évident  que  lorsqu’on  connaît  deux  valeurs  appro- 
chées d’un  nombre,  l’une  par  défait,  l’autre  par  excès,  si  l’on  réduit  ces 
valeurs  en  fraction  continue,  toutes  les  parties  qui  leur  seront  communes 
appartiendront  nécessairement  à l’expression  du  nombre  considéré  en 
fraction  continue.  Il  est  facile  d’ailleurs  de  le  démontrer  comme 41  suit. 
Supposons  que  X tombe  entre  A et  B,  et  qu’on  ait  • 


A = a 4-  ■ 


6.-1- 


c -4-  ■ 


d + 


B = «-t- 


C 4- 


C4-. 


c'-f-. 


A et  B ayant  même  partie  entière  a,  cette  partie  entière  sera  celle  de  X 
qui  tombe  entre  A et  B.  Posons 


A = «4 — > 

y 


B = (7-f--5)  X = <7  4 — • 

y ^ 


Puisque  X tombe  entre  A et  B,  il  faut  que  x tombe  entre  y et^-*,  et 
comme  / et  y ont  la  même  partie  entière  b,  b sera  aussi  la  partie  en- 

VvV '• 
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tière  de  x.  Posons  donc 

r=64-i,  + 

Z Z Je 

t 

On  prouvera  de  même  que  x'  a la  même  partie  entière  c que  z et  z', 
et  en  continuant  le  même  raisonnement,  on  vérifiera  que  le  développe- 
ment de  X commence  comme  il  suit  : 


Nous  pouvons  faire  applic-ation  do  ce  qui  précède  h la  rrrherrhr  tir 
fractions  exprimant  le  nombre  tt  (Géom.,  13S)  aussi  simplement  que 
f/ossible,  eu  égard  au  degré  d'approximation  obtenu. 

ir  est  compris  entre  les  deux  expressions  3,i4>5g2G  et  3,1415927.  Ea 
tes  réduisant  en' fraction  continue,  on  trouve  (38,  i“)  : 


31415926 


= 3- 


31415927  _ 
10000000 


i5  ■ 


i5  ■ 


243- 


354  -f-. 


Uonc,  on  aura  nécessairmnent 

f ’ 

• jr  = 3 


i5- 


I-+-. 


Les  réduites  correspondantes 

, 22  333  355 

7 loO  ii3  ^ 

approcheront  plus  de  w que  toutes  les  fractions  ayant  des  termes  plus 
simples. 


s 
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CHAPITRK  IV. 

ANALYSE  INDÉTERMINÉE  Dl'  PREMIER  DEGRÉ. 


38.  L’analyse  indéterminée  du  premier  degré,  t^ui  est  une  partie  im- 
portante de  la  Théorie  des  nombres,  a pour  but  : Èt<wt  données  m éi/iin- 
tions  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  jmsitifs  ou  négntifs, 
entre  m-\-n  inconnues  x,y,  z, de  ttmA'er  les  solutions  entières  de 
res  équntions,  c'est-à-dire  les  systèmes  de  valeurs  entières,  positives  ou 
négatives,  de  x,  y,  z, ...  , qui  les  vérifient. 

Nous  commencerons  par  considérer  une  seule  équation  à deux  inconnues. 

% 

■ 

Résolution  de  l’équation  ax  4-  by  ==  r en  nombres  entiers. 

39.  Soil  ax-i-by  = c.  On  peut  supprimer  tout  facteur  commun  aux 
coefDcients  a,  b,  c,  sans  altérer  l'équation.  Nous  admettrons  donc  que  les 
nombres  a,  b,  c,  sont  premiers  entre  eux.  Nous  admettrons  de  plus  qu’il 
on  est  de  même  des  nombres  n et  é considérés  simultanément.  Car,  si 
ces  nombres  admettaient  un  facteur  commun  k,  les  valeurs  entières  de  .x 
et  de  .r  rendraient  le  premier  membre  multiple  de  k,  tandis  que  le  second 
membre  ne  peut  l'étre  d’après  notre  première  hypothèse. 

•40.  Ceci  posé,  c’est-à-dire  a et  b étant  premiers  entre  eux,  nous  allons 
prouver  que  /équation  dx  ■+■  by::^,^admet  néeessairemeni  une  solution 
entière.  ^ 

Je  suppose  le  coefficient  1lKxjpqBiâf,vcé  qui  est  permis,  et  je  lire  de 
l'équation  ‘ ^ * 

On  peut  toujours  effectuer  la  division  de  deux  nombres  entiers,  quels  que 
soient  leurs  signes,  de  façon  que  le  reste  de  la  division  soit  positif.  Rem- 
plaçons auccessivement  y,  dans  la  relation  (i),  par  les  valeurs 

O,  I,  a,  3,  ...f[a—  i), 

et  cherchons  les  quotients  correspondants  de  manière  que  le  reste  soit 
toujours  positif.  Je  dis  qu’on  parviendra  ainsi  à une  valeur  entière  poiir.r, 
et  à une  seule.  En  effet,  il  est.  impossible  que  deux  valeur^  fi,  y,  appar- 
tenant à la  série  indiquée,  conduisent  au  même  reste  r.  On  aurait  alors 

c — by  = aq'  -f-  e,  r — by"  = nq’  -4-  r. 
et  l’on  en  déduirait 

a,  premier  avec  h,  diviserait  alors y — .r*;  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu’on a 

y-y'<a. 

Ainsi,  tous  les  restes  qu’on  obtiendra  seront  diflérenls.  Rs  sont  entiers, 
moindres  que  n.  et  l’on  exécute  n divisions  : l’un  d’eux  sera^dnnr  nul. 

a8. 


• 
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Soit  P la  valeur  correspondante  do  y.  On  aura 

jr  = = a ( nombre  entier), 

d’où  . f 

f . ■ * 

et  l’équation  proposée  admet  la  solution 

X = a,  _r=  p. 

41 . Lorsque  réquation  ax -\-hy  = c admet  une  solution  entière,  elle  én 
ailmet  une  infinité. 

Puisqu’on  a alors 

«a  -t-ip  = Oj  • , • 

on  peut  écrire  ■ , 

nx by  = aa. -y  b^,  ‘ 

d’où 

x-»=— 

Si  nous  désigndbs  par  0 un  entier  indéterminé,  positif,  négatif  ou  nul,  il 
suffira  que  y satisfasse  à l’équation 

r-P  = «®. 

pour  que  la  valeur  correspondante  de  x soit  entière  comme  celle  attribuée 
à y.  Et,  par  suite,  en  posant 

y=^  + ni)  et  .rr=a  — éS, 

on  aura  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x et  de  y qui  satisfont 
à l’équation 

J ax-\~by=c, 

en  faisan^^ircourir  à 0 toute  la  série  des  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs. 

On  voit  que  les  voleurs  trouvées  forment  deux  progressions  par  diffé-  ' . 
'’rencc  illimitées.  L’une,  celle  qui  correipond  à y,  a pour  raison  le  eoeffi- 
cierit  de  x dans  féqiuition;  F autre  a pour  raison  le  second  coefficient  de 
. _F  équation  ; mais  F un  des  deux  coefficients  est  changé  de  signe. 

’42.  Tout  revient  donc  h trouver  une  seide  solution  entière.  On  peut 
employer,  suivant  les  cas,  les  trois  procédés  suivants. 

' > ' / . f . 

. 43.  i“  Le  premier  repose  sur  le  mode  même  de  démonstration  em- 
ployé pour  prouver  l’existence  d’une  solution  entière  ; mais  il  n’est  con- 
venable que  lorsque  l’un  des  coefficients  des  inconnues  est  un  petit 
nombre. 

Soit  l’équation 

9x-H4j=a7i, 

le  la  résous  par  rapport  à y qui  a le  plus  petit  coefficient.  Il  vient 

a7i  — qx 


Digitized  by 


Google 


4. 


COMPLÉMENT  d'alCÈBRE.  4^7 

Jo  n’ai  qu’à  remplacer  x par  les  valeurs  o,  i,  a,  3;  l’une  d’elles  conduira 
à une  division  exacte  (40).  Pour  x=  3,  on  trouve 


t 


L’équation  admettant  la  solution 


x=3,  /=6i, 

r 

toutes  les  solutions  entières  sont  renfermées  (4i  ) dans  les  formules 
x = 34-40,  = 61—90. 

0 désigne  toujours  un  entier  indéterminé,  |>osllif,  négatif  ou  nul. 

44.  a°  Le  second  procédé  est  fondé  sur  cette  remarque,  très-simple  : 
que,  si  dans  l’équation 

ax-^by  = c 

le  coefficient  6,  par  exemple,  est  égal  à 1,  on  a immédiatement  une  solu- 
tion entière  en  pcfsaiit  x = o et  /=  c. 

Admettons  que  a soit  le  plus  petit  coefficient,  et  tironsdo  l’équation  (1  ) 
flx  4-  = c 

c — br 

x= =-• 

a 


Divisons  c et  é par  a,  et  faisons  en  sorte,  en  prenant  les  quotients  par 
défaut  ou  par  excès,  d’avoir  des  restes  plus  petits  que  ^ en  valeur  abso- 
lue : nous  diminuerons  ainsi  la  longueur  des  calculs.  Si  l’on  a 


c = fliQ±:R  et  b==aii±r,  ^ 

~ ^ 4 5 

la  valeur  de  x'deviendra  " r-ft'** 

x = 0-fy^4 

Par  conséquent,  t désignant  une  nouvelie  inconnue,  la  question  est  ra- 
menée à trouver  une  solution  entière  do  l'éqiiblion  * 


± R T 


c’est-à-dire 

(>) 


/jr  ± ry  = ± R. 


Remarquons  que  dans  cetto  équation  les  coefGcicntsdes  inconnues  sont 
le  plus  petit  coefficient  de  l'équation  primitive  et  le  reste  obtenu  en  di- 
visant le  plus  grand  coefficient  de  cette  équation  par  le  plus  petit.  Kn 
opérant  sur  l’équation  (a)  comme  noos  venons  de  le  faire  sur  l’équa- 
tion (ij,  la  mémo  loi  se  (mursuivra.  Ce  qui  montre  immédiatement  que 
les  équations  auxiliaires  obtenues  auront  toujours  pour  coefficients  deiuc 
tics  restes  êotuècuiifs  qui  correspomlent  h Ut  recherche  du  plus  grand 
romnum  diviseur  fies  nombres  a et  b.  Or,  CCS  nombres  étant  premiers  entre 
eux,  on  i«rviendra  à un  dernier  reste  égal  à 1,  c’est-à-diro  à une  der- 
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nière  ëquatiou  de  la  forme 


mu  -\-V=:  p. 


Cette  équation  aura  your  solution  entière  u = o e\.  v = p\  et,  en  remon- 
tant de  proche  en  proche,  il  sera  facile  de  trouver  une  solution  entière 
de  l’équation  (i).  ' *■ 

Soit  l’équation 


77  j:  — io4t^  = 


On  en  déduit 


(■■•) 
en  posant 

(3) 

Un  en  déduit 

(4)  ..  / = 

en  posant 

(5) 

On  en  déduit 

(6)  . 
en  posant 
(7) 


8i5-|-io4r 


77 
3a  — 


77 


77 

3a  - 77 1 


= t ou  a7/-|-  77  / = 3a 
5-1-4' 


a7 

5 -l-  4 ' 

a7 


= I — 3 / -|- 


27 


— 1 — - 3/  1 , 


= t'  ou  4'  — 27/'=— 5. 


lit' — 5 , r'-h  I , . 

t = ~^ = 7'-' ^ = 7/'-  1-/", 


' -+■  I 

.4 


= /'  ou  t'—  4r'=  — I . 


Nous  voici  arrivé  'à  une  équation  où  t'  a pour  coeflicient  l'unité.  On 
pourra  donc'  prendre  pour  solution  de  cette  équation  = o et  r'  = — 1 . 
LcS  équations (6),  (4),  (a),  donneront  alors 

r=  -j-8,  .j=a4,  x=  43, 

et  les  solutions  entières  de  l’équation  (■)  seront  renfermées  dans  les  for- 
mules 

x=  43-1-  1049,  . J' = 24-4-779. 

Remarque.— Si,  dans  les  divisions  successives,  un  facteur  se  présenteau 
dividende  sans  entrer  dans  te  diviseur,  il  faut  le  mettre  en  évidence  do 
manière  à simplifier  les  calculs  subséquents.  Si  l’on  avait,  par  exemple, 

une  traction  telle  que  1 on  l’écrirait  sous  la  forme  i et 

■ ■ ^ i3  i3 

on  poserait  seulement  — jy-  = 

4f).  3"  Enfin  le  troisième  procédé  est  fondé  sur  les  propriétés  des  frac- 
tions continues. 

Réiluisons  hi  fraction  irréductible  en  fraction  continue.  I.a  réduction 
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B I i 

conduira  à un  nombre  limité  de  termes  (2i).  Soit  — l'avant-dernière 

réduite.  Nous  aurons  alors  (28)  • ' 

# * 

ain  — W=±i, 


et  par  suite,  en  multipliant  par  c, 

•5 

, a(mc)  — é(/c)  = ±c. 

En  comparant  ce  résultat  à l’équation  ax  -{-bj-  = c,  on  voit  facilement 
qu’on  en  aura  une  solution  entière  en  prenant  x = ±mc,  y=:±lc. 


Reprenons  l’équation  77X  — io4j-=  8i5.  Je  réduis  en  fraction  con- 

104 


tinue.  Je  trouve  les  quotients  successif 


1,  a,  1,  5,  1,  3. 

Les  réduites  sont  donc 


et  l'on  a 


». 


1 3 1 7 ao  77 
' I ô ’ 7 ’ ’ — t ’ ’ 

3 4 a3  a7  io4 


77.27  — 104.20  = — I, 


d’où,  en  multipliant  par  — 8i5, 

77.(— 27.8i5)  — io4(  — ao.8i5)  = 8i5. 

. « 

On  peut  donc  prendre  comme  solution  de  l’équation  donnée 

*=—27.815= — 22oo5  et  y= — 20.8i5=  — i63oo'. 


On  n’obtient  pas  ainsi,  en  général,  la  même  première  solution  que  par 
les  autrès  procédés  ; mais  il  est  facile  do  la  faire  apparaître.  En  effet,  les 
formules  générales  seront,  dans  le  cas  considéré,’-  • ■ ' 

x=  aaoo5  + io40,  7--=  — 163004-770,  .• 

Divisons  i63oo  par  77,  en  rendant  toujours  le  reste  trouvé  moindre  qüp 
la  moitié  du  diviseur  (44).  Nous  aurons  pour  quotient  212.  Si  l’on  rem- 
place alors  9 par  212,  il  vient,  comme  au  n’  -U,  * 

* . .*■*' 

*=43,  >-  = »4-  . 


On  retombe  donc,  puisque  v est  tout  à fait  indéterminé 
formules  générales, 

x=  434-1049,  7-=244-770. 


, sur  les  mêmes 

’ fl 


Résolation  de  l’éqnation  (ix  + hy  = c en  nombres  entiarè  et 
positifs.  , 


46.  Lorsque  o et  6 sont  premiers  entre  eux,  l’équation  ax  + by=  c 
admet  u/ie  infinité  de  .solutions  •entières.  Cherchons  à séparer  parmi  ces 
solutions  colles  qui  sont  positives.  * 

En  mctCdni  enj^dence  les  signes  des  coefGcienIs  n,  b,  r,  on  aura  à 

V 
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consitléiiBr  les  quatre  formes  suivantes  : 

ax-\-hy=  c, 

I . nx  — br  = c, 

ax-\-by=  — r, 
ax  — by=  — c. 

La  troisième  forme  exclut  évidemment  la  possibilité  des  solutions  posi- 
tives, et  la  quatrième  forme  rentre  dans  la  seconde;  car  peu  importe  que 
ce  soit  l'im  on  l’autre  des  deux  coefficients  a et  é qui  ait  le  signa  moins. 
Il  n^lo  donc  à considérer  les  équations 

. ax  + by=c, 

ax  — by  = c. 

Commençons  par  la  secènde,  et  soit  x = a,  y = ^,  une  solution  quel- 
conque de  cette  équption.  Toutes  ses  solutions  seront  renfermées  dans  les 
formules  ■ . , • i 

~ x = a-(-é9,  y—P  + aO. 

^ . i 

Pour  que  les  blutions  soient  entières  et  positives,  il  suffit  de  donner 
à 9 les  valears  entières  qui  satisfont  aux  inégalités 


a-t-fcO>o,  P -f- a9  > O 


ou 


- w 

9>-t, 


•>- 


P 


On  voit  donc  que  la  seule  condition  est  de  donner  à 9 les  valeurs  en- 

li^jês.^ui  sur|inssrnt  la  plus  grande  des  deux  limites  — Ainsi 

re^uâtiàh  ax  — by  = c admet  une  infinité  de  soUaions  entières  et  posi- 
tives. , 

Passons  I l’équation  ax  ■+■  by  = r.  Les  formules  qui  donnent  toutes  les 
solutions  èntîîires  Mflt  alors  i 

x = x — 69,  _y=p-|-fl9,  * 

Donc,  on  ne  doit  donner  à 9 dans  ce  cas  que  les  valeurs  entières  qui  satis- 
font aux  inégalités 

otj— 69>o  et  p-+-flO>o, 

c’est-à-dire 
Comme  on  a 


9 < ^ et  0 > -4“ 


. c. 


rta-f-  6p  = c, 

on  iMiut  remplacer  prendre  pour  limites 

m 

9<— et  0>-^. 

a nb  a - 

Donc,  les  solutions  entières  et  positives  de  F équation  ax-\-by  = c corres- 
pondent aux  ralcnrs  entières  tic  9 comprises  entro-s*^  et 

-r 
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Par  conséquent,  l'équation  considérée  peut  n'admettre  aucune  solution 
entière  et  positive;  et,  dans  tous,, les  cas,  elle  n'en  admet  qu'un  nombre 
limité.  • 

11  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ces  solutions  est  le  quotient  en- 

c 

tier  qui  correspond  à -^i  différence  des  deux  limites,  ou  ce  quotient 
augmenté  d’une  unité.  Ainsi,  les  deux  limites  étant  ag  | et  3g  ^ > leur 

3 

différence  sera  g et  il  y a dix  nombres  entiers  entre  les  deux  limites. 

Si  les  deux  limites  sont  ag  | et  38  leur  différence  sera  égale  à g 
et  il  y a neuf  nombres  entiers  entre  les  deux  limites. 


VI.  Application.  — Trouver  un  nombre  entier  et  positif  tel,  qu'en  le  divi- 
sant pur  7 il  donne  pour  reste  5,  et  tel,  qu'en  le  divisant  par  la  il  tionne 
pour  reste  1 1 . 

Si  nous  désignons  par  x et  / les  deux  nombres  entiers  et  positifs  qui 
représentent  les  quotients  du  nombre  cherché  par  7 et  par  la,  ce  nombre 
admettra  les  deux  formes 


7x4-5  et  I a_v  4-  1 1 . 

On  auriy  donc  .à  satisfaire,  en  nombres  entiers  et  positifs,  à l'équation 
7x  4- 5 = ia/4- 1 1 ou  7x  — ia7'  = 6. 

On  en  déduit 

_ laj  4-  6 _ 6 (a,)  4-1) 

7 - ^ • 

11  suffit  do  trouver  pour  y une  valeur  qui  rende  entière  l'expression 


aj"4-  I 


On  y arrivera  en  remplaçant  / par  l'une  des  valeurs 


^ >'  I 

O,  I , a,  3,  4,  5,  6.  Pour  y = 3,  on  a — ■ = 1 et  x = 6.  Il  en  résulUs 

7 

x = 6-t-ia0,  T' =3  4- 76. 

On  aura  alors  pour  le  nombre  cherché  les  deux  expressions  \ 

. 7{64'Ia6)-^  5=47-1-848, 

ia(3-|-  78)4- Il  = 47 -t- 84e. 

Ces  deux  expressions  sont  égales,  comme  on  devait  s'y  attendre  et 
comme  il  est  nécessaire  qu'elles  le  soient  si  l'on  a bien  opéré.  Tous  les 
nombres  demandés  sont,  en  résumé,  donnés  par  la  formule  474-848, 
et  l’on  a bien  , . 

' + 47+ili.3  + 7«  + i;. 

7 7 la  la 

Résolution  en  nombres  entiers  de  m équations  contenant  m -t-  1 

inconnnes. 


18.  Soient  deux  équations  à trois  inconnues  : 
(1)  ax  4-  bj  -I-  et  = d. 
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et 

(2)  a'x  + b'jr-\-c'z  = iF, 

Ces  équations  sont  supposées  ramenées  à leur  plus  simple  expression. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  chaque  équation  doit  admettre  sépa- 
rément des  solutions  entières.  Il  faut  donc  évidemment  que  les  coeffi- 
cients a,  b,  c,  soient  premiers  entre  eux,  ainsi  que  les  coefficients  a',  b',  c'. 
Éliminons  z entre  les  équations  (i)  et  (2).  Il  vient 

(3)  (oc*— ffl') X (f*e'  — cb')jr  = flc'  — ctf, 


et  l'on  peut  remplacer  le  système  proposé  par  les  équations  (1)  et  (3). 
Cherchons  les  solutions  entières  de  l’équation  (3).  Si  elle  en  admet,  elles 
seront  de  la  forme 


X = 2 


y=P- 


0. 


s est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  coefficients  ne'  — eu', 
/w'  — cb',  de'—eet-,  car,  avant  de  traiter  l'équation  (3),  il  faut  rendre 
ses  coefficients  premiers  entre  eux.  0 est  un  entier  indéterminé. 

Pour  que  l'équation  (3)  admette  des  solutions  entières,  il  faut  que  les 
quotients  qui  multiplient  6 soient  premiers  entre  eux  (39). 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  substituera  les  valeurs  trouvées 
pour  X et  pour  r dans  l’équation  (i),  et  elle  no  renfermera  plus  que  les 
deux  inconnues  z et  0 qu’on  pourra,  si  toutefois  l’équation  transformée 
comporte  des  solutions  entières,  exprimer  en  fonction  d’un  nouvel  entier 
indéterminé  S'.  Il  sera  facile  alors  d’obtenir  x,  / pt  z en  fonction  de  9' 
seulement. 


49.  Il  faut  remarquer  que,  si  les  eocfficients  c et  c'  eFune  m^me  in- 
eonnue  sont  premiers  entre  eux,  la  seule  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème est  epw  Péquation  ( 3 ) admette  des  solutions  entières. 

En  effet,  reprenons  dans  cette  hypothèse  les  valeurs 


X = a -i- 


be'  - cb' 


. ne  — eu 

y = P * — 


9, 

9, 


et  subslituoRS-lcs  dans  l'équation  (1).  Il  viendra,  on  simplifiant,  ' 

(4)  ' c[jba' — ob')0 -^cS  z = S (d  — «2  — 6^). 

D'autre  jart,  puistjuc  l'équation  (3)  admet  la  solution  x = uip=p,  on 
doit  avoir  » '. 

{ne'  — c«')2  (6f'  — eb')  p = fie'  — cd, 

d'où 

c(il'  — a'  a — b'p)  = c'  [d  — a a — bp). 

On  voit  par  là  que,  e étant  premier  avec  c',  il  doit  diviser  d—  a-x  — bp. 
Apjwlons  Y le  (piolient  de  roUc  division,  et  reportons-nous  à l’éqna- 
lion  (4)  ; elle  deviendra,  si  l’on  divise  ses  deux  membres  jar  r. 


(bu'  «6')  0 -f- lîz  — «I//. 
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On  obtient  donc  immédiatement,  dans  le  cas  de  r premier  avec  c',  une 
solution  entière  de  l’équation  (4)  ou  de  l’équation  (i)  transformée,  en  posant 
0 = 0 et  Z = f/. 

Le  raisonnemeut  précédent  prouve,  en  même  temps,  qu’on  a intérêt  à * 
éliminer  d’abord  l’inconnue  dont  les  roefficients  sont  premiers  entre  eux, 
puisque  la  résolution  de  l’équation  en  2 et  0 est  alors  immédiate. 

MO.  La  marche  que  nous  venons  d’indiquer  pour  deux  équations  à trois 
inconnues  est  générale,  et  elle  s’applique  au  cas  do  m équations  conte- 
nant m -f- 1 inconnues,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m. 

51.  Application.  — Soit  à résoudre^te  système 

3-r  + 7J  + 7 = =77, 

6x  + 9/-|-8z  = 104,  ’ 

Dans  la  première  équation,  les  trois  coefficients  7,  7,  77,  sont  divisibles 
par  7.  Effectuons  cette  division,  il  viendra 

3x 


On  voit  que  x doit  être  un  multiple  de  7.  Nous  poserons  donc 

X = -jx' . 

De  même,  dans  la  seconde  équation,  les  trois  coefficients  6,  8,  104, 
sont  divisibles  par  2,  et  l’on  a 

3x -t- — 4- 4 a = 5a. 
a 

y est  donc  forcément  un  nombre  pair,  et  nous  poserons  y = <xy’.  Notre 
système  deviendra  dionc 

3x' 4- aj* -)- 2 = 1 1, 
aïx'4-9j'  + 4z  = 5a. 

Les  coefficients  de  y'  étant  premiers  entre  eux,  c'est  cette  inconnue 
que  nous  devons  éliminer  (49).  Nous  trouverons  ainsi 

i5x'  — 2=5. 

On  a une  solution  immédiate  de  cette  équation  en  posant 
x'  = O et  2 = — 5 ; 

ses  solutions  entières  seront  donc  renfermées  dans  les  formutSs 
x'=0  et  2=— 5 4-i50. 


Substituons  ces  valeurs  dans  l’équation 

3x'4-  ay4-2  = II. 

Il  viendra 


a/ 4-  i80=  16 
ou 

r'+90  = 8. 

On  |ieut  donc  encore  écrire  immédiatement  (49) 
)•'  rr  8 Pt  9 = 0, 
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ce  qui  conduit  aux  formules  générales 

j'  = 8-96'  et  0 = 0'.  • . 

• On  aura  donc  enfin 

j-=7x'=70',  j=  a/=  i6— i80',  ï=-54-i50‘. 

Si  l'on  ne  voulait  admettre  que  des  solutions  entières  et  positives,  il  fau- 
drait qu’on  eût 

0’>o,  i6— i80’>o,  — 5-+-i50'>o. 

8 I 

On  déduit  des  deux  dernières  in^alités  0'  <-  et  0'>5J  ce  qui  montre 

9 ^ 

que  les  équations  données  n’admettent  aucune  solution  positive.  Les  va- 
leurs trouvées  pour  x,  y,  z,  indiquent  d’ailleurs  à priori  ce  résultat. 


Résolution  en  nombres  enUers  d'une  équation  contenant  plus  de 
denz  inconnues. 


52.  Soit  l’équation  générale 

ax  by  y- cz du , — k. 


On  doit  toujours  la  supposer  ramenée  à sa  plus  simple  expression,  de  sorte 
que  les  coefficients  a,  h,  c,  ...,/■,  n’aient  plus  aucun  facteur  commun. 
Tfius  les  coefficients  du  premier  membre  doivent  alors  être  premiers  entre 
eux;  car  s’ils  admettaient  un  facteur  commun,  le  premier  membre  serait 
divisible  par  ce  facteur  sans  que  le  second  le  fût,  et  l’équation  no  cpm- 
porterait  aucune  solution  entière. 

Les  coefficients  a,  b,r, du  premier  membre  doivent  être  premiers 
entre  eux  lorsfpi'on  les  considère  simultanément;  mais  a et  b,  par  exem- 
ple, peuvent  n’ètre  {»8  premiers  entre  eux.  Désignons  par  J leur  plus 

grand  commun  diviseur  et  par  a'  et  û'Ies  quotients  5 et  5-  On  pourra 

O O 


écrire 


a'x  -t-  V = 


k — cz  — du- 


el la  question  sera  ramenée  à trouver  une  solution  entière  de  l’équation 


k — cz  — du  — ... 
rf 


= t. 


cpti  contient  une  inconnue  de  moins,  puisqu’au  lieu  des  deux  inconnues 
X et  _v,  on  n’a  qu’une  nouvelle  inconnue  t.  En  opérant  ainsi  de  proche  en 
proche,  tout  dépendra  finalement  de  la  résolution  d’une  équation  à deux 
inconnues.  Les  exemples  suivants  indiqueront  suffisamment  la  marche  à 
suivre  dans'  tous  les  cas.  _ , 

53.  I®  Soit  à résoudre  l’équation 


On  en  déduit 


4x—  18^-4-275  = 100. 


9/- 


2Zi=5o. 
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Z devant  être  multiple  de  a,  poâons 


Il  viendra 
On  en  déduit 


ax—  9v  + a7s'=  5<i. 


33'-7  = 


a(a5  — X) 


a et  g étant  premiers  entre  eux,  il  suffit  de  rendre  entier  le  quotient  ~ 


Poson» 


a5  — X 


x+gt  = a5. 

On  aura  immédiatement,  pour  solution  de  relie  éciuatinn, 
x=a5  cl  / = o, 

d’où  (41) 

x=a5  — g®,  r = 0.  ^ 

Revenons  à l'équation  (i).  Nous  aurons 

32'-j=a0. 

2’  = O et  >•  = — aO  est  une  solution  de  celte  équation.  On  pourra  donc 
écrire 

— a®+36'  et  2=6'. 

Toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  proi>osée  seront  donc  renfer- 
mées dans  les  formules 

x = a5— 96,  7-=  — a® -f  30',  2=  a®', 

où  6 et  ®'  représentent  deux  entiers  indéterminés,  positifs,  négatifs  otr 
nuis. 

Si  l’on  ne  veut  admettre  que  les  solutions  entières  et  positives,  il  faut 
qu'on  ait 

a5  — 9®>o,  — aô-t-30'>o,  a0'>o. 

On  déduit  des  deux  premières  inégalités 

9<^  et  Ô'>^- 
9 3 

On  voit  qti’on  pourra  donner  à 6 toutes  les  valeurs  possibles  au-dessous 
de  3,  et  à ®'  toutes  les  valeurs  possibles  au-dessus  de  ^ quand®  sera  po- 
sitif, et  toutes  les  valeurs  positives  possibles  à partir  de  o quand  0 sera 
négatif.  ^ 

B4.  a°  Soit  encore  l’équation  • • * .• 

, ax-t- 5/+ 102  = 187.  . . 

a et  5 étant  premiers  entre  eux,  j’en  déduis  ' . "S, 

V 

ax-f-5r=i87 — 102.  • , 
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Posons 
Il  viendra 
d'où 

Posons 
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187  — 102  = /. 
ix-\-5y=t, 


t — iy  , ^ ~ ’ 

j:  = ^ = — a > -I ^ 


d’où 

^l'+y=  t. 

Celte  dernière  équation  admet  la  solution 

t'  = o,  y=t. 

Donc,  toutes  ses  solutions  seront’rcnfcrmées  dans  les  formules 
f'=e,  y=t  — %(}. 

On  aura  alors 

x=  — ny+t'  = — a/  + 58. 

Remplaçons  t par  sa  valeur  187—  loz,  et  il  viendra 

X = — 374 +aoz  + 50,  187  — loz— 26. 

Dans  ce  cas,  x et  j sont  exprimées  en  fonction  dc-la  troisième  inconnue  z 
et  de  l’indéterminée  8.  On  donnera  à z et  à 0 des  valeurs  entières  quel- 
conques, et  l’on  déduira  dos  formules  trouvées  les  valeurs  correspondantes 
de  X et  de  y. 

Si  l’on  ne  veut  admettre  que  les  solutions  positives,  il  faudra  qu’on  ait 
— 374-I-aoz-)- 5fl>o  et  187  — loz  — 2Ô>o. 

’On  en  déduit 

et  ■ 

Pour  que  ces  conditions  ne  soient  pas  contradictoires,  il  faudra  qu'on  ait 


a .1 


c’est-à-dire 


z < 


187 


On  pourra  donc  donner  à z toutes  les  valeurs  entières  et  poBilives  de- 
puis O jusqu’à  18;  et,  pour  chaque  valeur  de  2,  on  saura  par  les  deux 
inégalités  précédentes  quelles  valeurs  de  6 on  peut  adopter. 

Apposons  z = 10.  Nous  aurons 

• ‘ .• 

ce  qui  montre  qu’en  prenant  z=r  lo,  on  pourra  donner  à 0 les  valeurs 
35,  3C,  37,  38,  39i  40,  4i,  4*.  43.  A z = 10  rorrespondront  donc  neuf 
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solutions  entières  et  positives  de  Téquation  proposée.  On  calculera  de 
même  les  autres  solutions. 

S5.  3“  Pour  no  rien  laisser  à désirer  sur  ce  sujet  qui  peut  trouver  son 
application  dans  plusieurs  problèmes  intéressants,  nous  terminerons  ce 
chapitre  en  traitant  le  système  suivant  qui  renferme  tleux  équations  et 
qtuure  inconnues  : 

jr-t-j  + z + « = loo, 
aox -I- I oj -4- 4 î 4- « = aoo . 

Nous  éliminerons  u par  soustraction,  et  nous  obtiendrons 


igj;  + 4-  3s  = loo. 


d'où 

gj-î- 3z  = 100  — 19X  et  3r-h^ 

Posons 

100  — 19Æ 

3 

d’où 

igx  4-  3/  = 100. 

Nous  aurons  immédiatement  une  solution  entière  de  cette  équation  en 
posant 

X = I et  r = ay. 

Par  suite,  toutes  les  solutions  entières  de  l’équation  considérée  seront  ^ 
renfermées  dans  les  formules  x = i — 3 6 et  < = ay  + ig9. 

Revenons  à l’équation  Zy-\-z  = t.  Elle  admet  la  solution  j = o et  s = /. 
Donc  toutes  ses  solutions  entières  correspondent  aux  formules 


y = V et  2 = r — SO*  = a7  4- igô  — 39'. 

X,  y,  2,  étant  ainsi  exprimées  en  fonction  des  deux  entiers  indéterminés  9 
et  9',  substituons  les  valeurs  obtenues  dans  la  première  équation  du 
système  donné.  Nous  en  tirerons 

K = 7»  — i69  4-a9'  = a(36  — 8 9 4-  9'). 


Si  l’on  ne  veut  admettre  que  les  solutions  entières  et  positives,  il  faudra 
qu’on  ait  d’abord  ,, 

I— 39>o,  c’est-à-dire  9'>o. 


Ainsi  9 ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  négatives,  y compris  o,  et  9' 
que  des  valeurs  positives,  y compris  o.  Il  faut  de  plus  satisfaire  aux  iné-' 
galités  ^ 

+ — 39' >o  et  36—  8 9 4-9' >o. 

t..  t T - • 

199  - -- 


On  en  déduit 

...  t 


6'<9  4-.1|:  et  9' > 89  - 36. 


Puisque  9'  doit  être  positif  et  9 négatif  ou  nul,  la  secqhdc  condition 
sera  toujours  satisfaite,  et  il  ne  reste  plus  à tenir  compte  que  de  la  pre- 
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mièro.  Or,  si  l’on  suppose  0 = o,  on  aura  ^ < 9,  c’est-à-dire  qu’on  peut 
supposer  en  même  temps 

0 = 0 et  0'  = o,  i,a,  3,  4,  5,  0,  7,  8,  9.  . 

g 

Si  l'on  suppose  0 = — 1 , il  vient  0'  < j > ce  qui  montre  qu’on  peut  sup- 
poser en  môme  temps 

0 = — I et  0'  = o,  1 , a. 

Enfin,  on  ne  peut  pas  donner  à 0 de  valeurs  au-dessous  de  — 1,  à 
cause  de  la  condition  0’  > o. 

On  a donc  en  tout  trrizf  solutions  entières  et  positives  dont  voici  le 
tableau  : 


•r. . . 1 , 

1 , 

* J 

I, 

I , 

1, 

4, 

4, 

4. 

V.  . . 0, 

I, 

a, 

3, 

4, 

5, 

8, 

7, 

8, 

9, 

a. 

:...  ay, 

^4, 

21 , 

18, 

i5. 

la, 

9, 

6, 

3,’ 

0, 

8, 

5, 

2. 

7%, 

74, 

7fi, 

78. 

80, 

8a, 

84, 

86, 

88, 

90, 

88, 

9“, 

92. 

. CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME. 


Puissances  des  polynômes. 


5fi.  Soit  le  trinôme  n-hô-f-c.  On  peut  le  regarder  comme  un  binôme, 
qui  a pour  premier  terme  «4-6,  et  écrire  (Jig.  élém.,  237) 


(fl-l-ô-i-c)’"  = ô)""'  r 

— , , ■ ’ 

— ! ! (n-4- (•>)  ' +.. . 

i.a 

m(m  — I ) ( — a) . . . ( /n  — /J  -t-  I ) 

I . a.  3. . 


11  restera  donc  seulement  à développer  dans  le  second  membre  lès  diffé- 
rentes puissances  de  a+b.  On  obtiendra  ainsi  une  série  de  termes  dans 
lesquels  la  somme  des  exposants  des  lettres  a,  b,  r,  sera  constamment 
égale  à m.  Par  exemple,  les  termes  qui  proviennent  du  .terme  général 

a).  ■■  (m  4-1)^^  ^ 

• . 5 *.  \ .'i-'i.  ..  P ' 


contiennent  le  produit  de  c’’  par  des  puissances  de  a et  de  //  dont  la 
somme  des  expos.mts,  est  m — p.  Réciproquement,  a,  p,  7,  étant  trois 
nombrc.s  satisfaisant  à la  condition  a 4-  p 4-  7 = m,  il  y aura  dans  le  déve- 

et 

lop|)emoiH  un  \t?rmo  on  n h‘  r'  . En  offel,  ce  d<^veIoppemonl  renferme  le 
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terme 


CT  (/;i  — i)  (/>i  — a). . . ( ;/i  — Y + i) 
I . A . 3 ...  7 


("  + *) 


et'(a  + 6)  ' contient  un  terme  dans  lequel  a el  b figurent  avec  les 

exposants  2 et  j9,  puisqu’on  a 

a + P = CT  — y. 

57.  Cherchons  l’expression  du  coefricient  du  terme  en  A'*  c*.  Ce 
terme  fait  partie  du  développement  pirtici  qui  correspond  au  terme 

CT  ( CT  — 1 1 ( CT  — a ) . ■ . f w — 74-1) 


-b)‘ 


..1.3.. .7 

Or  ce  dernier  terme  peut  recevoir  la  forme  (^Ig.  élém.,  232) 

1 . 2 . 3 ...  CT 


1 . 2.  3. . . 7.  t . 2.  3. . . (ct  — 7) 


(«  + *)" 


Et,  dans  le  développement  de  («+6)'"  le  coefficient  du  terme  en 
ou  on  ^ “ peut  de  même  recevoir  la  forme 

1 .2.3. . . (ct  — 7)  . ' 


I . a . 3 . . . a . 1 . 2 . 3 . . . ( CT  — 7 — a ) , • 

Le  terme  cherché  est  donc  » • . . ' 

» 

I .2.3.  . . CT.  I .2.3.  7) 

1 .2.3. . .7. 1.2.3. . . (ct  — 7).  1 .2.3. . . a.  1 .2.3. . . (ct  — 7 — a) 
ou  en  simplifiant  et  en  remarquant  que  ct  — 7 — a=p, 


I . 2 . 3 ...  CT 


« f .<3  y 


I .2.3. 


.1.2.3...^.! .2.3. . . 7 


* U 

a h‘ 


58.  On  trouvera,  en  suivant  une  marche  identique,  que  le  terme  géné- 
ral du  développement  de  (<i-(-6  + c-f- ...  -+-/)"  a pour  expression 


1.2.3. 


1 .2.3. . . a, 1 .2.3. . . p. 1 .2.3. . . 7. . . 1 .2.3. . : 


y 

a'  h r . 


Et  pour  avoir  tous  les  termes  du  développement,  il  suffira.de  prendre 
toutes  les  valeurs  de  «,  p,  7, . .. , X,  qui  de  o à ct  satisfont  à la  relation 
= CT,  avec  cette  restriction  que  si  l’un  des  expo- 
sants, a par  exemple,  est  remplacé  par  o,  la  suite  correspondante  du  dé- 
nominateur ou  1.2. 3... a,  sera  remplacé  par  l’unité. 

Ainsi,  le  cube  de  a-t-b-i-c  s’obtiendra  en  supposant  chacun  dos  expo-  ^ 
sants  a,  p,  7,  égal  à 3 et  les  deux  autres  nuis  (ce  qui  donnera  les  cubes f 
des  trois  termes  a,  b,  c];  puis,  chacun  des  exposants  a,  p,  7,  égal  à 2,ffl 
avec  l’un  des  deux  restants  égal  A i ct  le  troisième  nul  (ce  qui  donnera^ 
trois  fois  le  carré  de  chacun  des  termes  a,  b,  c,  multiplié  par  la  somme 
des  deux  autres  termes);  enfin,  on  prendra  les  trois  exposants  égaux  à 
II.  . 79 
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l’unilé  (et  l'on  obtiendra  ainsi  six  fois  le  produit  abc).  On  aura  donc 

( rt  + + f )’  = 4-  4-  -I-  3«’  ( /.»  4-  c ) 

■ 4- 3i’(n4- c)  4- 3^'’ (n4-^)  4- Crt^ic. 

Racines  des  polynômes. 

•f»9.  On  suppose  qu’un  polynôme  donné  A est  la  puissance  d’un 
polynôme  inconnu  a,  et  il  s’agit  de  déterminer  a ou  la  racine  de  A. 

Si  les  deux  polynômes  sont  supjiosés  ordonnés  suivant  les  puissances 
décroissantes  d’une  mémo  lettre  .r,  la  puissance  /«"”"■  de  « de\ra  repro- 
duire identiquement  A.  Or  le  premier  terme  de  la  puissance  de  a 
sera 'la  puissance  du  premier  terme  de  a {c/lg.  élém.,  21).  Donc 
on  obtiendra  le  premier  terme  de  la  racine  cherchée  en  extrayant  la 
racine  m'"“  du  premier  terme  de  A. 

Cherclions  maintenant  comment  on  peut,  connaissant  plusieurs  termes 
de  la  racine,  trouver  le  suivant. 

Soient  P la  somme  des  termes  connus  et  p la  somme  dos  termes  qu’il 
faut  déterminer.  On  devra  avoir 

A = (P4-p)", 

d’où  , 

A = P"  4-  /»P"'-'  P 4-  ~ ' V-’p’  4-  ■ ■ . 4-  P",’ 

‘ 1 . -2  ‘ r ’ 

c’est-à-dire 

; . A-P"=rwP"-'p-t--'”^"'~'^  P"  V’4-.... 

P étant  connu,  on  aura  facilement  P"  et,  par  suite,  A — P".  Le  premier 
terme  de  cette  différence  sera  égal  au  premier  terme  du  second  membre, 
en  supposant  toujours  les  polynômes  considérés  ordonnés  de  la  môme 
manière.  Le  premier  terme  du  second  membre  est  d’ailleurs  le  premier 
terme  du  développement  de  /nP”"'p;  car  p est  de  degré  moins  élevé  que 

P et,  dans  tous  les  autres  produits  P’"^’p’, ... , un  facteur 

P est  remplacé  par  un  facteur  p.  Le  premier  terme  de  la  différence  A — P" 
sera  donc  égal  au  premier  terme  do  /wP"“'  multiplié  par  le  premier 
terme  de  p.  On  obtiendra  donc  immédiatement  par  dirision  le  premier 
terme  de  p. 

'Comme  le  premier  terme  de  wiP”*'  est  égal  à /n  fois  la  [m  — i)'™' puis- 
sance du  pçemier  terme  de  P,  dans  toutes  les  divisions  qui  fourniront  les 
différents  termes  de  la  racine,  à partir  du  second,  le  diviseur  restera  le 
même. 

60.  Si  A n’est  la  puissance  /w**’"  d’aucun  polynôme,  A — P"  ne  sera 
jamais  nulle,  et  l’opération  se  poursuivra  indéfiniment.  Ia*s  expo.stnLs 
de  la  lettre  ordonnatrice  deviendront  négatifs  et  croîtront  sans  cesse 
en  valeur  absolue.  On  sera  averti  de  ce  cas,  en  voyant  apparaître  à la 
racine  un  terme  de  degré  moindre  que  celui  qui  devrait  être  le  dernier  : 
le  dernier  terme  de  la  racine,  quand  elle  est  exacte,  s’obtenant  d'ail- 
leurs nécessairement  (.lO)  en  extrayant  ta  racine  du  dernier  terme 
de  A. 
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On  peut  encore  indiquer  d'autres  caractères  d’impossibilité;  nous  n'ii)- 
sisterons  pas  sur  ce  point  ( * ). 

« • • , • 

Triangle  aritlmiétique  de  Pascal. 

61.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  éléni.,  234),‘il  est  facile  do 
voir  que  le  nombre  de  Qombinnisonx  'de  m lettres  prises  n a n est  rgnl 
au  nombre  de  combinaisons  de  m — i lettres  prises  n à n,  augmenté  du 
nombre  de  combinaisons  de  m — i 'lettres  prises  n — \ à n — i . 

En  effet,  on  peut  partager  les  combinaisons  do  m lettres  c/.à  n on 
deux  catégories  : celles  qui  ne  cohliénnonl  pas  une  certaine  lettre  <7,  ■cl 
celles  qui  contiennent  cettç  Jettre.  Celles  qui  ne  contiennent  pas  n cor- 
respondent évidemment  la  m — i lettres  combinées  n i n\  et  pour  avoir 
celles  qui  contiennent  a,  on  n'a  qu'à  former  les  cx>mbinaisons  a —1  à 
n — I des  m — I autres  lettres,  puis  à écrire  « à la  droite  de  chacune 
d’elles.  On  démontre  ainsi  la  formule  • * I ' 

• * . 

On  peut  aussi  l’établir  directement  à l'aide  de  là  formule  du  binôme. 

Soit  (Alg.  élém.,  237). 

î .r  4- 4- C;-'  + C7-’ 4- ..  . 

* -I- 07-’ c/j"  -4- c;;:;V-'. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalibi  par  ^4-<i.  Le  premier 
membre  deviendra  {x4t<?)".  Le  tqrme  général  du  second  membre  sera 

C7-'  fl-  .r"  ■ -H  C7r,’  o"  ,r" 

c’est-à-dire  • • 

^C;-'  -I-  . 


Hais  le  terme  général  du  développement  de  (.r4-«)"  a aussi  pour  ex- 
pression • ’ ■ ' 

crrt*r"".  . • • 


Donc,  etc. 


' 62.  C'est  stir  cette  remarque  qu’est  basée  la  formation,  du  triangle  de 

Pascal.  Écrivons  régulièrement,  l’une  au-dessous  de  J’autre,  des'lignes 
horizontales  renfermant  les  coefGcicnts  du  développement  do  la  première, 
.de  la  seconde,  do  la  troisième,...,  de  la  puissance  du  binôme 
x4-(i.  D’après  la  seconde  démonstration  du  n°61,on  formera  oe  Uibleau, 
dès  qu'on  en  aura  écrit  les  j^ois  premières  lignes,  en  ajoutant  deux  noiA-' 
ôrcs  eonfjéeatifs  de  la  derruere  ligne  obterute  et  en\écricaqt  le  Yésuliat 
trouvé  aii-dassous  du  nombre- dç  jùvite.  Toutes  les  lignes  horizontales 
commencent  d’ailleurs  par  "Punité.  Dans  ce  qui  va  sujvrd,  nous  ferons  ahs- 


(*)  Lü  formule  du  liinAine  permet  auni  d’extraire  la  racine  m'*"  d’uii  nom- 
bre entier,  en  suivant  une  marche  tout  k fait  analogue  h celle  que  nous  avons 
indiquée  en  ArilMméli^ue  ponr  les  racines  carrée  et  eatlqur. 


45a  . • C.OMI•LÉME^T  b ALGÈBRE. 

traction  rie  In  première  colonne  verticale  du  tableau,  qui  ne  contient  que 
des  I,  en  remarquant  que  dans  le  développement  du  binôme  les  difTé* 
rents  nombres^de  combinaisons  sont  donn^  par  les  coefficients,  à jmrtir 
du  second. 


1 

7. 

1 

3 

3 

1 

*, 

. 

4 

6 

4 

1 

5 

10 

lO 

5 

1 

6 

i5 

70 

i5 

ti  1 

7 

71 

35 

35 

21  7 

I 

8 

a8 

56 

70 

56  ^8. 

8 

- I 

9 

36 

84  ra6 

ia6  84 

36 

9 ' 

lO 

45 

120 

210 

a5a  aïo 

120 

45  10  I 

1 

cr 

f'm 
tij  ï • 

• • » 

c;,. 

• t 

c 

• • * 

Si'l'on  veut  former  la  septième  ligne  horizontale,  par  exemple,  on  dira 

1+6  = 7,  i5  + G=ai,  ao+i5=35,  i5+ao=35,  6+i5  = ai, 
1+6=7,  0+1  = 1. 

Celte  loi  de  formation  conduit  à la  propriété  suivante  : Un  nombre  si- 
tué dans  une  colonne  verticale  quelconque  du  tableau  est  la  somme  de 
tous  les  nombres  supérieurs  rie  la  colonne  verticale  précédente  (*). 
Ainsi,  . ‘ 

aio=84+ia6,  ia6  = 56+70,  70=  35  + 35,  35  = ao+i5, 
i5=io  + 5,  5=4+t, 
d’où"  • 

a I O = 84  “I”  56  + 35  +■  ao  + i o + 4 ~f"  i • 

Or  la  ligne  horizontalç  de  rang  m renferme  les  nombres  de  combinai- 
sons de  m quantités  prises  i à i , a à a,  3 à 3, . . . , m à /7i  ; et  la  ligne  verti- 
cale dé  rang/;  commençant  précisément  à la  ligne  horizontale  de  rang  p, 
renferme  les  nombres  de  combiqaisons  de  />,  de  />  + i,  de  (/;  + a), . . 
(]uanlités  prises  p-k  p {**),  D’après  cela,  le  tti''**  nombre  de  la  pf'""  co- 
•lonne  verticale  est  placé  à la  rencontre  de  cette  colonne  et  de  la 
(/»+/>  — i)‘^  ligne  horizontale.  Ce  nombre  représente  donc  le  nombre 
de  combinaisons  de  (w+/>  — i)  objets  pris  p k p,  c’est-à-dire 


• ou 
’(•) 


(w+/>-0(w+/>-a)...w 
I.  a p 

rm-,-,  m[m  + i)(m-i-ï)  ...{m+p-  i) 
“^1.  a.  3....  p 


(*)  Cette  propriété  correspond  à une  formule  remarquable  relative  aux  com> 
binaisons  : 

r™  = c;-'  c;_-f  H- , . .*-4-  c;:; . 


Celte  fonmilc  dépend  évidemment  du  théorème  démontré  au  n®  GI. 

(**)  11  fuiU  toujours  avoir  soin  de  se  rappeler  que  la  colonne  verticale  des 
unités  CHl  lai«i*tée  de  c<^té,  el  ne  compte  pas  dans  le  rang  p» 
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63.  Voyons  imiintenaot  à quels  résultats  peut  conduire  la  considéra- 
tion du  triangle  arithmétique. 

Les  termes  de  la  première  colonne  verticale  du  triangle  (toujours 
abstraction’ faite  de  la  colonne  des  unités)  sont  dits  nombres  figurés  du 
premier  ordre  ; les  termes  de  la  seconde  colonne  verticale,  nombres figurés 
'dû  second  ordre,  et  ainsi  de  suite.  Nous  verrons  bientôt  la  raison  de  ces 
dénominations, 

Ceci  posé,  cherchons  la  somme  des  m premiers  nombres  naturels.  Celte 
somme-scra  celle  des  m premiers  termes  de  la  pregiière  colonne  verticale 
du  triangle  : elle  sera  donc«  représentée  (62)  par  le  second  nombre  de  la 
( w -t-  I )'**'•  ligne  horizontale  ou  par  le  m""*  nombre  figuré  du  secoml 
ordre.  Il  suffira  donc  de  faire  a dans  la  formule  (i).  On  trouve  ainsi 
pour  la  somme  cherchée 

m [m-\-  i] 

, 

2 


résultat  déjà  connu  c7ie/;i.,  9.’i).  . . ■ . 

Cherchons  de  meme  la  somme  des  carres  des  m premiers  tiombres 
naturels.  L’identité 


■ x’  = X -t-  X ( X — I ) = X -t-  a . 


« > • e 

. rapprochée  du  résultat  précédent,  prouve  que  la  somme  demandée  est 
égaie  à la  somme  des  m premiers  nombres  naturels,  augmentée  de  a fois 
la  somme  des  (m  — i)  premiers  nombres  figurés  du  second  ordre,  c’esuà- 
diro  du  double  du  (m — i)"”“  nombre  figuré  du  troisième  ordre.  Pour 
avoir  ce  dernier  nombre,  on  remplacera  dans  la  formule  (■)  m par  (m  — i) 
et  l’on  y fera  3.  On  trouvera  ainsi 


( OT  — I ) . m . ( /n  -f-  I ) 


et  la  somme  des  carrés  des  m premiers  nombres  naturels  sera 


m(m-t-i)  , («I-  i)m(m-|-,i)  , 

a 3 ’ 


c'est-à-dire 


m (m  + i)  (am-l-  i) 


On  trouverait  de  la  même  manière,  s’il  était  nécessaire,  la  somme  des 
cubes  des  m premiers  nombres  naturels,  qui  est 


ce  résultat  montre  que  la  somme  des  cubes  des  m premiers  nombres  est 
égale  au  carré  de  la  somme  de  ces  m premiers  nombres. 

Nous  allons  faire  application  de  ce  qui  précède  à la  sommation  des  piles 
de  boulets,  telles  qu’on  les  rencontre  dans  les  ar^naux. 
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Sommation  des ‘piles  de  boulets. 


Fie 


(U.  l’Uvs  iritin<rnùiires.  Une  pile  de  boulets  triangulaire  est  formée  do 
trancht^  équilatérales  dont  les  côtés  contiennent  successivement  un  boulet 
de  moins,  jusqu’au  sommet  de  la  pyramide  formé-, 
par  un  seul  boulet.  Si  la  base  est  un  triangle 
équilatéral  dont  le  côté  contienne  m boulets,  le 
côté  de  la  tranche  superposée  contiendra  (/n  — i ) 
boulets,  celui  de  la  tranche  suivante  (m  — 2) 
boulets,  et  ainsi  jusqu’au  sommet. 

Or,  si  l’on  considère  la  base  de  la  pyramide, 
elle  sera  formée  évidemment  de  m lignes,  de 
boulets  contenant  : la  première  i boulet,  la  se- 
conde a boulets,  la  troisième  3 boulets,  la  m boulets.  Donc  la 
somme  des  boulets  renfermés  dans  cette  base  sera  la  somme  des  m pre- 
miers nombres,  c’est-d-dire  ( 63  ) 

• ■ < /ji  -f- 1 ) 

. ■ ' 2 

oiî  le  «/'*’“  nômbrp  figuré  du  second  ordre.  De  même,  la  somme  des  bou- 
let^ renfermés  dans  la  tranche  superposée  sera  la  somme  des.(m—  1) 
pre(hiers,nombre8  ou  le  (/»•—  nombre  figuré  du  second  ordre , etc. 
'^On  voit  par  là  que  le  nombre  des  boulets  renfermés  dans  la  pyramide 
totale  sera  la  somme  des  m premiers  nombres  figurés  du  second  ordre 
ou.  le  nombre  figuré  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  (03) 

/«  fm-t- I)  (m  + a) 

A cause  de  ce  qui'  précède,  les  nombres  figurés  du  second  ordre  ont  rè(\r 
le  nom  de  nombres  triangulaires,  et  ceux  du  troisième  ordre  celui  de 
nombres  pyramitlaiu:. 

6.'').  Piles  h base  carrée.  Une  pareille  pile  est  formée  de  tranches  car- 
rées dont  les'  côtés  contiennent  successivement  un  boulet  ’de  moins, 
jus(|u'au  sommet  de  la  pyramide  formé  par  un  seul  boufe(.  Si  le  côté  de 
la  base  contient  m boulets,  la  base  tout  entière  contiendra  né  boulets.  Le 
côté  de  la  tranche  suivante  contiendra  (»i—  i)  boulets,  et  la  tranche  en 
contiendra*(/H  — .1)’,  etc.  La  question  est  do.nc  ramenée,  en  partant  du 
sommet,  à chercher  la  somme 

, I 3’-t-.. . . /«’  ’ .. - 

des  carrés  des  m premiers  nombres,  somme  qui  est  égale  (63)  à 

/«(/«  + 1)  (aw-t-  1) 

“6 

66.  Pilesmh  hast:  rectangulaire.  La  base  d'une  pile  rectangulaire  est 
foi  niée  .de  « files  de  m boulets  (/«>«).  La  tranche  superposée  contient 
( « — I ) files  de  (m  1 ) boulets,  la  tranche  suivante  (»  — a)  files  de 
(«/  — a)  boulets,  etci,  jusqu’au  sommet  de  la  pile  qui  renferme  l'iile 
de  /«  — («  — i)  ou  de  (P  — ?i-|-  1 boulei.s. 

Pour  plus  de  simplicité,  posons  m-rn—p.  //représentant  la  dillc- 
reni  e deS  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  deux  cotés  de  la  base. 
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En  partant  du  sommet,  on  voit  que  la  pyramide  sera  formée  d’une  file  de 
p+\  boulots,  reposant  sur  a files  de  p-^i  boulets,  rei>osant  olles- 
mémcs  sur  3 files  de  />4-3  boulets,  etc.,  jusqu'à  la  base  formée  de  «files 
de  (p-^n)  boulets.  11  s'agit  donc  d’effectuer  la  somme 

/J  + i + a (A'4-ï)-4-3(/<4-3)  + ...  + «{/^  + «), 

c’est-à-dire 

c(i-f-a-l-3-f-...-|-«)-|-(i-l-a’-|-3’4-...+«’)- 

1 

il  faut  donc,  au  produit  de  p par  la  somme  des  « premiers  nombres, 
ajouter  la  somme  des  carrés  de  ces  « premiers  nombres.  On  aura  donc, 
en  vertu  de  ce  qui  précède  (G3  ), 

«(n-t-i)  «(«4-11(2''+')  « («+ i)  (3/J-l- a«  4- i)  • 

' ^ ■ a 6 “ 6 

. 67.  On  calcule  par  différence  le  nombre  des'boulets  contenus  dans  une 
pile  Iromptvc. 


Sommation  des  paissances  semblables  des  termes  d'nne  progression 
par  différence. 

68.  On  aurait  pu  suivre  une  méthode  plus  rapide  pour  trouver  la  for- 
mule de  la  somme  des  carrés  des  m premiers  nombres,  formule  qui  nous 
' était  seule  nécessaire  pour  arriver  à la  sommation  des  piles  de  boulets. 
Cette  méthode  est  basée  sur  la  sommation  des  puissances  semblables  des 
termes  d’uno  progression  par  différence. 

^ient  a,  b,  c,  fl,...,  h,  k,  /,  les  {/«  -|-  i)  premiers  termes  d’une  pro- 
gression par  différence,  de  raison  r.  Nous  aurons  ( Alg.  élém.,  90)  : 

h = a-\-  r,  c ■=  b -k-  r,. . . , l k -\-r.  !f  * 

Élevons  toutes  ces  égalités  à la  («-(-i)''"'  puissance.  Il  viendra  ^Alg. 
élém.,  237  ) , “ * 

If*'  = c/^'  4-  («  4-  4-  r’n"-'  4- . + {«  + ()r*q-f-r"+', 

c"*‘  = b"*'  4-  («  -f-  i)r6*  4-  — r'fr'  ' 4-  . . . («-f-i)r"fr+r*^', 


P*'  = 4-  („4-,)rA"4-  '4-  ...4.(,Î4.,)r»/(-4-r-+'. 

Si  l’on  ajoute  toutes  ces  égalités  membre  à membre  et  si  l’on  supprime 
les  termes  communs,  il  vient 

4- («4- i)rS. 4-... +(«  + ')r’S, + ««''-". 

S, S,_, , S, , représentent  lossommosdos  premières,...,  («  — 

«"’~‘  puissances  des  m premiers  termes  considérés. 

La  relation  générale  qu’on  vient  d’obtenir  permet  de  trouver  l’une  do 
ces  sommes  en  fonction  de  toutes  les  autres  ot  des  quantités  données. 
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Prenons  pour  progression  par  différence  la  suite  i , a,  3, . . . , m,  (m  •+•  i ] 
Nous  savons  qu’on  a alors 


^ w(/«  + i) 

»,  - - 

> 

Pour  avoir  S,, ‘il  suffira  de  faire  dans  la  relation  générale  « = a,  en 
même  temps  q Je  / = m + 1 et  r = i . Nous  trouverons  ainsi 

(m -4- i)>  = I + 3S,  + 3S,  + m, 

d’où  , 

(„,  — 3S,  «»(//!  + i)(awi  + i). 

S,= 3 --  6 


69.  Remarque.  — Il  est  bon  d’indiquer,  à propos  des  résultats  coMi- 
gnés  dans  ce  chapitre,  un  moyen  général  usité  en  algèbre  pour  vérifier 
l’exactitude  d’une  formule  qu’on  donne  sans  démonstration. 

La  formule  + |j,  par  exemple,  satisfait  au  calcul  di- 

rect pour  w = i , /n  = a,  m = 3.  Il  suffit  alors  de  vérifier  qu’étant  exacte 
pour  une  valeur  quelconque  de  m,  elle  est  encore  exacte  pour  la  valeur 
immédiatement  supérieure  -1- 1 ; c’est-à-dire  qu  on  doit  avoir 


, 4-  a’  -h  3>  -4- 


. (OT-4-i)(m-4-a)(2«-4-3) 

-4-  [m  -4-  i)  ^ > 


ou,  puisqu’on  a par  hypothèse 

. V-.  . -)- i)(am -4- i) 

1 -4- a’ -4- 3’ -4- . . . -t- m»  = — 1 gi 

( /H  -4- 1 1 f(  »»  -4-  a 1 ( a OT  -4-  3 ) — m ( a -4-  1 )] 

, ('"  + >)’  = ' 6 ■ 

K 

On  transforme  facilement  cette  égalité  eu  identité. 


CHAPITRE  VI. 

DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES 


-»  r - 

70.  Nous  avons  vu  déjà  éléni.,  186)  que  la  résolution  des  équa- 

tions du  second  degré  conduit  à des  quantités  imaginaires  de  la  forme 
a ± bi,  i étant  le  signe  représentatif  de  — >•  Ou  soumet  ces  expres- 
sions aux  mêmes  règles  de  calcul  que  les  quantités  réelles,  en  convenant 
seulement  de  remplacer  daps  les  résultats  obtenus  par  — i ; c’est 
étendre  à y/—  i la  définition  ordinaire  de  la  racine  carrée  d’un  nombre. 

L’expression  imaginaire  a -4- est  évidemment  racine  de  l’équation 
du  second  degré  x’  — -xax  -4-  a’  -4  é’  = o.  La  seconde  racine  de  cette 
équation  est  a — bi.  I.es  expressions  imaginaires  a + bi  ci  a — bi,  s’appel- 
lent imaginaires  conjuguées.  Elles  ont  une  somme  réelle  a a et  un  pro- 
'luil  réel  -4-  b‘. 
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71.  On  a,  d’après  la  convention  faite, 

(/^)*  = »■'  = = 1,  = /*./■  = \f^  = I, 

On  obtiendra  donc  périodiquement  les  mêmes  résultats,  de  sorte  qu’on 
tcut  écrire,  p désignant  un  entier  quelconque, 

= (i'Y  = I,  {v/IT7)»r^'  - i'p,i  = J/CTT  =:  j, 

=—  I,  |"=  — y/—  I = — i. 

72.  En  combinant  les  deux  expressions  a + bi,  c + rfi,  par  voie  d’ad- 
dition, de  soustraction,  de  multiplication  et  do  division,  on  trouve  des 
résultats  de  même  forme  que  les  expressions  proposées. 

On  a,  en  effet, 

(a  bi)  ± (c  + di)  = {a  :ii  c)  + {b  ± (i)  i, 

{a  + bi)[c  + di)  = eic  bci  -+-  adi  bdd  = (ac  — bd)  (tui  bc)  i , 

a + bi (a  bi)[r  — di)  _ ar  + bd  br  — nd  . 

c + di  (c-|-iA‘)(c  — di)  -i- fP  c^  + (P 

Tous  les  résultats  trouvés  sont  bien  de  la  forme  A -f-  B f. 

Développement  de  (<i-^b  y/—  i)". 

73.  Considérons 'Maintenant  l’expression  (a  + bi)”,  où  rn  représente 
nn  nombre  entier  positif.  Par  convention  et  en  appliquant  la'formulo  du 
binôme,  nous  aurons 

[a  + bi)"  = + ~ ir-'bi -h  ~ i’ P A 

.1  I . ‘2  , 


m ( III  ■ 


V ... 


Remplaçons  les  puissances  successives  de  i par  les  valeurs  trouvées  au 
n°  71,  il  viendra 

[a -t-  bi)”  = ,r-h-  U"'-'  bi  - ~ ir-^b' 

, \ / I 1.2 

///  ( W.  — I ) ( W — 2 ) -,  a , , . . 

i Li L ^ ^ 

....  3 ^ % 

I.«s  termes  du  développement  sont  donc  alternativement  réels  et  imagi- 
naires, et  à deux  termes  positifs  succèdent  deux  termes  négatifs.  On 
pourra  donc  écrire 


■ ir-'‘b^ 


III  {lit  — I ) ( "<  — 2 ) ( "'  ~ 3 I 


III  ( III  — I ) ('»  — a I ( w — 3 ) t />/  — 4 


♦ :yl_.  A . 3 . 4 • 

Dans  chaque  parenthèse,  les  signes  alternoronl. 


(f-i — ...  ij. 
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On  arrive  donc  encore  à 

(i)  (n  + A/)"  = A-t-B«,  ^ %; 

A et  B représentant  les  deux  parenthèses. 

On  trouverait  de  même 

(a)  (a  — Ai)”  = A — Bi , 

puisque  i seul  change  de  signe. 

Nous  laissons'de  côté  le  cas  où  m est  fractionnaire  ou  négatify'  cas  où 
la  transformation  réussit  encore  (88).  , 

Si  l'on  multiplie  membre  à membre  les  égalités  (i)  et  (a),  il  vient 

(a’  + fi*)"  = A»  + B’; 

ce  qui  prouve  qu’«/»c  puissance  cpielconquc  entière  et  positive  de  la  somme 
lie  deux  carrés,  représente  encore  elle-même  la  somme  de  deux  carrés. 

Par  exemple,  si  l’on  supposait  /n  = a,  les  formules  précédentes  don- 
.ncraient  A = — A’  et  B = a «A.  On  aurait  donc 

(fl’ + A’)’ = {«’ — A’)’ -4- (aViA)’, 
égalité  facile  ù vérifier. 

74.  Nous  avons  déjà  montré  (dlg.  élém.,  208)  que  les  expressions  de 

la  forme  yja  ± bi  peuvent  aussi  se  ramener  au  type  ^mmun  indiqué.  Il 
en  sera  de  même  de  l’expression  générale  ^ n ± Ai qui  rentre  dans  le. 
cas  de  m fractionnaire  (73),  puisqu’on  a . 

* y « ± Ai  = ( fl  dr  Ai  ) ^ ; 

. r ■ • 

Du  module.  . 

75.  Étant  donnée  l’expression  imaginaire  a-\-hi,  l'expression  réelle  et 

positive  est  appelée  le  module  de  cette  expression. 

Deux  expressions  imaginaires  conjuguées  ont  même  module,  et  leur 
produit  est  égal  au  carré  de  ce  module  (70). 

76.  Le  produit  de  ilciix  expressions  imaginaires  a pour  module  le  piv- 
iluil  de  leurs  modulei^ 

Soit 

(rt-1- Ai)  (c-l-rfi)  = (ne  — bd)  + {ad-i-bc)i. 

Le  module  du  produit  obtenu  est 

v/  (flc — bdy-^-(ad+ùcŸ  = ^cr  c‘-\-  b‘  «■“  </’-!-  A'  c‘  = A’)  (c’-l-r/’ I.  , 

Le  théorème  est  donc  démontré.  On  t étend  sans  {icinc  à un  nombre  • 
quelconque  de  facteurs. 

77.  Si  l’on  a n-l-Af  = o,  il  faut  qu’on  ait  séparément  a = o et  b,~ô, 

aucune  réduction  ne  pouvant  s’opérer  entre  n et  Ai.  * 

Quand  une  expression  imaginaire  est  nulle,  son  module  est  donc  nul.  ‘ , 
Uéciproquement,  si  le  module  est  nul,  rexpirssion  corresiximlanlc  est  ' 
aussi  nulle;  car  la  condition  A’  = o entraîne  celloiK;i  : a — o,  A = o. 


CO'MPLÉMEJNT  u’ALGÈBaE.  4^9 

Si  l'on  a 

fl -(-6/ = a'+6'i, 

on  en  déduit 

[a  — a')  + [b—b')i  = o, 

•d’où 

a = a'  et  b = b'. 

On  vérifie  ainsi  que  toute  équation  de  la  forme  indiquée  se  partage 
nécessairement  en  deux  autres  équations. 

78.  Pou!~  qu'un  produit  de  facteurs  imaginaires  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit  qu’un  /Ids  facteurs  soit  nul. 

En  effet,  sjf  le  produit  est  nul,  son  module  sera  nul.  Ce  module  étant 
le  preduil  des  modules  des  facteurs,  il  faudra,  puisque  ces  modules  sont 
des  quantités  réelles,  que  l’un  d’eux  soit  nul.  Mais  alors  le  facteur  imagi- 
naire correspondant  sera  aussi  nul  (77).  Do  mémo,  si  l'un  des  facteurs 
imaginaires  est  nul,  son  module  sera  nul  ; le  module  du  produit  sera  donc 
nul;  ainsi  que  le  produit. 

79.  Le  modute'de  la  somme  ou  de  la  difiérence  de  deux  expressions 
imaginaires  est  compris  entre  la  somme  et  ta  dijférence  de  leurs  motlules. 

Soient  fl-t-é/  et  c-hdi  les  expressions  considérées;  désignons  par  & et 
p' leurs  modules,  |wr  R le  module  de  leur  somme.  On  aura  ‘ 

R’=  (n-i-c)’-tj(^-f-f/)’  = fl’-f-c’-t-i’-t-  2(ac  + bd). 

• • • • • ^ ^ 

Mais  p’  = fl*  + é’,  p"  = c’  -f-  rf*  ; donc  ■.  • ‘ 

• . * R’ = p’ -4- p^’-i- a (flc -4- W). 

• D'ailleurs,  on  peut  écrire 

• (ae-t-bd)’-t-(ful  — éc)’. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  pp'  est  plus  grande  que  ac  -t-  bd.  On  a donc 
à la  fois 

R’<p’-4-p”-4-app' ■ et  R’>  p’-4-p”— app', 

c'est-è-dire  que  H tombe  entre  la  somme  p-4-p'  et  la  différence  p—  p'. 

. Même  démonstration,  si  l'on  considère  la  différence  des  deux  oxpres- 
'sio’ns  imaginaires. 

Changement  d’ordre  des  factenrs  imaginaires. 

• » ^ * ■ 

. 80.  L'e  théorème  foqdaraenlal  sur  le  changement  d’ordre  des  facteurs 

idlg.  êlrm.,  23)  s’étend  immédiatement  au  cas  d'un  produit  composé  de 
facteurs  imaginaires.  Eu  effet,  si  l'on  remplace  v'—  i par  la  lettre  i,  et  si  • 

> ron‘applii{ue  les  règles  ordinaires  du  calcul  algébrique,  l’ordre  adopté 
danh’la  multiplication  ne  modifiera  en  rien  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  i.  On  obtiendra  donc,  dans  tous  les  cas)  des  polynômes 
• ideiftiques,  c’est-à-dire  que  le  produit  sera  toujours  composé  de  la  même 
**  partie  réelle  et  de  la  même  [lartie  imaginaire.  De  plus,  on  pourra  aussi 
■ '■  bien  reraplacQf  les  diverses  puissances  de  i [>ar  leurs  valeurs,  dans  le 
courant_'du  calcul  qu’à  la  fin  de  ce  calcul,  puisque  toutes  ces  substitu- 
tions se  résument  dans  la  relation  — i. 

81.  I.es  (piantitës  imaginaires  permettent  souvent  d'arriver  ti'une  ma- 

Digmzeo  by  Google 


46o  ^ COMPLÉMR^T  d’alGÊBKE. 

nière  rapide  à des  résultats  dont  la  démonstration  directe  pourrait  être 
pénible:  nous  en  avons  déjà  donné  un  exemple  (73).  Ce  qui  légitime 
l’emploi  transitoire  de  ces  symboles,  c’est  que  les  relations  qui  servent 
de  point  de  départ  sont  basées  sur  l'idée  de  Vordre,  c’est-à-dire  sur  un. 
simple  fait  de  combinaison.  Nous  allons  en  donner  un  exemple,  en  nous 
appuyant  sur  le  théorèmç  précédent  (80). 

Soit  le  produit 

P = {a+bi){a  — bi){c  + di)(c  — di). 

Si  l’on  multiplie  séparément  les  deux  premiers  facteurs  et  séparément  les 
deux  derniers,  on  a 

P=  (n’4-é')(c’ -+-«/’). 

Si  l’on  multiplie  séparément  le  premier  et  le  troisième,  puis  le  second  et 
le  quatrième  facteur,  il  vient 

P = [(«c  — bd)  -1-  (ad  -l-  éc)i]  ((ac  — bd)  — (ad  -|-  éc)/] 
c’est-à-dire 

P = (ac  — bdy  4-  ( flf/ éc)’. 

Si  l’on  multiplie  onfln  séparément  le  premier  et  le  quatrième  facteur,  puis 
le  second  et  le  troisième,  on  aura 

P = [(ar  + bd)— (ad— br)i'\[(ac  + bfl)-^(ad— bc)i],  , . 

c’est-à-dire  > - ' • . 

P = («r -I- W)’-f- (fl</ — bey,  • 

On  arrive  donc  à cette  formule  remarquable 

(n’-|-é’)(c’-)-rf’)  = (ac±bd)’  -i-(ad  bc)’. 

Dans  le  second  membre,  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  doivent  être 
pris  ensemble. 

Il  est  très-facile  de  parvenir  directement  au  résultat  obtenu  ; mais  cet 
exemple  montre  néanmoins  tout  le  parti  qu’on  peut  tirer  de  l'emploi  des  . 
imaginaires. 


Des  racines  imaginaires  de  l’unité. 


82.  l/n  radical  quelconque  tulmct  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y 
a (F unités  dans  son  indice. 

Considérons,  par  exemple,  le  radical  l/k , et  supposons  A ' positif.  • 

V'A  admet  alors  une  valeur  positive  a (Alg.  élém.,  69).  Toute  quantité 
dont  le  cube  égale  A est  une  racine  cubique  de  A : on  cherche  donc  les^ 
valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation  * 

(i)  x' = .\  ou  n^t=o. 

Le  binôme  x’  — /■/’  est  divisible  par  x—a,  de  sorte  qu’on  peut  remplacer 
l’équation  (i)  par  la  suivante:  ^ 

( a ) ( X — a ) ( x’  -I-  r/x  -f-  n'  ) =r  O . * -Xl 

On  est  donc  ramené  à résoudre  les  équations 

.r  — a = O et  .i"  -1  a.r  4-  o’  = O ; 
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ic’pst-à-dire  qu’on  a 

■ ±«V3) 

A 

On  retrouve  donc  la  racine  cubique  positive  a,  mais  on  en  obtient  deux 
autres  qui  sont  imapnaires.  D’ailleurs,  A peut  être  une  quantité  quel- 
conque, et  il  suffit  que  a représente  une  de  ses  racines  cubiques. 

Quel  que  soit  1e  radical  y A qu’on  considère,  la  question  proposée  re- 
vient toujours  à la  résolution  d’une  éc(uation.  Il  s’agit  de  trouver  toutes 
les  quantités  dont  la  puissance  reproduit  A,  et  dès  lors  toutes  les 
valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation 

x"  — A = O. 

Ainsi,  il  faut  prouver  qu’une  pareille  équation  a toujours/»  racines.  Nous 
reviendrons  plus  lard  sur  ce  théorème  fondamental,  base  de  la  théorie 
générale  des  équations  algébriques. 

JQ'.Nous  venons  de  trouver  pour  y A les  trois  valeurs 
■ ■ ...  .(^). 

Si  A = I , on  peut  prendre  a=  i.  Par  conséquent,  les  trois  racines  ciibi-  ^ 
ques  de  l’unité  sont 

— I 4-  » — I — /■ 

I ^ , « . 

- 1 JL 

\ 

En  les  comparant  aux  racines  cubiques  de  A,  on  voit  qu’on  obtient  les 
trois  racines  cubiques  d’une  quantité  quelconque,  en  multipliant  l'une 
d’elles  par  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité. 

Cette  importante  propriété  est  générale.  En  effet,  si  /?  est  une  valeur 
quelconque  de  7 A et  si  les  m valeurs  de  7'  sont,  i,  a,  p,  7,  . . . , les 
produits  »,  <75t,  op,  »7 , • • • , élevés  à la  puissance  »/,  donneront  toujours 
fl"  ou  A,  puisqu’on  a par  hypothèse 

I = Ot"  =r  P"  = 7“  = .... 

. Ainsi,  en  multipliant  par  les  m racines  de  [unité,  [une  des  valeurs  de 
A,  on  obtient  toutes  les  valeurs  de  ce  radical. 

8é.  Ce  qu'on  vient  de  dire  pour  A pouvant  s'appliquer  à l'unité  elle- 
même,  on  voit  qu'o/i  ne  fait  que  reproduire  les  racines  de  [unité  dans 
un  autre  ordre,  lorsqu’on  multiplie  chacune  ([elles  par  toutes  les  autres. 
Nous  avons  trouvé  pour  racines  cubiques  de  l’unité 

^ — I 4-  /■  — I — /■ 

2 ’ a 

Multiplions-les  toutes  les  trois  par  la  dernière,  il  viendra 
— I -/•/§•  (-i4-/V3)(-i-<V3)  _ (-i-/v/3)’_-t4-/V3. 

a ’ 4 4 a 


.r  = a et  .r  = 
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On  voit  en  môme  temps  que  chncune  îles  mcincs  ininginnires  est  le 
carré  de  [autre:  de  sorte  que,  si  l’une  des  racines  imaginaires  de  l'unité 
est  désignée  par  a,  l'autre  pourra  l'ètre  par  a’.. 


Transformation  trigonométrique  des  expressions  imaginaires.' 


83.  Soit  l’expression 


n bi. 


On  peut  toujours  poser 

a=pcosij>  et  i = psiny.. 

En  effet,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  de  a et  de  b,  on  déduira 
toujours  de  ces  relations  une  valeur  positive  de  p 'qui  sera 


P = 


et  une  valeur  do  <p  comprise  entre  o et  air,  qui  dépendra  de  l’équation 


tang  y 


é 

a 


Pour  obtenir  ces  valeurs,  il  suffit  d’ajouter  membre  à membre  les  carrés 
des  relations  posées,  et  de  diviser  ces  mômes  relations  membre  à membre. 
Réciproquement,  si  l’on  a 


P = \fa‘‘-\-li‘  et  tang  y ---  -, 


on  en  déduit 


cosy  = 


siny  = 


I 

-l-v/i  -1-tang’y 
. tang  y 
+ V^i  -1-  tang’  y 


Par  conséquent. 


a — f cos  y et 


a ■ , a 

b • . é 

+ t/c/’+6’  +P 

A = P sin  y. 


Ces  résultats  coïncideront  avec  les  relations  prises  pour  point  do  départ, 
si  l’on  a soin  de  choisir  pour  y celui  des  deux  angles  qui,  ayant  pour  tan- 
gente-, a son  sinus  de  même  signe  que  b.  C’est  ce 'qu’on  vérifiera  faci- 
lement. 

Il  est  donc  démontré  que  toute  expression  imaginaire  peut  être  mise,  et 
d’une  seule  manière,  sous  la  forme 


P (cosy  + i siny). 


P = \/ a'  -1-  A’  est  le  module  de  l’expression  imaginaire  ainsi  transfor- 
mée (73),  y en  est  rargiunent. 

Les  quantités  réelles  rentrent  dans  cette  forme  ; car  on  a 

. -I-  A = A ( cos  O -i-  ï sin  O ) , 

— A = A (cosTT +/sin7r). 

8C.  Pour  miilli/ilirr  dett.r  expressions  iwnginnires  sous  forme  trigonn- 
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métriqHe,  il  suffit  de  mullijiUcr  leurs  modules  et  (F ajouter  leurs  argu- 
■ments.  ' 

On  a,  en  effet  (72)  : ^ 

P (cosÿ  -)-/sin(ji)  X p'(coSŸ'  + isinŸ')  = pp'[cos(y  4-^')  isin  (y-f-îf')]. 

» ' 

RéciproCiuemcnt,  pour  diviser  deux  expressions  imaginaires,  il  suffit  de 
diviser  leurs  niodides  et  de  retranelwr  leurs  arguments. 

87.  D’après  le  théorème  précèdent,  le  produit  (Fautant  de  fartciirs 
imaginaires  <pFon  voudra,  s'obtient  en  multipliant  tous  les  modules  et  en 
ajoutant  tous  les  arguments. 

Si  Fon  considère  m facteurs  et  si  tous  deviennent  égaux,  il  faut  élever 
le  module  à la  puissance  m et  multiplier  Fargument  par  m. 

On  a donc 

[p  (cosy  siny)]"  = p"(cos/»iy  + ' sin/»y  ). 

Si,  en  particulier,  on  suppose  le  module  égal  à i,  il  vient 
( cosç  + i sin  Ÿ )"  = cos  m y + 1 sin  m ÿ- 


Cette  égalité  constitue  la  formule  de  Moivre  (*). 

88.  Cette  formule  est  vraie  que  m soit  entier  ou  fractionnaire,  positif 
ou  négatif.  Je  dis  d'abord  qu’on  a bien 


* P (U  V 

( cos  » + / sin  » ) = cos  - -t-  < sin  - • 

' ■ VP 

En  effet,  élevons  les  deux  membres  de  cette  égalité  à la  puissance  p.  Le 
premier  membre  deviendra  cos!f  + /sinŸi  et  il  en  sera  de  même  du  s«‘- 
cond  en  appliquant  la  formule  précédente  (87) , ce  qu’on  a le  droit'de  faire 
puisque  p est  supposé  entier^et  positif. 

On  a aussi 

m 

, . . .P  ntst  . . m<a 

(cos®+ /sin-f  ) ==  cos — ^4-'sm — -t 

' ' ' ' p p 


puisque,  pour  élever  à la  puissance  — j il  faut  par  déOnition  élever  d’a-  * 

bord  la  quantité  considérée  >k  la  puissance  puis  le  résultat  obtenu  à 1a 

puissance  m. 

Enfin, 

(coso  + isinç)~"=  cos(  — n»'5>)4-f  sin  (— «i^). 

,r.ar  . 

(COSiy  + ISin  ?)-"=; •• 

(cosf  + jsm?)  cos/wy  + j sin/«Ÿ 
Or  on  peut  remplacer  i par  coso-f-fsino,  d'où  (86) 
coso4-«sino 


(COS9+  'Sin?)'”’  = 


cos/w?-(-ism«JŸ 


= cos  (—  «I  y)  -fl  sin  ( — w^) 


(")On  remarquera l’aDalogic frappante d»  proprioli'»  precedente»  avec  celles 
de»  ln|>arithme». 
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8!1.  Il  PsI  pssentiel  do  rpmarquer  que  le  premier  membre  de  l'égalité 


(ros»  4-  isins')^  =r  cos  ~ -|-  l'sin  - 
P P 

admet  p valeurs  différentes  (82),  puisque  ce  premier  membre  revient  à 


^cos'f  -H  isiu?,  tandis  que  le  second  membre  n'en  admet  qu’une  seule. 

Pour  que  la  formule  soit  générale,  il  faut  remplacer  ç par  + 
k étant  un  entier  quelconque.  Il  viendra  alors 


, .p  aiir  4-  ! 

[ fos^  4-  (Siny)  — cos 


2 / r 4-  ® 


P P 

et  en  remplaçant  k par  une  valeur  quelconque,  le  second  membre  don- 
nera l’une  des  p valeurs  du  premier.  On  aura  bien,  en  effet  (87), 


cos 


4-  i sin — — = cos  { a X TT  4-  Ÿ ) 4-  f sin  ( a X-  w -f  ç ) 

= cosiy  4-  isin  f. 


Je  dis  do  plus  que,  si  l'on  donne  à X-  les  p valeurs  o,  i , a,  3, . . . , (ya  — i ), 

aX  jr  4-  5 , . . aX  rr  4-  o 

— 4-<sin -,  se- 

’ P 

ront  différentes.  Car  les  arcs  obtenus 


les  p valeurs  prises  par  l’expression  cos 


^ an  4-7  4 -1-  7 

_,  , , 

PP  P 


a(^  — i)n  4-  7 
P 


forment  alors  une  progression  par  différence  dont  la  raison  — repré- 
sente la  partie  de  la  circonférence.  Deux  quelconques  do  ces  arcs 
diffèrent  donc  d’une  quantité  moindre  qu’une  circonférence  et,  par  con- 
séquent, ne  peuvent  avoir  à la  fois  même  sinus  et  môme  cosinus.  Oft 
i trouvera  donc  toutes  les  déterminations  du  premier  membre  de  l’égalité 

I 

, . . .p  aXîT-f^o  . . aX7T4-® 

(co87 -f- isin7)  = cos  ^4-»sin , 

p p 

en  donnant  successivement  à X-  les  valeurs  o,  i,  a,  3,. . . , (^  — i). 

90.  De  même,  lorsqu'on  voudra  rendre  à la  formule  ^ 

m 

I ..•vP  /n®  ..  /no 

( cos  7 4-  J sin  7 ) '^  = cos  — - 4- 1 sin  — - 
P ^ P 

toute  sa  généralité,  on  devra  la  remplacer  par  celle-ci  ; 


, , p aX'TT  -1-  »»o 

(coS7  4- «sin^)  = cos — 


. . aX  TT  -1-  m ® 

■ » sin 1 , 


dans  laquelle  on  substituera  à X-  les  nombres  o,  i,  a,  3, . . . , (/>  — i). 
En  effet,  on  a 

(cos®  -4-  /sin7)'*  = cos/«7  4-  ' sin///7. 
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Si  l’on  divise  maiiilcnant  par  p l’exposant  m du  premier  membre,  c'est- 
à-dire  si  l’on  en  extrait  la  racine  p“"“,  le  premier  membre  admettra  p . 
valeurs  difTérontes  et,  pour  que  le  second  membre  puisse  les  donner  toutes, 
on  devra  le  remplacer,  d’après  ce  qu’on  vient  de  dire  (89),  par 

a/TT-trwv  . . a/ir  -t-mu 
cos -H  I sin i-  • 

p . p 

Applications  trigonométriqnes  de  la  formule  de  Moivre. 

■ . ■ ■ ' • 

IM.  On  a (87)  ' 

cos  m y -(- (■  sin /n  (p  = ( cos  Ÿ -i- I sin  I).  )", 
m étant  entier  et  positif. 

Développons  le  second  membre  par  la  formule  du  binôme,  comme  nous, 
avons  développé  [a  -h  bi)".  Nous  aurons  (7’3) 


COS  mf-^i  sin  m p = 


«os"*  p — - 


m{m  — I ) 


m t • . m (m— i)(m  — 2)(ni  — 3) 
_ CO»"  »ps.n»y->-  ' ■ , . 3 , p, 

y .in  y - cos"-,  y y ^ 

Il  en  résulte  immédiatement  (77) 

/V  • a m 1 ■ 

(l)  cos/»if  = COS  y — — ! ; — • cos  ysiii’y 


c«i!>"“‘sin‘y  — 


III  (m  — I )’  (•»»  — i ) ( /;/  — 3 I 
ï ! 2 7 3 ! 4 


cos"  ‘ y siir y — ..., 


, , _ , . " ml  lit  — I ) ( "'  — * ) »,  • 1 ■ 

(a)  sin/wy  = mcos  ysmy — - — ■ cos  ysin  y 

••  I . V.  • 3 


(//;  — i)(;n  — a)'(m  — 3)(w  — 4)  . . . * 

— — — ^ co5"‘‘ysin‘?  — .... 

. i)  ^ 


I . a . 3 . 4 


Ces  formules  donnent  le  siniu  et  le  cosinus  rPun  multiple  ipieluoifpie 
iPun  are,  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  P arc  si  ni  pie.  . ' * 

En.divisant  membre  à membre  les  formules  précédentes,  on  a ' ' * 


tangniiy  = 


m[m  — I ) ( /n  — a ) 

I . . a 


WJC09"*"'  ysiny  — ^ ■ - — ■ coe"~’Ÿsin’y 


cos""’ y sin’ y ■ 


Divisons  les  deux  termes  du  second  membre  par  cos^y  et  simplifions,  il 
viendra 


m(m — i)(m— a)  , m(nf— i)(m 3ÏÏ/n— .'i)  . 

. 2.3  V,s 

. Ung’y  l.nc‘y-... 


II. 


3o 
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A Paide  de.  cette  formule,  on  peut  obtenir  la  tan  fiente  d'un  multiple 
tpielconque  d’un  arc,  en  fonction  de  là  tangente  de  Parc  simple.’’ 

92.  Reprenons  les  relations  (i  ) et  (a).  On  peut  les  écrire  comme  il 
suit,  en  mettant  flans  les  seconds  membres  cos“?  en' facteur  commun; 

(”>-  0 


cos  ;«  Ÿ — ços"‘ÿ 


1+,  . . . 3 . j 

S • P m[m  — \ (m  — -x)  ’ , ' ~| 

»>tang^^~  ^ -3— tang  y 

If  — cos  fl  ni(m—  r){m  — x\{m  — 3){m  — H)  I 

L+,  . . 3 ■;  4 ;:-5-^tang>f-...J 


Posons  ino  = JC,  d’où  m = -•  Nos  formules  deviendront 

Ÿ 

— lang’f 


• ’ , r , _ liiZLll . î£2s!l  “I 

cos.r  3T  cos”f  I r ' \f*  \ I < r 

I x(4:— f)(x  — af)(.T  — 3f ) tang'f  I 

. • . a . '3.  . 4 f'  • ■■■  J 

[X  .x(x  — f)(.r  — afhtanÿf  -i 

, x(x  — f)(x  — «f)(x— 3f)(x— 4f)  lang>l_  I 
• 1*  . a . • 3 . 4 ■ • 5 f‘ 


Faisons  converger  f vers  o ; x étant  supposé  rester  invariable,  m pren- 
dra des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  foarnies  par  la  relation  m = - • 

• Ÿ 

A la  fimile,  f devenant  o,  on  aura  (Trig.fSi) 

(i)  . = I et  cos“f  = I (*). 


‘ (^)  11  est  nécessaire  de  prouver  qu'on  a rigoureusement  cos  p"  = i , quand 
on  suppose  p = 0 et,  par  suite,  ni  = cc  ; Lorsque  p n’est  .pas  encore  o,  mais  a 
une  très-petite  valeur,  m n’est  pas  encore  inflni,  majs  a une  très-grande  valeur. 

On  a donc  A élever  it  une  très-grande  puissance  une  quantité  très-peu  diflérente  ' * 

de  f,  q^ais  qui  tombe  au-dessous  de  1.  fcc  résultat  obtenu  est  donc  toujonrs  in- 
férieur it  l’unité.  Ainsi,  on  a toujours  C08'"p_  on,  cc  qui  revient  au  même, 

* x"  . • » . 

COS" I . 

m 

D'autre  part  (Ti'g.,  2é).  on  a 


cos  — = I -r  a sin* 


c'est-à-dire 


cos  — > I — ; , ou  cos" 

m xm' 


— > (' 
m \ 
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Par  suite,  il  vieiulra 


4% 


COSX  = I 1 r-T . 

I .-A  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. a. 6 

X x'  x‘  x' 

siiix  = 


I 1.2.3  1.2. 3. 4. 3 I .2. 3. 4. 5. G. 7 


On  obtient  ainsi  les  déerloppemcnts  du  sinus  et  du  cosinus  d’un  arc,  en 
fonction  des  puissances  croissantes  cft  arc.  Cc8  développements  sont 
illimités,  puisque,  quand  on  suppose  = o,  m atteint  une  valeur  inrinie. 

On  démontre,  comme  nous  le  verrons  bientél  (Livre  11),  que  les  séries 
ainsi  obtenues  finissent  toujours  par  devenir  convergentes. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

I®  Réduire  l’expression  \!(é  + 1 en  fraction  contintie. 

2°  Protiver  que  toute  fraction  continue  périodique  représente  la  racine 
d’une  équation  du  second  degré. 

3“  Trouver  un  nombre  tel,  qu’ên  le  divisant  par  5,  7,  n,  on  obtienne 
successivement  pour  restes  3,  5,  8.  . 

4®  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  le  système 

s=  3o, 

20  X + 4/  -+•  Z = 120. 

5°  Résoudre  l’équation  x*  — 2x*  cos  y 4-1  = 0. 

G®  En  appelant  a l’une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité,  vé- 
rifier la  formule 

{a  + b + c)(a  + bx-^ca})(a-\-ba.’  + ca.)  = cf  +lé  + c‘  — iabr. 


f.-— ' 

1—1  — *>  • - 

X*  , 

f.-  — V 

\ 2»«’> 

f 2 m’ 

r ’”•’/ 

>1—2- 


/ * \ ^ t * l * ^ 1 ^ 

(1 ;)  >1—3 î-t-a-T— ;»  O»  (' i ) >1  — 3 ^ 

\ 271*/  2 m*  4"*  \ 2 m’/  2 m’ 

Kn  continuant  ainsi,  on  arrivera  ii  l'inccalité 

/ x’  ' x’ 

\ 1 né  ) 2 m’ 


Il  en  résulte  que  cos"  — est  à la  fois  moindre  que  l’unité  et  plus  nrand  que 
m 

X*  • X* 

I — = I La  Uraitc  do  cette  dernière  uuaniitè  éunt  l'unitè  iiuand 

am*  am  ' y * , 

V J.  . 

m devient  inOni.  il  en  est  do^èmo  de  cos*  — ou  de  cos*p.  '•*  a ' 'T- 

m ^ ^ . 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

SÉRIES  ET  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  SI:K  les  SÉRIES 


Définitions . 


D3.  Comme  nous  l’avons  déjà  dit  (Âlg.  étém.,  104),  une  série  est  une 
suite  indéfinie  de  termes  qui  se  déduisent  les  uns  des  autres  d'après  une 
loi  déterminée. 

Il  peut  être  utile  de  remplacer  par  des  séries  certaines  fonctions  com- 
pliquées, soit  pour  calculer  plus  simplement  leurs  valeurs  numériques, 
soit  pour  étudier  leurs  propriétés.  Mais  alors  il  faut  que  Ui  série  employée 
ait  réellement  pour  limite  lu  fonction  considérée. 

Les  séries  les  plus  simples  sont  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières et  croissantes  de  la  variable,  et  ce  sont  aussi  les  premières  qu'on 

ait  rencontrées,  en  appliquant  la  règle  de  la  division  à la  fonction 


et  celle  de  l’extraction  des  racines  à l’expression  ÿjari-bx. 

Lorsqu’une  série  a une  limite,  peu  importe  le  nombre  de  termes  qu’il 
faut  y considérer  s'il  ne  s’agit  que  d’une  démonstration  indépendante  de 
toute  valeur  numérique.  Au  contraire,  s’il  s’agit  d’obtenir  une  valeur 
suffisamment  approchée  de  la  fonction,  il  est  nécessaire,  pour  que  les  cal- 
culs ne  deviennent  pas  impraticables,  que  le  dernier  terme  de  la  série 
dont  on  doive  tenir  compte  ne  soit  pas  trop  éloigné. 

Nous  nous  bornerons  ici  à étudier  les  séries  en  elles-mêmes , c’est- 
à-dire  nous  chercherons  quet()ucs  caractères  qui  permettent  de  s’assurer  , 
de  la  légitimité  de  leur  emploi. 


04.  üne  série  est  convergente,  lorsque  lu  somme  de  ses  termes,  à me- 
sure qu’on  en  considère  davantage,  converge  vers  une  certaine  limite. 
Une  progression  géométrique  décroissante  est  une  série  convergente. 

Toute  série  qui  n’est  pas  convergente  est  dite  divergente.  L’emploi 
d’une,  ]Kircillo  série  ne  présente,  en  général,  aucune  utilité. 

Une  série  est  divergente,  soit  parce  que  la  somme  de  ses  termes  aug- 
mente indéfiniment,  comme  cela  a lieu  dans  les  progressions  géométri- 
ques croissantes  il  soit  parce  que  la  somme  do  ses  termes  oscille  entre 
cerlaine.s  valeurs  .«ans  converger  vers  une  limite  fixe,  comme  cela  a lieu 
pour  la  série  -(►  i — i ’4-  ' — < + 

95.  Dans  ce  (pii  suit,  la  sérié  considérée  sera  représentée  par  la 
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somme  des  termes 


«,  + «,  4-  «J  4-  H,  + ...  4-  ",  4-  ",  n 4-  1 4 . . . 


4^9 


Nous  désignerons  par  U la  somme  de  la  série  ou  sa  limite,  par  U.,  U, , , , 

L',,.,, les  différentes  sommes  obtenues  en  considérant  les  //,  les 

" 4-  1 , les  « 4-  a, ... , premiers  termes  de  la  série.  La  dilTérence  U — U, 
s’appelle  reste  de  la  série. 


96.  Il  est  d’abord  évident  que,  lorsqu’une  série  est  convergente,  ses 
termes  approchent  indéfiniment  de  zéro.  Dans  ce  cas,  en  effet,  pour  n 
assez  grand,  il  faut  que  la  différence  U — U,  soit  moindre  qu’une  quan- 
tité a aussi  petite  qu’on  voudra,  sans  quoi  la  série  ne  tendrait  pas  vers 
une  limite  fixe.  Donc  la  différence  de  deux  sommes  consécutives,  à partir 
d’un  certain  rang,  sera  moindre  que  a si  elles  ne  comprennent  pas  U 
entre  elles,  et  moindre  que  aa  si  elles  comprennent  U.  Or  la  différence 
de  deux  sommes  consécutives  est  le  dernier  terme  considéré.  Par  consé- 
quent, à partir  d’un  certain  rang,  les  termes  de  lu  série  sont  inférieurs  à 
aa  , c’est-à-dire  convergent  vers  zéro. 

Mais  la  condition  indiquée  /teut  e'tre  rem/dic  sans  que  la  série  soit 
eiinvergente.  Par  exemple,  la  sérié 


I I I I 

a 3 4 5 


n’est  pas  convergente,  et  cependant  ses  termes  approchent  indéfiniment 
de  zéro.  Elle  n'est  pas  convergente,  car  la  somme 


— 1 ; h-  . . . -I 

"4-1  « -4-  a a n 

est,  quel  que  soit  n,  plus  grande  que  ^ i puisqu'elle  se  compose  do  n 

termes  plus  grands  que  sauf  le  dernier  égal  à A partir  d’un 
terme  quelconqiu-,  on  peut  donc  prolonger  assez  la  série  pour  faire  croitre 
sa  somme  de  Et  il  en  résulte  que  cette  somme  peut,  en  considérant  un 

nombre  suffisant  de  grou^ies  plus  grands  que  surpasser  tonte  limite, 
donnée. 


97,  I.  Pour  qu’une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu’en  pre- 
nant n assez  grand,  la  somme  tPun  nombre  quelconque  de  termes  après 
les  n premiers,  tombe  en  valeur  absolue  au-dessous  d’une  quantité  donnée 
aussi  petite  qu’on  voudra. 

En  effet,  si  la  série  est  convergente,  les  sommes  consécutives  U,, 
U„i , . . . , U.^,,  diffèrent  toutes  de  D d’une  quantité  a aussi  petite  qu’on 
voudra.  Et  il  en  résulte  que  leurs  différences  (de  la  première  à la  der- 
nière), exprimées  par 


sont,  en  valeur  absolue,  toutes  plus  jietites  que  aarr  a'  (96). 

Kéeiproqiicment,  si  U,  et  ü,,.,,  p étant  quelconque,  different,  en  va 
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leur  absolue  et  pour  « assez  srand,  d’une  quantité  moindre  que  a',  U ne 
peut  surpasser  Ü„  + a'  ni  tomber  au-dessous  de  U,  — a’.  Par  conséquent, 
U approche  autant  qu’on  veut  de  U, ±a'...  et,  dôs  lors,  a une  limite 
déterminée,  de  sorte  que  la  série  est  convergente. 


08.  II.  11  suit  de  ce  théorème  que,  lorsqu'une  série  est  convergente 
qunml  on  prend  tous  ses  termes  avec  le  même  signe,  elle  l’est  encore 
lorsqu’on  les  multiplie  tous  par  un  même  nombre  ou  par  des  nombres  dif- 
férents, positifs  ou  négatifs,  mais  finis. 

En  effet,  la  somme  arithmétique  des  termes  de  la  première  série  est 
supposée,  à partir  d’un  certain  rang,  moindre  que  toute  quantité  donnée. 
Il  en  sera  donc  de  mémo  dans  la  série  transformée  ; car  la  somme  de  ses 
termes' à partir  du  même  rang  tombera  au-dessous  du  produit  de  la 
somme  des  termes  correspondants  de  la  première  série,  par  le  plus  grand 
des  facteurs  introduits  qui  a une  valeur  déterminée. 

ôn  S0i.pcut  pas  toujours  reconnaître  que  la  somme  d’un  nombre 
quelconque  do  termes  de  la  série  considérée  tombe,  i partir  d’un  certain 
rang,  au-dessous  de  toute  quantité  donnée. 

Il  faut  alors,  pour  se  rendre  compte  de  la  nature  de  la  série,  avoir 
recours  à d’autres  théorèmes.  Nous  allons  indiquer  les  plus  simples,  en 
considérant  d’abord  les  séries  dont  tous  les  termes  sont  positifs. 


Séries  dont  les  termes  sont  positifé. 


100.  Lorsque  les  termes  d’une  série  sont  tous  positifs,  la  somme  des 
termes  croit  sans  cesse  : indéfiniment  si  la  série  est  divergente,  en  s’ap- 
prochant d’une  certaine  limite  si  la  série  est  convergente. 

11  suffit  donc  pour  prouver,  dans  ce  cas,  la  convergence  de  la  série,  de 
reconnaître  que  la  somme  de  scs  termes  ne  croit  pas  indéfiniment. 

Si  la  série  donnée  a ses  termes  constamment  plus  petits  que  les  termes  ' 
correspondants  d'une  autre  série  convergente  à termes  positifs,  élle  sera 
convergente.  Si  elle  a scs  termes  plus  grands  que  ceux  d’une  autre  série 
divergente  à termes  positifs,  elle  sera  divergente. 


101.  En  s'apuyant  sur  la  remarque  précédente,  on  démontre  immédia- 
tement le  théorème  suivant  : 


III.  Soient  deux  séries  à termes  positifs 


«,  -1-  + . . .-f-K, -r«,+,  + . . ., 


V U 

si  Fou  a eonstumment,  à partir  <Fun  certain  rang,  -tttl  <;  , fa  ron- 

ivtgenee  de  la  première  série  entraînera  celle  <le  la  seconde  série. 

En  effet,  on  a alors 


> 


(I  ^ 

Si  l'on  multiplie  la  première  série  par  — » tous  ses  termes,  à partir  du 

"«  « 

(o-t-  deviendront  plus  grands  que  les  termes  corresjwndants  de  la 

stvondo  série,  et  elle  ne  ce.ssera  |»as  d'étre  convergente  (98,  11),  La  se- 
conde série  sera  donc  convergente  i ItM*), 


♦ 
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Si;  la  prcmioro  série  étant  divergente, *on  a au  contraire  — < j la 
seconde  série  sera  divergente. 

102.  rV.  Une  série  à termes  positifs  est  convergente  si,  à partir  d’un 
ectiain  rang,  le  mpfmrt  dun  ternie  au  précédent  est  enmlainmenl  infé- 
rieur à une  limite  fixe  moindre  que  Punité.  FAlefest  divergente,  lorsque  , 
le  rapport  considéré. est  consianpnent  supérieur  à f unité.  ' 

Soit  la  série  . • ' ■ < 

■ • ",  + «,  + «3  + ... 

U ^ " 

Supposons  que  ait  une  limite  a moindre  qve  l’unité,  on  pourra  choi- 

■ • 

sir  un  nombre  A compris  entre  a et  l’unité,  et  prendre  h assez  grand 
pour  écrire 

'is±i  . 

On  en  déduit  ; j ‘ 

“.-M  <«,*t  ' ".-,3  <■". A\  . 

Par  conséquent,  tous  les  termes  do  la  série,  à partir  du  («-+-  i)““%'sont  ' 
moindres  que  ceu\  do  la  progression  géométrique  décroissante 

* _ ^ td  fd  “i~-#  • • •.  • • 

La  série  pro(K)sée  csl  donc  convergente  (ibo).  ' '• 

On  a d’ailleurs,  dans  ce  ras,  , • . 

'<» -t- «,+,  -f- «,+j  4- . . . <«,  ('  -h  ^ . • .)> 

c'est-à-dire  [Alg.  élém.,  101  ) . , ‘ , 

lim(K,-t-«.^,4-«,,,4-.*..) 


-X’ 


de  sorte  que  l’crrour  commise,  en  s'àkTètant'dan’s  la  sommation^ du  la  série 
au  terme  est  moindre  que  "" 


Si,  au  contraire,  le  rapport a une  limite  a supérieure  à l’unité,  011 

pourra  clioisir  un  nombre  X compris  entre  l 'et  a,  et  prendre  n ass^z 
grand  pour  écrire 


îîi±i>4t,  î^=i?>X, 


> X,.... 


Les  termes  do  la  série  proposée  seront  alors,  à partir  du  ( « -f-  1 plus 
grands  que  ceux  de  la  progression  géométrique  croissante 

. * X'  4—  i/j,  X'^‘-4—  X'^  . . • , ' 

■ (’aïtlo  stlrie  sera  donc  divergente  (100). 

Lorsque  la  limite  a est  égale  à Punité,  on  ne  petit  plus, rien  affirmer  : 
ta  série  peut  être  convergente  nu  divergente. 

Il  csl  bon  de  remarquer  que  lo  rapport  — ' ne  l^nd  pas  loujoure  vers 

• . • • 
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une  limite  déterminée.  Il  suffit  que  Ce  rapport  finisse  par  rester  toujours 
nu-dessous_  d’un  nombre  déterminé  plus  petit  que  i pour  que  la  série  soit 
convergente,  au-dessus  d’un  nombre  déterminé  plus  grand  que  i pour  que 

• • ' /f 

la  série  soit  divergente.  On  ne  peut  rien  affirmer  si  le  rapport  est 
tantôt  plus  petit,  tantôt  plus  grand  que  i. 

J 03.  Exemples;  •,  ' . 

i"  Soit  la  sérié 

X ad  jd'  x" 

> H 1 1 5 ■!••'..  H 5 ; 1 5 . 

I I . a 1.2.3  . 1 . 2 . 3 ...(«—  I ) 1 . 2 . 3 . . . n 

Il  JC  • 

Le  rapport  est  ici  représenté  par  - : pour  n assez  grand  et  pour  uno 

valeur  déterminée  de  x,  il  finira  donc  toujours  par  tomber  au-dessous 
de  1.  Donc,  quel  que  soit  x,  la  série  considérée  est  convergente. 

2"  Soit  la  série  * 

’ X x’  •’x’  * * Æ*  x"-“ 

- -i h-:r'+  ...H 1 ^ k ....  • ■ 

On  a ici 


' l.e  rapport  considéré  a donc  x pour  limite.  Si  x est  moindre  que  1 , la 
série  est  convergente  ; elle  est  divergente,  si  x est  supérieur  à 1 . 

Si  l’on  suppose  x = i , on  retombe  sur  la  série 

. ' < > I . . > • " 

— I 1 -+-... 

12  3 « « -I-  I 

déjà  considérée  (96),  et  nous  savons  qu’elle  est  divergente. 

On  donne  à cette  dernière  série  le  nom  de  série  harmonique,  parce  que 
trois  termes  consécutifs  ou  trois  termes  équidistants  quelconques  y forment 
une  pm/Kirtion  hiirmnniqiie  (Conipt.  de  Géom.,'ik).  On  a bien,  en  effet. 


• « 

n+  1 

n 

1 

1 1 1 

• «4-  I 

//  4-  1 

n 4-  2 

ou,  plus  généralement, 

1 

i 

i 

# // 

n -hp 

// 

1 • 1 I 

n -H  P 

n -f-  2/; 

n 4-  2/y 

?*'  Soi  t la  série 

1 , 1 1*  1 

. ' 

7)7 : 

1 0 * •%  y ^ ' 

• 1.2  2 ..3  J . 4 
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On  a ici 


^ ^ * 

(«  + i)(«+a)‘  n(«4-i)  n+1 


La  limite  z (102)  étant  égale  à l’unité,  on  ne  peut  rien  affirmer.  Mais,  en 
.remarquant  que 

' . * I ^1  *1 

.,  «(n+i)“/i  n+i' 

■*  • 

on  peut  évidemment  écrire 


.T  I I I I I 

. U«—  • ^ 

' a a 3 3 4 


n « + I 


Il  4-  I 


et  cette  égalité  prouve  que  la  série  est  convergente  et  que  sa  limite  est 
l’unité. 

4“  Sçit  la  série  ■ • • ■ 


I 1.3  , . 1.3.5  , 

■ - .r  4 .r-  4 — j4 

a a . 4 a . 4 -O 

i.3. 5 . . . ( a«  — 


1 . 3 . 5 . . . ( a /I  — 3 ) 
a, 4 .6  ...  (ara  — a') 


,r"- 


a . 4 . 6 • ..ara 


j:- 4-  .... 


On  a 


■4-1 


U ^ 

La  Fimito  du  rapport  est  égale  à zr.  La  série  est  donc 

t - 

pou|’x<  I et  divergente  pour  x>  i.  * ^ 

Si  l’on  suppose  .r  = i,  on  ne  peut  prononce!*  immédiatement.  Pour  dé- 
cider, comparons  lu'  série  proposée  avec  la  série  harmonique 


4--4-^4- J- 
a 3 4 


«4-  I 


Los  deux  premiers  termes  sont  les  mômes  ; mais  on  a au  delà 


a. 4 ^ 3’ 


1.3.5  I 1.3. 5. ..(ara  — 3)1 

a. 4. 6 4'  ' a.’4.6  . . . (ara  — a)  « 


Kn  effet,  pour  passer  dans  la  série  harmonique  du  terme au  terme 


T I il  l’eut  multiplier  — ' par  " ^ ' 


plicateur  correspondant  à employer  est 


ra  — I 

Dans  la  série  proposée,  le  multi- 
a«  — 3 

^ ; et,  pour  qu  on  ait 


a ra  — 3 ^ II  — I 
^ ■■  1 
2 fi  — ‘À  " fc 

qu’on  dépasse  les  doux  [iremicrs  termes.  Ainsi,  les  termes  de  la  série  con- 


il  suffit  que  ra  soit  plus  grand  que  a,  c'est-à-dire  il  suffit 
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sidérée  sont,  à partir  du  troisième,  constamment  «upérieurs  aux  termes 
' correspondants  de  la  série  harmonique.  La  série  proposée  est  donc  diver- 
gente. 

On. aurait  pu  encore  s'appuyer  sur  le  théorème  III  {101  ) pour  prouver 

V V 

la  divergence  do  la  série;  car,  en  formant  les  deux  rapports  ~ et'  > 
on  a . y 

1.3.5.. .  ( a»  — 3 ) 1 . 3 . 5 . . . ( 2/r  — i ) * , 

2.4.6.. . (a«  — 2)  ^ 2.4.6  ...  2// 

■ I .1  • • ‘ 

' fl 


• «+  I 


En  simplifiant,  il  vient  en  effet 


^('l+i  ) (2«  — 1 „ , ^ 

«<- — 1 d ou  Ion  tire  «>  1. 

2 « . 


Donc,  à partir  des- seconds  termes,  la  condition  <.  est  remplie.  ‘ 

• , «„  «,,.1  • , 

5“  Considérons  enUn  la  série  rcmarijuable  . • ■ 


111- 
I ’+  — .H 1 1- 


+ . 


Le  rapport  est  égal  à • ..... 

(«-(-1)?  /l“  \"  + '/ 

'h  tnfiai,  la  limite  de  ce  rapport  est  i.  On  no  peut  donc  |tas  pio> 
Bncer:’  >»i 

Mais  si  l’on,  suppose  a=  i,  on  retombe  sur  la  série  harmonique  • 


1-4- --(-^-1-7 -H — 

2 3 .4  II  fl -h  i 


Si  a est  < 1 , les  termes  de  la  série  proposée  surpassent  les  lermas  cor- 
res|)ondanls  do  la  série  harmonique  ; la  série  est  donc  alors  divergente. 
Si  l'on  a a>  1,  on  peut  grouper  les  termes  de  la  série  comme  il  suit  ; 

•'  ,,(±  + 1.),  + 

\2*  3»;  •.V4“  i*  7“/ 

Le  second  groupe  est  moindre  que 


ou  que 


Le  ttuisieme  groupe  est  moindre  que 


• -r-  ou  qil'' . r- 
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D’une  manière  générale,  chaque  grou|>e  ferme  une  somme  moindre  que 
la  fraction  initiale,  multipliée  par  son  dénominateur  (abstraction  faite  do  * 
l'exposant  a).  Ainsi,  le  groupe 


(a"-' 4- 1)“  ■■  (a"-!)’ 

est  moindre  que 


a("— ')« 


Les  termes  do  la  série  considérée  groupés  de  cette  manière  tombent  donc, 
à partir  du  second  groupe,  au-dessous  des  termes  correspondants  de  la 
progression  par  quotient  . ■ . 

I . I ‘ i 

-L  —zn. — r;  + • • •+  - — ttt" — rr  + --  ■ 


^aCa-i) 


a("— 0(«— 0 


dont  la  raison  est  — — . et,  comme  a est  > i,  cotte  progression  est  dé- 
, •.  1 > 

croissanle.  Donc  la  série  proposée  , divergente  pour  a < i , est  conver- 
gente pour  a > I. 

I » 

« 

Séries  dont  les  ternes  peuvent  avoir  des  signes  qneleonqnes. 

•* 

104.  Lorsqu’en  rendant  tous  leé'  termes  d’une  série  positifs,  elle  est 

convergente,  elle  le  reste  évidemment  lorsqu’on  restitue  aux  termes  leurs 
différents  signes  (98,  II).  Mais  6n  ne  peut  pas  affirmer  qu'uge  série  qui 
devient  divergente  parce  qu’on  prend  tous  ses  termes  positivement,  l'est 
en  réalité.  ’ 

105.  V.  Lorsque  les  termes  iPiine  série  eonver^ent  vers  zéro  en  déenis- 
snnt  (Piin  terme  à V autre  ci  en  étant  nUvrnativcment  fjositi/s  et  négatif  t, 
ta  série  est  convergente. 

Prenons  un  nombre  quelconque  de  termes  à partir  de,  //,  et  formons 
leur  Somme.  Comme  les  signes  des  termes  extrêmes  peuvent  être  positifs 
ou  négatifs,  nous  devrons  écrire 

• ± ' ■ . 

La  valeur  de  la  parenthèse  ou  la  valeur  absolue  de  la  somme  considérée 
est  évideiiimenl  moindre  que  ce  qu’on  ajoute  tombant  toujours  au- 
,;d(SsoÛ8  de  ce  qu’on  retranche  ; et  comme  «,  tend  vers  zéro,  la  série  est 
■ consergtmto  (97,  I). 

* rtn  niii.!  I.,j>  a:ir/..<nni..s  L.nrr.nw,o  17  17  )U,+  1 soot  altemalivO' 


les  dilTérenUis  sommes  U, , ü. 


Do  plus, 

' ment  plus  grandes  et  plus  petites  que  la  somme  de  la  série;  car,  on  s'ar- 
rêtant. inclusivement  à nn  terme  positif,  on  a une  somme  plus  grande  que 
' la  limite  de  la  série  et,  en  s’arrêtant  à un  terme  négatif,  une 'somme  plus 
jK'tili'.  Un  voit*j»en  mémo  temps,  que  l’erreur  commise  en  prenant  « 
termes  riiÇ:'fe(?^rie  est  moindre  que  le  terme  .auquel  on  s’arrête,  c’est' 
■’Ü-dirc  Miïèf'lo  ( ^ -f-  1 
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106.  Exemples  ; 
r Nous  avons  trouvé  (92)  ; 


. cosx  =F  I — 


i.a  i.a.3.^ 

— la-l 


i.a.3.4  ••••  ( — a)  1 .2.3.4  ...  an 

x'  x“ 


sin  or  = - — . 5 H „ , 

I 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 


+ 


1 .2. 3.4.5. ..  (an  — i)  1 .2.3. 4.5  ..  .(an  + 1) 

Si  l’on  suppose  qu’on  donne  le  signe  + à tous  les  termes,  le  rapport 
'iï±i  est  : • 

pour  la  première  série 

et,  pour  la  seconde, 


(an  — i).an 


2 « ( 2 n I ) 

La  convergence  de  ces  <leux  séries  est  donc  vérifiée  (104). 
2'  Soit  la  série 


<4 + . . . . 

. 1.2  1.2.3  1.2. 3, 4 1.2. 3. 4. 5 

L?s  termes  vont  en  décroissant  d'un  terme  à l'autre;  ils  convergent  vers 
zéro  et  sont  alternativement  positi(s  et  négatifs  : la  série  est  convergente. 
Si  l'on  considère  les  dix  premiers  termes  de  la  série,  on  approche  de  la 
somme  aveé  une  approximation  marquée  par  le  onùème  terme  ou 

I 

= 0,000000002 

1.2. 3. ..12 


107.  Remarques.  — 1.  Quand  une  série  dont  les  termes  ont  des  signes 
quelconques  est  convergente,  on  a le  droit , sans  changer  Pordre  des 
termes,  de  les  grouper  deux  par  deux,  trois  par  trois  ; et  l’on  peut  arriver 
ainsi  à des  séries  plus  rapidement  convergentes.  Mais  si  la  série  était 
divergente,  les  réductions  ainsi  opérées  pourraient  la'  transformer  en  série 
convergente. 


II..  Quartd  les  termes  d’une  série  ont  des  signes  quelconques,  on  no  peut 
pas  affirmer  qu’en  les  groupant  de  telle  ou  telle  manière  on  obtiendra  la 
même  série , parce  qu’on  peut  prendre  dans  un  cas  plus  de  termes  posi- 
tifs ou  négatifs  que  dans  l’autre.  Ainsi  la  série,  si  elle  resté  convergente, 
peut  ne  plus  avoir  la  même  somme,  et  elle  peut  devenir  divergente,  a. 


Définition  du  nombre  e. 


108.  Soit  la  série 


I 

I .2 


I 

1 .2.3 


1.2.3 


Nous  avons  déjà  vu  (103,  1°)  que  cette  série  était  convergente.  U est 
facile  <lc  dé  montrer  rptr  sa  somme  est  comprise  entre  j.  et  3 , et  que  relie 
somme  est  un  nnmhrc  inenmmensilrahle. 
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La  somme  de  la  série  surpasse  a,  puisque  a ^ représente  la  somme  de 

ses  trois  premiers  termes.  De  plus,  les  termes  suivants  sont  inférieurs  aux 
termes  de  la  proRression  par  quotient 


qui  a pour  limite . 


I 


I a 


I 

a 

• ♦ 


La  somme  de  la  série  tombe  donc  au-dessous  de  3. 

Supposons  maintenant  que  la  somme  de  la  série  soit  une  quantité  coin- 

mensurable  — • On  aurait 
n 


n ' I I .a-~^  i.a.3~*~“’~^i.a.3...«~^i.a.3...n(«  + i) 
ce  qu’on  peut  évidemment  écrire 


m .1.1  I 

— — I H 1 h ■»  .. 

n I ' • 3 , > ■ a . 3 

”^i.a.3.../i'^i.a.3.../jf«-t-i~*~  (n-4-i)  (/»+a) 


Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  i\a.3.../<,  le 
premier  membre  devient  un  nombre  entier.  Il  en  est  de  même  do  toute 
la  partie  du  second  qui  précède  la  parenthèse,  et  cette  parenthèse  ne  se 
trouve  plus  mnilipliéo  que  par  i.  Or  la  quantité  qu'elle  renferme  est 
moindre  que  i,  car  elle  est  inférieure  à la  wmme  des  termes.de  la  pro- 
gression 

I I I • 

c'est-à-dire  à 


n + i I 

I n 

L’égalité  admise  est  donc  impossible,  et  la  somme  de  la  série  est  bien  un 
nombre  incommensurable  : on  le  désigne  par  la  lettre  e. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  écrire 


ü = :-A  - - + R, 


T f 

I I . î 1 . a , 3 
R ayant  péur  expression 


I . a . 3 . . n 


I r 1 I 1 * 

I . a . 3 . . . « 1_  /»  -H  I ( « -f-  I ) { /»  4-  a)  ' ‘ ’ J 
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Mais,  puisque  la  parenthèse  est  moindre  que  - > on  aura 


H < 


1 . 2 . 3 . . . 


L’erreur  commise  en  calculant  les  («  4- 1)  premiers  termes  de  la  série  est 
donc  moindre  que  la  partie  du  dernier  terme  considéré.  On  opérera 
IKîs-rapidcmcnl,  les  termes  réduits  en  décimales. se  déduisant  les  uns  des 
autres  par  sim|>lc  division.  En  conservant  les  tluiizc  premiers  termes  de  la 
série,  on  obtient  avec  sept  décimales  exactes  la  \ aleur 

e = 2,7182818. 


Limite  de 


('+,17) 


109.  Considérons  l’expression  • Chacun  des  facteurs  qui  la 

composent  tend  vers  Cunité  quand  m augmente  indéfiniment;  mais  comme 
leur  nombre  est  alors  infini,  on  né  peut  plus  admettre  que  la  limite  du 
produit  est  égale  au  produit  des  limites  des  facteurs  {Geom.,  132),  c’est- 
i-dire  à l'unité. 

Pour  trouver  la  véritable  limité,  appliquons  la  formule  du  binôme, 
m étant  supposé  entier  et  positif  ; il  viendra 


(J \"  m i 

1+.:^)  =14 

^ mj  V m 


mlm  — i] 


1.2  m‘ 
m(m  ~ i). . .[m  — « 4- 1 ) l 
< . . n nf 


I . 


Comme  dans  chaque  terme  du  second  membre  l’exposant  de  m au  dé- 
nominateur est  égal  au  nombre  des  facteurs  du  numérateur,  on  i>eut 
écrire  ee  développement  de  la  manière  suivante,  en  effectuant  la  division  ; 

R désigne  la  somme  des  termes  qui  viennent  après  les  (/i  -t- 1)  premiers. 

On  voit  immédiatement  que  les  numérateurs  des  différents  termes  du 
développement  étant,  à partir  du  troisième,  moindres  que  l’unité,  les 
termes  de  ce  développement  sont,  à partir  du  même  rang,  inférieurs  é 
ceux  qvii  leur  correspondent  dans  la  séi^ 


c = I 4 h- 


1 .2.3. . :n 


Ainsi  ^>4-,),^  est  moindre  que  e.  Mais  remarquons  que  le  ternie 


général 
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à mesure  que  m augmente  indéfiniment,  approche  autant  qu'on  veut  du 

• » 

I .'a. 3. . .‘n 

Par  conséquent*  en  donnant  à m une  valeur  convenable,  les  ( //  + i ) pre- 
miers termes  du  développement  de  donneront  unO' somme  qui 

différera  aussi  peu  qu'on  voudra  do  la  somme,  des  ( « -1- 1 ) pre’m'icrs  termes 
de  la  série  c;  et  cela,  quelle  qiie  soit  la  valeur  finie  attribuée  à n.  Mais 
la  différence  entre  celte  somme  et  e peut  devenir  aussi  petite  qu'on 
veut  (108).  Par  conséijuent,  la  dillérencc  entre  r et  la  somme  des  («-+-i) 

premiers  termes  de  peut  aussi  devenir  aussi  petite  qu’on  veut; 

et  il  en  est  de  môme,  à plus  forte  raison,  de  la  différence  entre  e cl  le 

développement  complet  de  + i de  sorte  qu’on  peut  poser 


lim 


m étant  supposé  entier  et  croissant  indéfiniment. 

* ’llO.  Supposons  maintenant  m fractionnaire,  et  admettons  qu'on  ait, 
!>  désignant  un  nombre  entier  très-grand  et  > étant  moindre  que  l'unité, 

m = /J  -f- 

m sera  compris  entre  et  -f- 1 , et  l’expression  erilrc  les  ex- 
pressions ^i4- . En  effet,  la  première  expression 

est  pUis  grande  que  ( i+  — ) , puisqu’on  a augmenté  à la  fois  la  quan- 

• » \ tïi  J , 

lité  élevée  à la  puissance  et  l’exposant  de  la  puissance.  Ijl  seconde  ex- 
pression est  au  contraire  plus  petite.  On  a d'ailleurs 


et 


/,>  étant  supposé  très-grand,  les  facteurs  et  ^i-+- ‘dif- 

fèrenC  de  e aussi  peu  qu’on  voudra,  tandis  que  les  facteurs  • + “ Pt 
5 coBvergont  vers  l’uniléi  On  peut  donc  encore  écrire,  dans  le' 


1 + 


cas  dp  m fractionnaire, 
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Si  l'on  pose 
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I • „ . I 

— = a,  a OU  m = -, 
m a 


on  a 


lim  (i  4-  «)“  = 

Ainsi  a Étant  une  quantité  /xisiiii’r  quelconque  qui  tend  vers  zéro,  l'ex- 

I * • ^ 

pression  (i  4-  a)“  tend  vers  r.  ' 

ill.  Il  reste  à considérer  le  cas  de  ^ ou  de  a négatif  oi  tendant  vers 
zéro.  On  pourra  alors  poser 


P étant  une  quantité  positive  qui  tend  vers  zéro.  On  a,  d'après  l'égalité 
précédente, 


et 


i+p 


i±È 


l + S 


('  + =')“=(-t4^)  ’.  =('+P)^  =(.4-S)^(i  + &). 


B étant  une  quantité  positive  qui  tend  vers  zéro,  on  voit  que  (14- »)“ 
tend  encore  vers  c dans  le  cas  considéré. 

En  résumé,  de  ^iieltfue  manière  que  a.  tende  vers  zéro,  on  peut  tou- 
jours éerire  , 


lim  (1  4-a)“  = e. 

112.  Note.  Nous  savons  (t.  I,  Note  III)  qu'on  peut  déünir  un  sy.stème 
de  logarithmes  à l’aide  des  deux  progressions 

H ...  : (i4-a)"’  : (i4-a)“'  : « : («4-»)'  : (i  4-*)’  : 

7...  — aft  . — P .o.  P . 2p  ....,• 


« étant  une  quantité  extrêmement  petite  qui  converge  vers  zéro.  . 

On  peut  établir  un  certain  rapport,  d'ailleurs  arbitraire,  entre  les 
'accroissements  a et  p des  termes  i et  o des  deux’progrcssions,  cl  poser 


• p = Ma. 

M est  ce  que  Neper  appelait  le  mmUde  du  système  considéré.  Si  l’on 
suppose  M = I,  les  deux  progressions^ deviennent 

H ...  : (i  4-a)  ’ ; (i  4-  a)"'  : I : (l  4- a)'  : (i  4- a)’  : , 

T . . . . — 2 a . —a  .O,  3t  . 'i.a.  ..... 


Admettons  que  Ui  seconde  ^)rogression  renferme  un  multiple  de  a é^l.à 


l'unité  et  qu’on  ait 
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= I . 

La  base  du  sj^stème  sera  {■4tg.  èiém.,  247) 


.'T  ■ 


OU  ( 1 -H  a )»  , 


c’est-à-dire  la  limite  do  cette  quantité  quand  a tend  vers  zéro.  On  re- 
trouve ainsi  c comme  base  du  système  des  logarithmes  naturels  ou  népé- 
riens (-dlg.  élém.,  25tS). 


quelconques,  et  x la  variable  dont  la  valeur  du  polynôme  dépend;  de 
sorte  que  ce  polvnôme  est  fonction  de  x et  peut  être  représenté  par 
F(x)  \Alg.  élém.,  il).  Si  l’on  remplace  x par  x-i-h,  h représentant 
une  variation  ou  un  accroissement  quelconque  de  x,  on  aura  , 


F(x-f-^)  = A,{x-(-A)-4-A,  (x  + A)— + a, (x  + A)"-* 
+ A.^,(x-(-A)4-A, 


ou,  en  développant  chaque  terme  du  second  membre  suivant  la  formule 
du  binôme  et  en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  l’accroissement  A : 


Les  termes  indépendants  de  A forment  le  polynôme  proposé  lui-méme, 
comme  cela  doit  être.  Le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A est  ce 
qu’on  appelle  le  polynôme  tlérivé  ou  la  dérivée  du  polynôme  proposé.  La 
notation  de  la  dérivée  est  F'  (x). 

Le  polynôme 


se  déduit  du  polynôme  F(x)  suivant  une  loi  très-simple  ; il  suffit  j>our 


CHAPITRE  II. 


DES  FONCTIONS  DÉRIVÉE. 


Définitions. 


^tl3.  Soit  un  polynôme  entier  par  rapport  a x : 


A,  x"  -+-  A,  x^'  -t-  A,  x"  -l-  A„_,  X -I-  A„ , 

dans  lequel  les  coefficients  A, , A,  *,  A,,. . .,  sont  des  quantités  constantes 


|=A,x"  -I-  [ntA.r"  ' A-f-  m(m— i)  A,*’""’  — 

-l-A,V"“‘-|-(m— i)A,*"'’  -i-(m— i)(m— a)A,*‘""* 

A,x"'"’-t-(m— 2)A,x*"’  -+-(m— î)(m— 3)A,x"~‘ 


-l-n»A,x 


-l-A„ 


F'(x)  = mA.x"-'  -|-(to  — i)A,x"-*-l-(w  — a ) A,  x"-^  + . . . -t- A„_, 


II. 


3i 
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l'obtenir  de  mullipher  chaque  terme  de  ce  polynôme  par  lexposant  de  je 
dans  çc  terme}  et  de  diminuer  en  même  temps  I exposant  de  x' d'une  unité. 

h'  A’ 

On  voit  facilement,  en  examinant  les  coefficients  de  — i. r»  • • • , 

1.2  «.2.3 

que  chacun  d’eux  se  déduit  du  précédent  en  appliquant  la  même  règle. 
Il  en  résulte  que  le  coefficient  de  est  la  dérivée  de  F'  {x)  ou  la  dé- 
rivée seconde  de  F(x)  ; sa  notation  sera  F'(x).  De  même,  le  coelTicicnt 
h' 

de ^ est  la  dérivée  de  F"(x)  ou  la  dérivée  seconde  de  F'(x)  ou  la 

dérivée  troisième  de  F(x)  : sa  notation  sera  F"'(x),  etc. 

D’après  cela,  on  pourra  écrire  {* ) ■'  • , 


(i)  F(.r  + A 


F(x^  + F'(x).A  + F"(x)  h-F"'(x) 


F'")  (x)  - 


I . 2 . 3 . . . /« 


h' 

1.2.3 


11  est  facile  de  reconnaître,  en  effet,  que  F’"'  ou  la  dérivée  de 
F(x)  est  égale  à 1.2.3.  ..(m  — i)m.A,,  de  sorte  que  le  dernier  terme 
du  second  membre,  écrit  comme  nous  l’avons  indiqué,  représente  bien 
A,  /i". 

Il  est  très-important  de  remarquer  que  le  degré  de  chaque  deriit-e 
diminue  d'une  unité,  c’est-à-dire  que  le  polynôme  proposé  étant  du  de- 
gré m,  sa  dérivée  première  est  du  degré  m — i , sa  dérivée  seconde  du 
degré  m — a, . . .,  sa  dérivée  du  degré  /«  — m ou  o,  de  sorte  qu’elle 
ne  renferme  plus  x,  et  que  les  dérivées  suivantes  sont  nalles  ou  n’existent 
pas.  A chaque  nouvelle  dérivée,  un  coefficient  de  moins,  parmi  ceux  du 
polynôme  proposé,  entre  dans  l’expression  de  la  dérivée;  et  la  demièro 
ou  dérivée  ne  contient  que  lu  coefficient  A,  du  premier,  terme  du 
polynôme. 

Si  rôn  a 

(A,l 

F(x)  = 2 .r*  — 7x*  5.r’  3.r  — i. 


C)  D.ins  la  formule  générale  qu’on  Tient  d'obtenir,  permutons  x et  A,  puis 
' romplaçnn!*  h par  a»  quantité  donnée.  Nous  aurons 

' é 

Ce  nouveau  développement  permettra  de  calculer  rapidement  le  résultat  de  la 
substitution  de  x h-  o à la  place  de  x dans  le  polynôme  F (x). 

Cherchons  ce  que  devient  le  polynôme  2x* — 7x*  -4-  5x*  -h  3x  — i,  quand  on 
y remplace  x par  x -h  3.  Il  suffira  de  former  les  dinVrentes  dérivées  de  ce  poly- 
nôme, ri  d’y  faire  x = 3.  On  aura  ainsi 

F'(3)  = 6o,  F"(3)=ino,  F'"(3)=ioa,  F”(3)  = 48. 

On  a d’ailleurs 

F{3.)=  26. 

On  pourra  donc  écrire 

|-'(x4-3)  = 26  -4-  60. r 4-  ,')ox* 
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K'(.j  ) =r  8 !•'  — îi.r’  4-  lo.r  4-  3, 

F"(  jv)  rr  24  .r* * — 4'A  r -1-  lO, 

F"(x)  = 48.r-42, 

[A.l 

P'(x)  = 48  = I.2.3.4.(2K 


lli.  De  la  relation  générale  (i),  on  peut  déduire  pris 

par  la  fonction,  lorsque  la  variable  x subit  elle-mérae  V accroissement  ou 
la  variation  positive  ou  négative  A (*).  De  cette  relation  (t13),  on  tire 
en  effet 


(a)  • F{a-4-A)-F(x)  = F'{x)A  + F‘(-r)-^4-.... 

• • / 

On  peut  remarquer  que,  si  l’accroissement  h de  la  variable  est  très- 
petit,  l’accroissement  [F(x-|- A)  ~ 1a  fonction  sera  lui-méme 

très-petit,  comme  somme  d’un  nombre  Jîni  de  quantités  très-petites;  et  si 
le  premier  tend  vers  zéro,  le  second  tendra  aussi  vers  zéro.  Ce  qui  montre 
que  lorsque  la  variable  x croit  iPunc  manière  continue,  toute  fonctioif 
entière  de  x croit  ePune  manière  continue. 


Ceci  posé,  prenons,  le  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à l’ac- 
croissement de  la  variable  : il  suffit  de  diviser  les  deux  membres  de  la 
relation  (a)  par  A,  et  il  viendra 


F(x4- A)  - F(x) 


= F'(x)4-F'’(x) 4-F”{x)  - 

' ' I .2  ' I 


A* 


2.3 


4- 


. FCi  I 


A—' 

1.2.3.. 


X conservant  une  valeur  fixe,  faisons  tendre  A vers  zéro.  La  limite  du 
second  membre  et,  par  suite,  celle  du  premier  sera  P (x). 

Nous  pouvons  donc  écrire 


■ F'(x)  = lim 


F(x  -f-A)-  F(x) 

A 


Ce  qui  veut  dire  que  la  tlèricèe  du  /mlynAme  F(x)  est  la  limite  du  rap- 
port de  P accroissement  de  ce  polynôme  à C accroissement  de  la  tHiriable 
dont  il  dépend,  lorsque  ce  dernier  accroissement  converge  vers  zéro. 

Cette  nouvelle  déCnition  de  la  dérivée  convient  à une  fonction  conti- 
nue quelconque  de  x,  et  nous  dirons  d’une 'manière  générale  que  : 

La  dérivée  rPiine  fonction  est  la  limite  du  rap/sort  de  P accroissement 
de  la  fonction  à Paccroissement  de  la  variable  correspondflnte,  lorsque 
celui-ci  terni  Tvrs  zéro  Ou,  plus  rapidement,  la  limite  du  rapport  des  ac- 
croissements imfiftiment  petits  correspondants  de  la  fonction  et  de  la 
variable. 

La  dérivée  seconde  d'une  fonction  est  la  dérivée  de  sa  dérivée,  la  dé- 
rivée troisième  est  la  dérivée  de  la  dérivée  seconde,  et  ainsi  de  suite. 

I 

ifb.  Remarques  — I.  Ixirsque  la  fonction  se  réduit  à la  variable  elle- 
même,  l’accroissêmeni  de  la  fonction  est  toujours  ^1  à l’accroissement 
de  la  variable.  Donc,  la  dérivée  de  la  variable  indépendante  est  Punité, 


(•)  Il  fout  bien  faire  (lUcnlion  qii’cn  mathrm.itiquos  le*  mot  aceroit-rmitU  est 
«iraplemcnt  synonyme  du  mot  variation  dans  iin  sens  ou  dons  Tanlrr. 

• 
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II.  Si  la  fonction  se  réduit  à une  constante,  on  peut  supposer  à la  va- 
riable tel  accroissement  qu'on  voudra  sans  que  la  fonction  en  prenne 
aucun.  Donc  ia  dérivée  d’une  constante  est  nécessairement  nulle. 

III.  Lorsque  deux  fonctions  sont  constamment  égales,  leurs  dérivées 

sont  égales.  • ‘ 

Clauement  des  fonctions. 


116.  Il  y a un  nombre  illimité  de  fonctions,  puisque  le  nombre  des 
questions  qui  peuvent  leur  donner  naissance  est  lui-méme  illimité.  Mais 
si  l’on  partage  les  fonctions  en  fonctions  simples  et  en  fonctions  com- 
plexes, on  trouve  que  le  nombre  des  premières  est  au  contraire  trés-res- 
treint. 

lies  fonctions  simples  correspondent  à toutes  les  opérations  de  calcul 
qui  nous  sont  aujourtChui  connues. 

Elles  sont  au  nombre  de  dix  et  se  partagent  en  c/rn/  groupes,  Comme 
l’indique  le  tableau  suivant  ; chaque  groupe  renferme  une  opération  di- 
recte et  son  inverse.  Nous  désignons  par  x la  vanablo  indépendante,  par 
y la  fonction,  par  m une  constante  quelconque. 


„ I Somme 
( Différence 
'Produit 

Rapport 
i Puissaéce 

■^01  • 

i Racine 


y =1  m'-i-<c, 
y = m ~x, 
y = mx , 
m 

^ = T’ 
y-  , 

x=fx, 


Fonction  exponentielle  = /h'  , 

Fonction  logarithmique  v=logjr^ 

Fonction  circulaire  directe  r = sin  x , 

Fonction  circulaire  inverse  y = arc  (sin  = x). 


On  donne  aux  six  premières  fonctions  le  nom  de /o/icz/o/iy  algébriques, 
et  aux  quatre  dernières  le  nom  àe  fonctions  transccmlantes,  . 

117.  Les  fonctions  complexes  sontde  deux  espèces.  Ou  bien,  elles  ont  été 
obtenues  en  remplaçant  dans  les  expressions  précédentes  la  setde  lettre  x 
par  une  nouvelle  fonction  simple  dépendante  de  x.  On  a alors  une  fonc- 
tion de  fonction.  Si,  par  exemple,  dans  y = mx,  on  remplace  x par  sinx, 
il  vient  = m . sin  x ; et  l’on  a une  fonction  où  sont  superposées  les  deux 
fonctions  simples  ; produit  et  sinus.  De  mémo,  si  dans  cette  nouvelle 
fonction  on  remplace  encore  x par  log  x,  on  a 


y =r  m . sin  log  X,  _ , 

et  la  fonction  de  fonctions  est  formée  alors  par  la  superposition  des  trois 
fonctions  simples  : produit,  sinus,  logarithme. 

Il  est  clair  d'ailleurs  qu’en  effectuant  les  opérations  indiquées,  on. 
peut  souvent  convertir  une  fonction  de  fonctions  ch  fonction  simple.  Ainsi 
( .r')‘  -- .j”,  logrP  xlog(7.- 
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Los  fonctions  complexes  de  seconde  espèce  ou  fonctions  composées 
proprement  dite^  s'obtiennent  en  remplaçant,  dans  les  expressions  du 
numéro  précédent  (116),  les  lettres  m et  x à la  fois,  soit  par  de  nou- 
velles fonctions  Simples,  soit  par  des  fonctions  de  fonctions  toujours  Gna- 
Jcment  dépendantes  de  x.  Les  fonctions  ^ 

. / = »isinx  + logx,  = (a  + ix)  (y/j  — arcsinx)  , 

sont  des  fonctions  composées. 

Nous  commencerons  par  chercher  les  dérivées  des  dix  fonctions  sim- 
ples (116),  et  nous  montrerons  ensuite  comment  la  détermination  des 
'dérivées  des  fonctions  complexes  se  ramène  à celle  des  dérivées  des  fonc- 
tions simples. 

^ DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  SIMPLES. 

. 118.  Pour  trouver  les  dérivées  de  ces  fonctions,  nous  suivrons  la  mar- 
che générale  suivante.  Nous  ferons  varier  la  variable  et  par  suite  la  fonc- 
tion, c'est-à-dire  x et  j-,  en  mettant  en  évidence  leurs  accroissements  si- 
multanés, que  nous  représenterons  par  Ax  et  L'équation  sur  laquelle 

on  opère  permettra  alors  d'isoler  dans  le  premier  membre  le  rapport 

En  faisant  converger  dans  le  second  membre  et  Ax  vers  zéro,  on  ob- 

A Y 

tiendra  la  limite  du  second  membre,  qui  sera  celle  du  rapport  ^ ou  la 
‘dérivée  cherchée  (114). 

Somme,  différence,  produit,  rapport. 

119.  Soit/=  m-hx.  Supposons  qu'on  donne  à x l'accroissement  Ax, 
J recevra  un  accroissement  correspondant  A^;  et  l'on  aura  en  vertu  de- 
. la  relation  donnée  , • , 

y + \jri=m  + x + Ax, 

I 

' c'est-à-dire,  puisque  y — m + x,  >. 

A Y 

A r = Ax  ou  = I. 

Ax 

Quel  que  soit  Ax,  l'accroissement  de  la  fonction  sera  égal  à l’àccroissc- 
*ment  de  la  variole;  donc,  Ax  convergeant  vers  zéro,  il  en  sera  de  même 

de  ^y,  mais  le  rapport  ^ restera  toujours  égal  à i.  A la  limite, pétant 

la  dérivée  de  la  fonction  on  aura  (HS) 

/='• 

On  voit  que,  pour  la  fonction  somme,  la  constante  disparaît  dans  ïa  déri- 
vation. 

. 120.  Soit  / = m — X.  On  aura  de  même 

\ 

y -f-  A/  :±:  m — [x  + Ax)  — m — x — A.r, 

d'où 

■ ■ A t ’ 

A >■  TT  — A.r  et  — TT  — I . - • 

A.r 
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L’accruissement  de  la  feuction  est  donc  alors  constamment  égal  et  de 
signe  contraire  à celui  de  la  variable  ; ce  qui  signifie  que  la  fonction  di- 
minue quand  la  variable  augmente.  On  a à la  limite 

y ~ ~ 

On  voit  que,  pour  la  fonction"  différeme,  la  constante  disparait  aussi 
dans  la  dérivation. 


t2l.  Soit  y = nix.  On  aura 

_r  =r  /w(x  -4-  :=  inx  -f-  m^x, 

d'où 

A y 

Sy  m\.T  et  = /«; 

ce  qui  montre  que  l'accroissement  de  la  fonction  est  constamment  égal  à 
l’accroissement  de  la  variable,  multiplié  par  m.  convergeant  vers 
icéro,  il  en  est  de  même  do  A/;  mais  leur  rapport  reste  constamment 
égal  à /»  ; de  sorte  qu’à  la  limite,  y^  étant  la  dérivée  de  y,  on  a 


y = 

» • 

Ainsi,  pour  la  fonction  produit,  la  constante  ne  disparait  pas. 

122.  t?oit/  — — • Si  .V  reçoit  l’accroissement  Ax,  / recevra  l’accrois- 
sement correspondant  A r,  et  l'on  aura 


y -y  \y  = 


X -4-  Ax 


y étant  constamment  égal  à — > on  déduira  de  celle  relation 

D J. 

V 


c est-a-dire 


ni  ^ 

x-4-Ax  X x(.r-f-Ax)’ 

P 

A r — m 

. Ax  x(x-(-Ax) 


Si  Ion  fait  converger  Ax  vers  zéro,  le  premier  membi;||Convergera  vers. 

— ffl 

y',  et  le  second  membre  vers  l’expression  — j-  • On  aura  donc  à la  limite 


La  dérivée  est  précédée  du  signe  moins,  parce  que,  pour  la  fonction 
rapport  comme  pour  la  fonction  diffcrcncc,  la  fonction  diminue  lorsque 
la  variable  augmente  : c’est  là  un  fait  général. 


' Pniasance  et  racine. 

123.  i'  Exposant  entier  et  positif.  Soit  *’  — .r'".  On  en  dorluira 
) t A * — (.r  ^ ^x)", 


t 
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> -(-  A/  = x"  4-  ni.i-"'  ' ^x'  4-  ■ 


’A,<  = 4-.... 


On  peut  supprimer  dans  les  deux  membres/-  x",  el  en  divisaul  par 
ix,  il  viendra 

»,  mit»  — i)  _ , . 

> — = /Hx-”"  4 1 2x:””’àx  4-. . . . 

Ax  l.a 

Dans  le  second  membre  de  celle  égalité  „ le  premier  terme  seuj  ne  con- 
tient pas  A.r  ; tous  les  autres  renferment  Ax  ou  des  puissances  suirérieures 
de  Ax,  Ax  convergeant  vers  zéro,  le  premier  membre  convergera  vers  la 
dérivée  /'  de  la  fonction  /;  le  second  membre  convergera  vers  mx"‘‘, 
puisque  tous  ses  termes,  sauf  le  premier,  contiendront,  outre  des  facteurs 
tinis,  un  facteur  tendant  vers  zéro.  A la  limite,  on  aura  donc 

y=  /njr""'. 

Donc  la  dérivée  diune  puissance  publient  en  diminuant  Pexposanl  d'une 
unité  et  en  multipliant  par  Cexposant  de  la  puissance  primitive. 

Il  faut  prouver  que  cette  règle  est  générqje. 

*€ 

a®  Exposant  frartionnnire  et  positif.  Soit  ,r  = x^.  Élevons  les  deux 
membres  de  cette  égalité  à la  puissance  </.  Nous  aurons 

* y=x'. 

Supposons  que  x reçoive  un  accroissement  Ax,  y recevra  un  accroisse- 
ment correspondant  A/,  et  il  viendra 

(/-f  A/)'=(x4-Ax)c, 

> 

d'où,  en  supprimant  dans  les  deux  membres  y — xf, 


y_>''^‘Ar4- 


7(7- 


A/*  -t- . . . = px^-  ' Ax  - 


x4-’Ax’4- 


On  en  déduit 


+ Zl^V-’V4-...)  = /.X-  + A- .)  • 

A mesure  que  Ax  conveige  vers  zéro,  il  en  est  do  mémo  de  A/;  do  sorte 
que,  y étant  la  dérivée  de  la  fonction/,  le  second  membre  converge  vers 
pjf-'  et  le  premier  y qy^'.  A la  limite,  on  aura  donc 


y <iy 


d'où,  en  remarquant  que  = x’ 


= /)X»-', 

il—') 


L 


Z y 


7 7 
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Si  l’on  suppose  />  = i,  on  a 

« 

. ‘ 

J=x’=v^x  et 


y—* 

= ix  ’ =• 


qV^-' 


.Supposons  en  particulier  g = %.  Nous  aurons 


y — 3: 


r-  , ' 

= ^Jx  et  y — — 


y/x 


3°  Exposant  négatif.  Soit/  = x'"=  — • On  en  déduit 

' I II  x"  — (x-t-Ax)” 

= et  x-(x-t-Ax)-  ' 

d’où,  en  simplifiant  et  en  divisant  par  Ax, 


A/ 

Ax 


— «x"‘ 


x"(x  + Ax)" 


A Y 

Si  Ax  converge  vers  zéro,  le  rapport  ^ converge  vers  la  dérivée^,  et 


Ax 


le  second  membre  de  réalité  vers  le  rapport 
peut  donc  écrire 


— nx"" 


A la  limite,  on . 


Si  l’on  suppose  en  particulier  « = i , on  a 


comme  on  l’aurait  trouvé  au  n“  122,  en  donnant  à la  constante  m la 
valeur '’i . 

Oiielle  que  soit*  la  nature  de  l'expoSant,  qu’il  soit  entier  ou  fraction- 
naire, positif  ou  négatif,  la  règle  pour  trouver  la  dérivée  de  la  puissance 
reste,  d’après  ce  qui  précède,  toujours  la  même. 


Fonction  exponentielle. 


124.  Soit  y=  m".  On  aura 


r*»-  Av  , 

don 

A_j'=  — ni’ = ni‘ (m^’’ — i)  Cl 


^ y __  ni'  {ni^  ~ i) 
Âx  ""  A.r 


Ax  étant  une  quantité  très-petile,  quelle  que  soit  la  quantité  fmsitioc  m, 
différera  très-peu  de  i [ Àig.  éU•m.,'iV^).  On  peut  alors  jioscr.  en 
désignant  par  a une  quantité  positive  ou  négative  qui  tend  vers  zém 
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en  même  temps  que  ^x, 

I +a. 

« 

En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière  égalité, 
Qn  aura 

A.rlogm=  log(l -+-!*),  d’où  Ax  = ~*l“l . 

Par  conséquent,  puisque  — i a,  il  viendra 

rli‘  log  in 
^log(M-a) 

Ax  convergeant  vers  zéro,  le  premier  membre  converge  vers  la  dérivée  r' 
de  la  fonction  proposée.  Le  numérateur  du  second  membre  reste  invariable.  Il 

faut  donc  chercher  vers  quelle  limite  tend  le  dénominateur  ilog(H-a), 

Se 

quand  Ax  ou  a tend  vers  zéro. 

I 

Or  i log(i  -♦-«)  revient  à log  (i-l-a)*.  Il  est  évident  que  la  limite  do 

I 

ce  logarithme  est  le  logarithme  de  la  limite  de  la  quantité  (i  + a)‘,  limite 
qui,  d'après  ce  qui  précède  (111),  est  1e  nombre  incommensurable  e. 
On  aura  donc 

_ ^ ■ 

^ log  e *■  V 

Cotte  expression  est  tout  à fait  indépendante  du  système  de  loga- 
rithmes adopté,  car  nous  savons  que  les  logarithmes  de  deux  nombres,  . 
pris  dans  deux  systèmes  différents,  forment  un  rapport  constant  (T.  I, 
Note  III). 

Si  l’on  opère  dans  le  système  népt^rivn,  on  doit  remplacer  logm  par 
I . m et  log  c par  i . On  a alors 

y—m’\.m. 

Si  la  fonction  proposée  est  en  particulier  j = c*,  on  a 

r'  = c*. 

puisqu'on  doit  remplacer  m par  c et  que  1 .c  est  égal  à i . Ainsi  la  dcritHC 
de  ta  fonction  r*  est  celte  fonction  elle-même. 

Fonction  logarithmique. 

14S.  Soit_y=:  logx.  On  aura 

V+ A,r'=  log(x-(-  Ax), 

d’où  » 

!sy=  log(x-{- Ax)  - logx  = log 


A r , a 

= m’  i 1 

Ax  log|l  +a) 
logwi 
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4>  1 / lix\ 


A.r 


X ayant  une  valeur  déterminée,  on  peut  |K>scr  — = a,  a étant  une  quan- 
tité qui  converge  vers  zéro  en  même  temps  que  Ax.  On  aura  alors 


Ax  = ax, 

et  l'expression  considérée  deviendra 

' ' 1 1 - 
A/  _ log(l  -f-  a)  _ a _ log(i  -4-  g)”  ^ 

Ax  «X  X X 


Ax  convergeant  vers  zéro,  le  premier  membre  converge  vers  la  dérivée  r' 
de  la  fonction  le  dénominateur  du  second  membre  demeure  invariable, 
tandis  que  le  numérateur  tend  vers  loge,  comme  nous  venons  de  le 
voir  (124).  On  aura  donc  à la  limite  ' 

y_  _ loB<^ 


En  se  rappelant  que  loge  représente  le  module  M du  système  de  loga- 
rithmes atlopté  (.-llg.  êtém.,  2.V)),  on  peut  encore  écrire 


Si  l’on  opère  dans  le  système  népérien,  on  a simplement 


y = 


1 

X 


et  la  dérivée  de  la  fonction  est  alors  l'inverse  de  la  variable. 


Fonction  circulaire  directe. 


126.  Soit  r=rsinx.  On  aura 

L + A.y=  sm(x-+-Ax), 


d'où 


. . , .A»-  sin  (.c -f  A.r)  — sinx 

Al"  = sinuc -t- A.r)  — sinx  et  1 : — ■ — 

' Ax  A.x 

Mais  ( Trt^.,  26) 

, ...  / Ar\ 

sin(.r  -f-  Ax)  — sin.c  — -.ism  — ens  I x -) 
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On  peut  donc  écrire’ 


Ar  a / , Aj\ 

7^  = -7 cos  I X H ) • 

Ax  Ax’  \ av/ 


sm  • 


Ax 


Si  l’on  fait  converger  Ax  vers  zéro,  le  rapport  - converge  vers 

2 

l'unité  (Trig.,  31),  et  cjjs  ^x  + 
limite 


vers  cos  x.  On  aura  donc  à la 
Fonction  circnlaire  inversé. 


y = cosx. 
Lu  dérivée  du  sinus  est  donc  le  cosinus. 


127.  Soit  y = arc  sin  x,  ce  qu’on  doit  lire  ; y égale  F are  dont  le  sinus 
est  X.  A un  même  sinus,  correspondent  une  infinité  d’arcs  (Trig.,  7); 
mais  nous  n’entcmlons  parler  que  de  Parc  positi  f et  plus^tit  qu'un  qua- 
drant, qui  a X pour  sinus.  ~ 

Si  y est  l’arc  dont  le  sinus  est  x,  on  peut  écrire 


X = sin/. 

Si  l’on  regarde  alors  x comme  la  fonction  et  y comme  la  variable,  on 
aura  (126) 


d’où 


Ax 

lim  — = cos  ) , 
A^- 


, Ar  I 
lim  = — -• 
A X cos  )• 


Mais  puisque  x = sin  > , on  a 

cos_>  = — sin’/  = ^ I — x’ . 


Il  viendra  donc  enfin 


r = 


-f-  — . 


moindre  que  - > sou  cosinus  est  positif. 

3.  Nous  venons  de  trouver  les  dérivées  des  dix  fonctions  simples 


, ^ '^primitives.  Il  en  est  d’autres  qu'on  peut  regarder  également  comme  sim- 
--pies,  mais  qui  rentrent  dans  les  précédentes,  comme  nous  le  verrons  on 
'^traitant  des  dérivées  des  fonctions  complexes.  Voici  le  tableau  des  résul- 
w »'lats  obtenus  jusqu’ici.  Nous  le  reproduirons  à la  fin  de  ce  chapitre,  en  le 
■*^'complctant  par  l'indication  des  dérivées  qu’il  est  essentiel  de  savoir  par 
canir. 
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Dérivées  des  fonctions  simples  primitives. 


/ = m 4-  X,  . / = I , 
y = m — x,  y = —\, 
y = mx,  y = m, 


^=x' 

y=x~, 


=-p’ 

v'  = 


— I ^ 1 

y = -^x,  y=^-^=,  y=y/i,  / = 


v/^’ 


, J »r‘logm  . , J - J 

y = m‘,  y = —^  = y = t' , y = e", 

, , loge  M 1 J ' 

^ = logx,  y;= = -J,  7 = l.x,  y=-i 

j^=sinx,  y = cosx, 

, I 

r = arcsmx,  r= . 

■'  4_v/, 

*r  Dérivées  des  fonctions  de  fonctions.' 


129.  Soit  .r  = F(tt),  11  représentant  une  fonction /(x)  de  x qui  est  la 
variable  indépendante.  On  aura 

y = ¥[f(x)], 

les  caractéristiques  F et  /indiquant  les  opérations  superposées  (117).  Il 
s’agit  de  trouver  la  dérivée  y de  la  fonction  y par  rapport  à x. 

Si  l’on  donne  à x un  accroissement  Ax,  il  en  résultera  pour  u=f(x) 
un  accroissement  Am  et.  pour  _x  = F (u),  un  accroissement  ^y.  Or  l’on  a 
identiquement 

Ar  _ Am 
. Ax  ~ Am  Ax 


La  limite  d’un  produit  est  le  produit  des  limites  des  facteurs  (Gêom.,i3i  ). 
Quand  Ax  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Am  et,  par  suite,  de  ^y. 
À Y 

■ La  limite  du  rapport  quand  Ax  tend  vers  zéro,  est  / ; la  limite  du 


A Y 

rapport  — quand  Am  tend  vers  zéro,  est  F'(h);  enfin,  la  limite  du  rap-  ^ 
port  ^ quand  Ax  tend  vers  zéro,  est/'{.r)  ou  m'.  On  aura  donc 

y=F'(M).M'.  i 

Soit  encore 
c’est-à-dire 


y = F'(m).m'. 
j-  = F(«),  •’=/(«), 

r=F|/[?(x)]j. 


A l'arcroisscmont  Ax  correspondront  les  arcroissemcnls  Am,  Aé' Arj." 
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et  l'on  aura  comme  précédemment 

Av  A/  Am  Au 
• Ax  ~ Am  Au  Ax 


493 


Ën'passant  à la  limite,  il  viendra 

/=F'(m)./'(«).u'. 

On  voit  donc  que  la  déAvée  d’une  fonction  de  fonctions  est  égale  au 
produit  des  dérivées  tles  fonctions  simples  qui  la  composent,  chaque  dé- 
rivée devant  être  prise  par  rapport  à la  variable  dont  la  fonction  cor- 
respondante dépend  immédiatement. 

Cette  règle  montre  que  les  dérivées  dps  fonctions  simples  se  superpo- 
sent pour  former  la  dérivée  de  la  fonction  de  fonctions,  comme  ces  fonc- 
tions simples  elles-mêmes  pour  former  la  fonction  considérée. 

130.  Exemples  ; 

1°  Soit  7 = cosx.  On  peut  remplacer  cos  x par  sin  , et 

garder  alors  / comme  une  fonction  de  fonction.  Si  l'on  pose 


re- 


on  a 

d'ou  (126) 


rr 

X — U, 


y sm  «, 
y = cos  H . a’. 


De  - — X = « on  déduit  d'ailleurs  «'  = — 1 (120).  Par  conséquent. 


y = - cos  (^  - x)  = 


sin  X. 


La  dérivée  du  cosinus  est  donc  égale  au  sinus  pris  en  signe  contraire. 

a”  Soit  r = sécx  = — ^ • Posons  cosx  - «,  U viendra  ' 
cosx 


r = 


et  nous  pourrons  appliquer  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions.  On 
aura  (122) 

> ; 

T = ' — r'  “• 

Hais  tt'  — — sinx,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (1°).  Donc 

, sinx 
.r"=  — y-- 


3®  Soit  r = cosécx  = — • Posons  sinx  = //,  il  viendra 

Sinx 


I 
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d’où 


Mais  u'  = cosx.  Par  suite, 


. ros.r 
• sin’x 


4“  Soit  v=  logsiiM-.  Posons  sinj  = u.  Il  viendra  lc^«,  d’où  (125) 

*« 

On  a 


Par  suite, 


u’  =z  cosa:. 


, lOC^COSJ*  , 

y = — = loge  . cotx. 

sin  X ® 


5“  De  meme,  pour  / = logeosx,  on  posera  cosx  = u.  Il  viendra 

r = >og«. 


d’où 
On  a 

et  fiar  suite, 


y=l2iî.«'. 

•'  u 


Il  = ~ 8in.r, 


, logesinx  , 

/ = _ — = — loge  . tangx. 


cosx 


6”  Soit  J = ( logx)".  Posons  logx  = n.  Nous  aurons 


d’où 

. ê 

et  ' 

y = 

loge 

« = — — • 
X 

Par  suite. 

, _ /«loge,  (logx)"  ' . ' . 

^ X 

7”  Soit  encore  J = 

sin‘x’.  Posons 

x’=«  et  sin«=re,  •_  • 

il  viendra 

r = e*,  d’où  _y'=4i^.(>'.  ' . 

Mais 

i>'=C08u.u'  et  n'=ax.  . ■*  ..a'* 

Par  conséquent. 

y' = Sxsin’x^cosx*. 

A propos  dç  cet  exemple,  il  faut  bien  remarquer  que,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit  (129),  chaque  signe  d’opération  correspond  à une  fonction  parti- 
culière. L’exposant  a de  la  variable  x conduit  à une  première  fonction 
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x'  = U,  le  signe  sinus  à une  seconde  fonction  v , l'exposant  4 superposé 
au  signe  sinus  à une  nouvelle  et  dernière  fonction  ou  y. 

Quand  on  a pris  un  peu  d’habitude,  on  opère  plus  rapidement  en  dé- 
composant les  fonctions  par  la  pensée,  sans  employer  de  lettres  auxi- 
liaires. 

c* 

8°  Soit,  comme  dernier  exemple,  y = c*  . On  posera 


On  aura  alors  . 


= V et  = U, 

y = 

d’où,  en  opérant  dans  le  système  népérien, 

y'  e"v'.' 


On  a d’ailleurs 


d’où  v'=e“u‘,  enlin  n'=e‘. 


En  substituant,  il  viendra 

y' = e'' c“  c*  ■=  e*  \ * 

ce  qu’on  aurait  pu  écrire  immédiatement,  en  appliquant  la  formule  géné- 
rale (129) 

_r'=  F’(v)/'(«)«'. 


Dérivées  des  fonctions  inverses. 

131.  Nous  avons  fait  au  n°  127  usage  d’une  méthode  que  nous  devons 
généraliser  avant  d’aller  plus  loin. 

Supposons  qu’on  ait^=  F(x).  En  résolvant  cette  équation  par  rap- 
port à X,  on  en  déduira  x = <f  caractérisant  une  autre  fonction  qui 
pourra  être  plus  facile  à dériver  que  la  fonction  F.  Les  deux  fonctions  F 
et  Ÿ sont  dites  inverses  l’une  de  l’autre. 

Les  deux  équations  considérées  n’étant  que  deux  formes  différentes 
d’une  même  relation,  si  l’on  donne  é x un  accroissement  èx,  prendra 
dans  toutes  les  deux  le  même  accroissement  à/;  c’est-à-dire  que,  do 

toutes  les  deux,  on  tirera  le  même  ^ • Or  on  aura 

• 4x 


y = lim  ^ = — , = — ; ou  r’  ==  . 

• . Hm  ^ ^ V (J-)  Ÿ [*'(■*•)]• 

i ' ' 

^ Ainsi,  au  n°  127,  nous  avions 

y = arc  sin  .r , d’où  .r  = sinr  et  x'  = 9'  (r ) = cos/. 

Par  conséquent, 

r'z  ' 


coB.r  cos  (arc  sin  x)  y/,  _ 


132.  Exemples: 

i"  Soil/=  arccosx.  Nous  aurons 


X CüS.I  . 
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Par  suite, 
c’est-à-dire 


• COMPKÉMENT  d’algèbre. 
r = — sin/  et  ^ — gin  (arccosx)  ’ 


X = 


• TT 

l’arc  y étant  toujours  compns  entre  oet-- 
a°  Soit / = arc  séci.  Nous  aurons 
, x = ÿécy. 

Il  viendra  (130,  a°) 

, _ sin J ,,  , , _ cos*  r _ cos*  ( arc  séc  x)  _ 

“ cos’r  ^ ~ S'»/  (arcsécx) 


I 

X* 


c'est-à-dire 


v/^* 


J■^/x*  — I 

3“  Soit  J' = arccosécx,  d’ou  x‘=  coséc/.  Nous  aurons  (130,  3° 


, cos  r , , — sin*  J 

x'=-^T-  et  x'= 


sin’/ 
c’est-à-dire 


■ sin’(arc  cosécx) 


I 

P 


cosy  cos  (arc cosécx) 


:r'=' 


—I 


x\Jx^ — ï , , . 

Dérivée  d’une  somme. 

i 

133.  Soit  tt,  P,  t différentes  fonctions  continues  de  la  variable  x,  et 
supposons  qu'on  ait  la  fonction  continue 

(,)  y=iii-irv-t. 

Je  dis  que  la  dérivée  y'  de  la  fonction  y par  rapport  à x sera  égale  à la 
somme  algébrique  des  dérivées  u',  v',  t'  des  fonctions  qui  la  composent, 
par  rapport  à x.  ^ * M ^ 

En  effet,  si  x reçoit  on  accroissement  Ax,  il  en  résultera  pour  «,iÇ, 
r,  y les  accroissements  simultanés  Aw,  Ap,  Ar,  A/;  on  aura  évidemméi)^ 

^-(-A^=  («-|-Att)  + (p-l- Ap)  — (r-t-. A/). 

On  en  déduit,  d’après  la  relation  (i),  ' 

1. 

A/=:  Att4- Ap  — A<, 

et,  par  suite,  ' . . 

\y  Au  A P Af 

Ax  ~ Ax  Ax  Ax 

Si  l’accroissement  A x tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  des  accrois- 
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sements  Ah,  Ac,  A/,  At.  La  limile  d’une  somme  Otant  la  somme  des 
limites  de  ses  parties  {Géont.,  132),  on  aura  doue 

y' — u'-\-  v'  — t'. 

Si  l’une  des  parties  de  la  somme  est  constante,  sa  dérivée  est  nulle,  ro 
qui  conduit  à une  remarque  déjà  faite  (lift). 

Kn  se  reportant  au  n'’113,  on  voit  que  la  dérivé»!  d'un  polynùme  entier 
par  rapport  à x doit  être  la  somme  des  dérivées  do  ses  diiiérents  termes. 

134.  Exemplrs  : 

I"  Soit  r = H 4-  h • On  aura  immédiatement  (123,  122)  : 


•t.  \fx 


. >\ 


•k"  Soit  y = lof;  V.r-t-  v'T4-.r-. 

Nous  appliquerons  à la  fois  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  et 
le  théorème  relatif  à la  dérivée  d’une  somme. 

Nous  poserons 


I -H  t' 


d'où  r=logH  et  .r'  = 


loe 


Mais  si  l’on  jiose 


J"  + y/ 1 -f-  .r"  — I , 

on  aura 

H=y/s  et  H'=r— 

ay/j 

On  voit  par  là  que,  pour  avoir  la  dérivée  d’un  radical  du  second  degré, 
il  faut  prendre  la  dérivée  de  la  quantité  qu'il  recouvre,  et  (fiviser  par 
a fois  le  radical.  C’est  là  une  remarque  générale.  Toutes  les  règles  trou- 
vées /mur  la  dérivation  des  fonctions  sim/des  s' ap/dit/uent  an.r  fonctions 
eorn/msées  soumises  nu  signe  rarm  téristir/ue  tC une  fonction  sim/de.  Seu- 
lement, la  dérivée  tic  ta  variable  x,  qui  est  i , doit  être  /mrtout  lem/dntée 
par  la  dérivée  de  la  fonction  coni/msée  subordonnée . • 

D’après  ce  qii  on  vient  de  dire,  on  écrira  immédiatement 


i'  = I 4-  ■ 


9 V'  I -f-  x'  r 

Si  X n'était  pas  la  variable  indépendante,  il  faudrait  multiplier  — ---- — 

9.  y'i  4-r’ 

par  y,  et  continuer  le  calcul.  Ici,  x étant  la  variable  indé|>endanto,  x'  est 
égale  à i.  En  remplaçant  de  proche  en  proche,  il  viendra 

, _ loge.//'  _ loge.?'  _ loge  (yé i -j-x’-t-x) 

" a(x-t-  yé i4-x’)  y'i  + x’ 


c'est-à-dire 


II. 


loge 

ayér+Tr» 


.39. 
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13.%.  Soient  d'abord  h et  i’  deux  fonctions  de.r,  et  supposons  qu’on  ait 

/ = uv.  , 

A un  accroissement  Ax  donné  à la  variable  correspondront  les  accroisse- 
ments simultanés  Ae,  A/.  On  aura  donc 


r + Ar=  («-(-Au)(p-t-Ae). 

Kll'ectuons  la  multiplication  indiquée  dans  le  second  membre,  et  suppri- 
mons dans  les  deux  membres  / = uv.  Il  \iendra 

A/ = « A P -4- P A « -t- A H A e. 

On  en  déduit  • . • 


A^_  Ap 
Aj  Ax 


A » Au. 

' T h ^ A P . 

Ax  A.r 


Quand  Ax  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  des  quantités  An,  A p,  A_r  ; 
de  sorte  que  les  rapports  ~ t tendent  simultanément  vers  les 

dérivées  n',  p',  /',  des  fonctions  n,  p,  /.  A la  limite,  le  terme  ^ Ap  de- 
vient donc  u'  X O,  c’est-à-dire  disparait,  et  il  reste  simplement 
/'  = uv'  vu'. 


La  dérivée  d’un  produit  de  deux  facteurs  est  donc  égale  à ta  somme  de. s 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  clutque  facteur  par  la  dérivée  de 
Pautre. 

Si  l’un  des  facteurs  v est  nul,  sa  dérivée  p'est  nulle  (ll.’J,  II),  et  l'on  a 

y' = vu', 

ce  qui  ramène  à la  remarque  du  n°  121 . 

La  règle  donnée  est  générale.  Soit  /=  uvt.  En  considérant  le  produit 
uv  comme  un  seul  facteur,  on  aura 

y = (,„’)t'  -h  t {uv)'. 

D’après  ce  qui  précède,  on  a 

( uv  y = uv'  vu'. 

En  substituant,  on  aura  donc 

y = uvt'  -i-utv'  -4-  vtu'. 

Donc  la  dérivée  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs,  r.st 
égale  à bt  somme  des  proiluits  qu’on  obtient  en  midtipliant  la  dérivée  de 
cluique  facteur  par  le  prorluit  de  tous  tes  antres. 

136.  Exempte  : 

Soit 

/ = (gu’  — 6uéx-(-  5é’x’)  (rt-4-  bx)'. 
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On  aura 

/'=  ( — 6ai-f-  loft’.r)  +1  («4-6.r)  ’ 

Il  faut  remarquer  que  le  premier  facteur  est  simplement  une  somme,  et 
le  second  la  puissance  d’une  somme.  On  peut  écrire,  en  multipliant  et  en 
1 

divisant  par  (n  + é.r)'*, 

( — ùnl)-{-  iob^.r)  ( n -^-hx)  + (go’  — dfibr  +56’  -r’) 

y = — T — ' • 

a (a+A.rl’ 

En  effectuant  et  en  simplifiant,  on  trouve 
, ^ _ 4o  6’  j’ 

3 ( « + b.T  )’  . • * 

> Dérivée  d'un  quotient. 

f 

137.  Soient  « et  e deux  fonctions  de  x,  et  supposons  qu’on  ait 

U 


On  cherche,  comme  précédemment,  la  dérivée  / de  y,  par  rapport  à x. 
On  déduit  do  l’équation  donnée 


d’où  (135) 
Pt 


' « = KT. 

«'  = er* 


Si  l’on  remplace  au  numérateur  y par  sa  valeur  il  vient 

. Il'  V — v'  U 


Donc  ta  dérivée  tC un  quotient  est  égale  à ta  dérivée  du  uumérateuf 
multipliée  par  le  dénominateur,  moins  la  dérivée  du  dénominateur  mul- 
tipliée par  le  numérateur , le  tout  divisé  par  te  carré  du  dénominateur. 

Si  le  numérateur  u est  constant,  sa  dérivée  est  nulle.  Il  reste 


138.  Exemptes: 
i"  Soit 


On  aura 


y 


Y =:  tane  r ou  y — r • 

cosx 


^ cos.r . cos.r  — ( — sin.r)  sin  J' 


cos’  X 


3?,. 
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c'est-à-dire 

y'  --  — ^ — — I 4-  lanst’x, 
ros^  .1- 

De  même, 

rosT 

> = rot.r  ou  Y = -1 — 
sin  X 

donne 

— sin X.  sin j:  — cosxcos 
• ~ sin’x 

c’est-à-dir»! 

y = = — ( I -f  co^^T)^ 

»in  .1* 


Pour  compléter  ce  qui  a rapport  aux  fonctions  circulaires  (f3l.  132), 
cherchons,  à l’aide  des  résultats  qu'on  vient  d’obtenir,  les  dérivées  des 
fonctions 

» = arc  tanp;.r  et  r=arccotx.  - ' 

De 

,v  = arc  langx,  on  déduit  x— tangt,  , « 

d’où 


cos’  1’ 

c'est-à-dire 


car  le  cosinus  de  l’arc  dont  la  tangente  est  x,  est  égal  à 


et  y = cos’r  = cos’  (arc  lang.r). 


y = 


+ .r’ 


v/i 


[Tris.,  13) 


De  même,  pour  v =-  arc  cotx,  on  aura 


X --  cot^, 

d’où 

x'  = ^4 — et  y =r  — sin’  V = — sin’  [ arc  cot  x ) . 

sm’r  • ' ' 

c’est-à-dire 


y 


car  le  sinus  de  l’arc  dont  la  cotangento  est  x,  est  égal  à ■ 


a"  Soit  encore 


Nous  poserons 


et 


r = log 


n + /;x 
« — hx 


U -4-  bx 
n — hx 


— II,  d’où  /—logo 


// 
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, h (il  — b.c  ) — (—/>)(«-!-  b.c  ) 7 nb 

" ~ (rt  — b.v  , (</—/«./■)■ 


l'<ir  ruiiséiiueiil 


X ^ loj;  log  (•  . —, 7^  . 

Il  . Il  — b^j' 


Théorème  général  relatif  aux  fonctione  composées. 

1;ü).  Soit  une  roiu'liun  de  deux  variables  F(/f,  i').  Si  regardant  r comnie 
une  r.onslante,  on  prend  la  dérivée  de  la  fonrliun  par  rapport  à h,  on 
obtient  lu  di-nvée  parlivllf  ili:'  lu  jonction  pur  rnpport  ti  n. 

De  même,  si  regardant  « eomnie  une  constante,  on  prend  ladérivér;  de 
la  fonction  par  rapport  à e,  on  obtient  In  ilcriccv  pnrticllr  de  In  fonction 
pur  rnpport  ti  i>.  On  indi((ucra  ces  deu.v.  dérivées  partielles  i>ar  U»  no- 
ta lions 

V.  {»,'■),  F'.  (»..■), 


Ceci  posé,  admettons  que  cbaciiiu*  des  variables  n et  c soit  une  loue 
lion  de  x,  et  qu'on  ait 

r = F(«,  e). 


> si'ra  une  fonction  de  x,  dont  on  clicrclie  la  denviie.  x recevant  un 
accroissement  A.t,  ji,  •>  et  _i  |>rendront  les  accroissements  simultanés 
Ah,  Al’,  A»,  et  l'on  aura 


d oii 


) 4- A V = F(h  4- Ah,  i’4-Ac), 

A )-  — ( H q Au,  c q Ae)  — F(h,  I’). 


On  peut  ajouter  au  .second  membre  et  en  retrancher  la  quantité 
F'  (h,  e 4-  Ae) 


obtenue  en  regardant  fictivement  tt  comme  une  constante  dans  la  fonc- 
tion propo.séc.  Il  viendra 

A J ^ f F (h  4- Ah,  I>q- Ae)  — F (h,  e4- Ae)]  4-  [F  (h,  eq- Ae)  — F(rt,  e)]. 

A la  limite,  comme  Ae  disparait,  on  peut  considérer  la  première  dilTé- 
i-ence  du  second  membre  comme  raccrois-sement  inriniment  petit  pris  par 
la  fonction,  lorsqu’on  y fait  varier  seulement  h;  et  la  seconde  différence 
comme  l'accroissement  infiniment  petit  reçu  i>ar  la  fonction,  quand  on  y 
fait  varier  seulement  e.  On  est  ainsi  conduit  à éi’rire,  en  introduisant  A.r , 


A4  F ( H 4- Ah,  eq- Ae  ) — F (h,  e 4- Ae)  Ah 

A.r  ^ Ah  A.?' 

, F(H,i’4-Ae)  — F(u,e)  Ae 

q _ , _ . 


Si  Ax  converge  veis  /aii'o,  il  en  est  de  mémo  de  Ah,  Ae,  Aq.  Les  lap 

Ah  Ae  A)  . , , , 1 , , 

ports  ^ ^ ■'hn'S  pour  limilt's  h , e , > Le  rapport 


F ( H 4 - A H , e 4-  A c ) — F ( H , e 4-  A e ) 
Ah 
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puisque  c’est  cuinmé  si  l'on  faisait  seulement  varier  u dans  la  functiun 
F ( «,  V -F  il')  qui  se  réduit  en  réalité  à F ( «,  e).  De  même,  le  rapport 


a pour  limite 
On  aura  donc 


F (h,  c +ic  ) — F(  u,  e) 

JZ 

r 

r'=F'.(«,e).«'+F;(«,c,).e',  . ^ 


ou,  plus  simplement, 


y=v. 


F'. 


On  arrive  donc  à ce  théorème,  qui  peut  s'appliquer  à un  nombre  quel- 
conque do  variables  et  qui  est  fondamental.  La  ciérivée  (T une  fondiou 
comiMsée  rat  égale  à la  somme  de  scs  dérivées  jtartiellcs  par  rapport  à 
toutes  les  variables  ipd  y entrent  tFune  manière  explicite,  elmquc  dérivée 
partielle  devant  être  multipliée  par  la  dérivée  de  la  variable  correspon- 
dante /sar  rapfsort  à la  variable  indépendante . 

! 

140.  Les  théorèmes  démontrés  précédemment  (133,  133,  137)  relati- 
vement aux  dérivées  d’une  somme,  d’un  produit,  d’un  quotient,  sont  des 
cas  particuliers  de  ce  théorème  général. 

Ainsi 

y ■=.  U -\-v  — t '. 

donne  immédiatement 


y = F'„  . a'  -4-  F',  . V -+-  F', . t'  = a'  + v'  — t‘, 
parce  qu'on  a dans  ce  cas 

F'.=  «,  f;=.,  f',  = -.. 


De  même, 
donne 


r = avt 


' = F „ . it‘  -f-  F',,  v'  + F', . t'  = u'  vt  -I-  c'  U/  -t-  r ' uv , 

puice  que  la  dérivée  partielle  par  rapport  à u est  égale  au  coefUciont  vi 
regardé  comme  une  constante,  etc. 

1 11 . Exemples  : 
i"  Soit  la  fonction 

On  aura 


K = . 


• cest-à-dire 


, , , . log.« 

»•  = I' . n ' . H H ; — ^ — • V 

loge 


r = n ‘ ( - . « -2-  . ) . 

\u  loge  J 

Si  la  fonction  est.  |Kir  exemple, 

y = x" , 
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on  a 


»’  = jé 

ï"  Soit  la  fonction 

- 

y ~ log 

\J  ,x‘ — 1 — I 

-1-  1 

(>n  posera 

• 

H — ^ — 1 — 1 

, (■  = /x’  — 1 -t-  1 , 

d'où 

t 

, « 

.»■  = log  7,  = 

- log  U — log  c. 

On  aura 

. 

1» 

■ « 

D ailleurs 

- , xr 

6t  ('  ~ ■ * 

2 v''  x'  — f 

2 \ j’  — 1 

donc 

U 

* — t'\ 

On  peut  donc  écrire 

>•'  = loc  r . u'  ( i - 
\« 

- - 1 = iogf  . m'  . ! ^ 

V/  " nv 

ce  qui  conduit  à 

Dérivées  des  fonctions  implicites. 

142.  Supposons  une  équation  entre  la  fonction  » et  la  variable  x.  En 
résolvant  l’équation  par  rap^tort  à /,  on  obtiendrait  dans  le  second  mem- 
bre une  fonction  de  .r,  dont  on  saurait  trouver  la  dérivée  d’après  lo.s 
règles  précédentes.  Mais  souvent  on  ne  peut  résoudre  l’équation  par  rap- 
(lort  à r.  Il  est  facile  alors,  en  appliquant  le  théorème  général  des  fonc- 
tions composées  f139),  de  trouver  la  dérivée  de  la  fonction  r;  seulement, 
elle  ost  dans  ce  cas  exprimée  généralement  en  x et  en  r à la  fois,  ce  qui 
N'empècho  pas  sa  connaissance  d’élre  très-utile  dans  un  grand  nombre 
de  questions. 

Tous  les  termes  étant  réunis  dans  le  premier  membre,  soit  donc  l'é- 
quation 

F(j:,/)=ro. 

} est  alors  une  fonction  implicite  de  x.  Comme  les  deux  membres  de 
l’équation  donnée  doivent  être  constamment  égaux,  leurs  dérivées  doivent 
être  égales,  c'est-à-dire  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  égale  à 
zéro.  En  appliquant  le  tliéorème  fondamental,  on  aura  donc,  dans  cette 
hypothèse  particulière, 

F’,, . .)  ' F',  . x'  = O.  ^ . 

X étant  la  variable  indépendante,  on  a .c'  = i,  et  l'on  déduit  du  ré- 
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» 

» 

' - I'’ 

t - p,  • 


Donc  lu  dcrivt‘1-  tfit/if  Juiu  lnni  implicUr  est  df^ulv  au  ijuotient  de  la  dé- 
rivée juirlielle  iiar  ra/jjiort  à la  variable  imiépendaute,  divisée  par  la 
dérivée  partielle  par  rap/mrt  h la  Jiiaelioa,  ce  ijuoticnt  étant  pris  en 
signa  rontrnire. 

I 13.  Eve  tapies  ■;  ‘ 

Soit  l’ét^uation  génénile  du  s(!cond  deftré 


On  Ultra 
d'on 

Soit 

On  uuru 
d'où 

3“  Soit  encore 
On  aura 


A v’  -t-  Bj;v  V C.r’  -V  I)  V -t-  K jr  -H  F = o. 

K'^  = B / 4-  -aC a:  4-  K, 

F'^  v=  a A_>  4-  B .r  4-  D, 


y - 


B I 4-  aC-r  4-  K 


a A l 4-  B.r  4-  D 

4-  >-l  4-  3xv-  =r  O. 

F,  = 3a=  - 3v,  F;  = Jr’  - 3a, 


y = 


.1  — X 

x'  — >■*  = O. 


lojj.f 

lOfTC 


F , = .fV 


logx 

loge 


■rv' 


d'on 


y log  v — loge  ■ r ■ 

' .e*  logx  — loge  XI-'"' 

Si  l’on  prenait  les  logarithmes  dans  le  système  népérien,  et  si  l'on  di- 
visait haut  et  bas  par  i-*  = jf,  on  obtiendrait  l’expression  de  r'  sousunç 
forme  très-simple,  savoir 

/.v-i 

X 


/ . X - - 
V 


4“  On  retrouvera  tres-rapidemeni,  à l’aide  de  la  méthode  indiquée,  les 
résultats  obtenus  précédemment.  Soit 


/’ 
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On  on  déduit 
d'où 


= J*  et  E-*  — .1'’  = O, 


Soit  encore 
On  en  déduit 
d'mi 

c’est-à-dire 


y . r*-' . x'' ' 1=  O et  r'=-x* 

- . ‘ y ' 

r =;  arc  langj-. 

■X  ~ lang  ) , 

X — langr  = o et  i — (i  -+-  langui' | e'  = «, 


5"  Soit  en  dernier  lieu 
On  aura  • • ' 


d où 


c esl-à-dire 


y- 


I -I-  langui'  I -I-  x‘ 

y = lügtangx. 

V — logtang  J — O, 
lüg  c 1 


tangx  cos’x 
loge 


y — 

SIIIJ'COSX 

Tableau  des  dérivées  fondamentales. 


I 

y — 

I 


y = 


riy  log  ni 
loge 


= ny\.ni, 


m y = -, 

■c 

_V  — v^, 
r =z  ;>y , 

r =r  log.t . 

. X 

•v^l..r,  v'  = -^, 

JC 

.>■'=  F'{x)-(-/'(x). 

• .•=(:+./■{»),  y=f(-r), 

y~  •>'-  V'(x).f(.i:)+f{x).l-(x], 

t'  -- (i.F’(.r), 

; , ^ l^^.r)■/^..■)-/'(.^).F(.,^| 

f{x\^ 


y =r  r’, 

lOSC 


,r=  C.F(jr), 
r = ^ 

7Uÿ 
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y = sinj',  — cos  x, 


y = cosa-, 
y = tang.r, 

y = sécjr, 

>-  = COti', 

y = cosécx, 
y arcsinx, 

,v  = arccüS.c, 

V ^ arc  tangx, 
»■  =r  arc  col  X, 
y arc  séc.c, 


y = — sinx, 
y = — ^ = I + tang^l■, 

cos’x  ^ 

, sinx  * 

Y — — ï—  = tangxsecx, 

C08^r  ■ 

y — (l  +COt’x), 

sin’x 

, COSX 

»■  — i-y-  = — COtXCOSC'CX, 

' sin’x 


v/T 


y = • 

y = 


V'  - ■' 

I 

1 +x’ 

— I 

l x‘ 

1 


.1  ï=  arcco.sécx,  -V  — 


X v/x*  — I 
— 1 


X v/.r'  — I 


On  roii»r(|ucra  que  les  dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses  sont 
«leux  à deux  égales  et  de  signes  contraires.  C’est  ce  qui  doit  être;  car, 
lorsriue  le  sinus  d'un  arc,  par  exemple,  est  égal  au  cosinus  d'un  autre 
arc,  ces  deux  arcs  ont  une  somme  constante,  et  la  somme  de  leurs  déri- 
vées doit  être  nulle. 


CHAPITRE  III. 


APPLICATIONS  DK  LA  IHÉORIK  DES  DÉRIVÉES. 


Étude  des  variations  des  fonctions,  maximums  et  minimums. 


1 i5.  Soit  une  fonction  continue  r = F (x).  D'après  ce  qui  précède  (1 1 4), 
on  peut  poser 


Ax 


F’(.rj-t-a, 


3t  étant  une  quantité  qui  converge  vers  zéro  en  meme  temps  que  i.i-,  de 
sorte  qu'é  la  limite  l'équation  posée  devient  l'identité  v'=F'(.r). 

On  a donc 

iy  = ixfF'(x)y  ïj.  » 

Siqiposons  ipie  la  variable  indépendante  x aille  en  croissant  k partir 
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d’une  certaine  valeur,  c’est-à-dire  supposons  l’accroissement  Sx  positif. 
A mesure  que  A.r  diminuera,  il  en  sera  de  même  de  a.  F'{  j),  qui  a une 
valeur  déterminée,  finira  toujours  par  surpasser  « en  valeur  absolue, 
c’est-à-dire  par  donner  son  signe  à la  parenthèse.  A v,  ou  Farcroissenient  de 
la  fonction,  aura  donc  le  signe  de  la  dérrn-e  de  cette  jonction. 

Si  la  dérivée  est  positive,  la  Jjfhction  est  croissante  ; si  la  déniée  est 
négative,  la  fonction  est  décroissante. 


i 46.  Lorsque  la  fonction  considérée  atteint  un  maximum',  elle  diminue 
apres  avoir  augmenté  : sa  dérivée,  d’abord  positive,  devient  négative. 
Lorsque  la  fonction  considérée  atteint  un  minimum,  elle  augmente  après 
avoir  diminué  ; sa  dérivée,  d’abord  négative,  devient  positive  (^Ig. 
élém.,  218). 

.Ainsi,  aux  maximums  ou  aux  minimums  de  la  fonction,  correspondent 
les  passages  de  sa  dérivée  du  positif  au  négatif  ou  du  négatif  au  positif  ; 
mais  la  dérivée  d’une  fonction  continue  étant  elle-même  en  général  une 
fonction  continue,  ne  peut  changer  de  signe  q’u’en  passant  par  zéro,  limite 
commune  des  valeurs  positives  et  négatives. 

Par  suite,  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  x qui  rendent  la 
fonction  correspondante  un  maximum  ou  un  minimum,  sont  précisément 
celles  qui  annulent  la  fonction  dérivée. 

Il  y, a MAXIMUM  ixmr  une  certaine  videur  de  x si,  les  valeurs  plus 
petites  rendant  la  dérivée  positive,  les  valeurs  plus  grandes  rendent  la 
dérivée  négative. 

Il  y a MINIMUM  pour  une  certaine  valeur  de  x si,  les  valeurs  plus  petites 
rendant  la  dérivée  négative,  les  valeurs  plus  grandes  rendent  la  dérivée 
positive. 

. ün  peut  remarquer  aussi  que,  (mur  le  maximum,  la  dérivée  passant  du 
positif  au  négatif f/cenwï,  de  sorte  que  la  dérivée  de  la  dérivée  ou  F”(x) 
doit  être  négative. 

Pour  le  minimum,  la  dérivée  passant  du  négatif  au  positif  croit,  de 
sorte  que  F"(x)  doit  être  positive. 

Nous  laissons  de  côté  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter,  et 
nous  allons  appliquer  à quelques  exemples  les  considérations  qui  pré- 
cèdent. 


147.  1“  Les  variables  x et  y étant  liées  par  la  relation  x-{-y—  a,  on 
demande  jxmr  quelles  valeurs  des  variables  la  somme  x"-yy"  est  un 
ma.cimum  ou  un  minimum. 

11  faut  chercher  la  dérivée  de  la  fonction  x“  -i-  >■“  et  l’égaler  à zéro  (146). 
y étant  fonction  de  x,  celte  dérivée  sera  { 139)  : > 

mx"~'  my”~' y'. 


On  a d'ailleurs,  en  vertu  de  la  relation  x -i-y  = <7,  — i.  Il  viendra 

donc 


dim 


m.iri  ' — mf  ' = O, 


.r«-' =T  >'«-•  et 

^ ‘X 


f'iiivant  que  x est  < ou  > - i F’  est  négative  ou  positive.  Donc  ~ - 
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rurrespoiul  à un  ininimiimAhi  ÿupjMise  ici  m — i ',:>  o.  Si  l'on  avait  m — i < o, 

r ;r  - corrosiiüiiurait  au  contraire  a un  iiin.rimitni. 

148.  ï“  J^‘s  viiriiibU's  x rt  i’  ctunt  liées  j»tr  ta  relation  x-h.T—  <>,  on 
ilainanile  jxmr  ijiiellcs  valeurs  des  varirltles  le  /iroduit  .r"  >■*  est  un  ma.ri- 
rnum  ou  un  minimum. 

La  dérivée  do  la  fonction  est  ici,  en  appliquant  le  théorème  des  fonc- 
tions composées  et  en  rc}i;ardanl  x comme  lu  variable  indépendante; 


/n.i"  ■' 1-" -I- //.r'"  i'  ' J 

On  a d'ailleurs  r' ==:  — I , en  vertu  de  la  relation  .r-4r.r=o.  l.'éijuation 
qui  donnera  les  valeurs  de  x qu'on  cherche  sera  donc 

nuf  ' (rt  — a )’  — nx"‘{a  — j-)""'  = o ; 

ce  ipi  ou  jicut  écrire 


.J-"-'  {a  — a-)"  ' [/« {a  — a')  — nx  | = o 
ou 

,r"  ‘ (rt  — a )"'*' [rt/«  — (rt/-|- rt)a-J  =■  o. 

Otte  équation  se  partage  immédiatement  en  trois  autres,  cpii  donnent 


/UN 

Ni  N 

f = 

nn 

m -t-  n 

Considérons  la  valeur  x = Pour  des  valeurs  moindres,  la  dèi  i\w 

m -4-  H 

de  la  fonction  considérée  est  positive;  pour  des  valeurs  plus  grandes,  elle 
est  négative.  Par  conséquent,  la  valeur  x — correspond  à un  maxi- 


mum i|ui  est  m‘“  id 


Considérons  la  valeur  x = o.  Si  m et  n sont  tous  deux  /mirs,  les  va- 
leurs plus  petites  de  x rendent  la  dérivée  négative,  Iw  valeurs  plus 
grandes  la  rendent  (lositive.  Donc  la  valeur  x = o correspond  à un  mini- 
mum. Il  en  est  de  meme  de  la  valeur  x = a. 


Si  l’on  sup|iose  m =r  «,  le  maximum  correspond  à .r=  _v 


rt 


I P.l.  3“  Chrrrhrr  le  nombre  x dont  lu  racine  x est  un  maximum. 

La  fonction  dont  il  faut  chercher  le  maximum  est  — y'-»'.  Un  en 
déduit 

I * 

) = .rx  et  log  V — logx. 

■7.  J. 


Kn  prenant  la  dérivée,  il  vient  (Lii) 


loge  , 1 loge  log.i' 

r ' ,r  .r  x’  ’ * 
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cVsl-à-dire 


_2-  /log^-  — \ 

logc-V  x’  A 

Pour  que  r'  soit  nulle,  il  faut  donc  qu’on  ait 


loge— logx  = o ou  x = e. 

Pour  une  valeur  plus  petite  de  x,  la  dérivée  est  positive;  pour  une  valeur 
plus  grande,  elle  est  négative.  Le  nombre  demandé  est  donc  la  base  des 
logarithmes  ntqiériens.  . 


150.  4°  Etiulier  lu  marrhe  de  tri  fonction  y — ,r  — lügar,  lor\cfnc  x 
varie  de  o h rinfini  /xmtif. 

Prenons  la  dérivée  do  la  fonction.  Il  viendra 


Pour  X = O,  on  a 


lo*’  € 

A mesure  que  x augmente)  — ^ diminue,  et,»'  reste  négative  jusqu'à  ce 
i(u’on  atteigne  la  valeur  de  x pour  laquelle  on  a 


c’est-aKiiro 


X log  e. 


Au  delà  de  cette  valeur,  ,i  ' devient  positive  et  croit  jusqu’à  la  valeur 
I pour  J)  = » . 

I.a  fonction  _>  part  donc  de  -)-  » pour  .r  = o { j^lg.  élém.,  217),  dimi- 
nue jusqu’à  son  minimum,  qui  correspond  à x = loge,  et  augmente  en- 
suite jusqu’à  une  valeur  infinie  pour  x =:  » , un  nombre  trés-granil  étant 
beaucoup  plus  grand  ((ue  son  logarithme  (ivu'r  1,56). 


151.  Etant  rtnnnés  un  cercle  O et  une  hase  BC  — n,  trnueer  te 
triangle  ABC  construit  sur  cette  base  et  circonscrit  au  cercle,  dont  faire 
est  un  minimum. 

Désignons  BD  pur  x,  le  rayon  OD  par  r,  le  pé- 
rimètre du  triangle  par  ip,  et  sa  surface  par  ». 
Nous  aurons  ( Trig.,  58) 

, ' =/»(/»  — a)  (p  — b][p-e). 

•Mais 

AK:^  AK 
et 

a AE  = »/)  — n — x—  {a  — x)  = a/»  — a«, 


(on  a évidemment  BE  ==  BD  = x,  CD  = C.K  = o — x);  par  conséquent 

AF.  = P- a. 

Ain  aura  donc 

h z=  a — x-t-/>  — rt  — P — X, 
c = .c  ri-  P — a. 
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On  peut  écrire  d’apres  cela 

f = px[p  — n)(n  — x). 
On  a d’ailleurs  (Grom.,  139) 

Y = pr,  d’où  P 
Il  viendra  donc,  en  substituant, 
r*=: 

r*  r = x(,r  — nr)  {a  — x) . 


d’ou 

On  en  déduit 


rV 


= x{/i  — .r). 


y — ar 

Prenons  la  dérivée,  nous  aurons 

P y (r  — nr)  — y -r*  y _ 

c’est-à-dire 


a — X — X, 


— nr'  .y 

^ = n — ix. 

( r — nry 

Pour  que  y soit  nulle,  il  faut  qu’on  ait 

a — IX  = O 


a 

X = -• 

a 


Dans  ce  cas,  l>  = c,  et  le  triangle  circonscrit  est  isocèle, 

X = “ correspond  bien  à un  minimum;  car,  pour  x < la  valeur  d(* 

y est  négative,  et  elle  est  positive  pour  ~ ’ 

152.  6°  Qnel  est  le  segment  sphérique  maximum,  /mrmi  tous  1rs  segments 
sphériques  terminés  par  des  zones  à une  seule  base  de  surface  constante  ? 

Désignons  par  x le  rayon  de  la  sphère  dont  fait  partie  le  segment  cher- 
ché et  par  v sa  hauteur  ; comme  il  est  à une  seule  base,  z étant  son  vo- 
lume, on  aura  (Génm.,  28-i) 

z'=lny{ix-x). 

Si  la  surface  constante  de  la  zone  correspondante  est  représentée  par  wo’. 
on  a en  outre 


On  en  déduit 


ITX.X  =z 


ou  1XY  — n‘. 
1 y' 
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el  la  valeur  de  z devient 

n rt’  r ’ 
â 3~ 

En  prenant  la  dérivée,  il  viendra 

Z = ZY  . 

a 

l'our  que  la  dérivée  soit  nulle,  il  faut  donc  qu’on  ail 

fl’  fl  i/â 


.c’est-à-dire 


ou  / = 
ayfi.  _ 


Le  segment  considéré  est  alors  une  demi-sphère. 

Cette  solution  est  bien  un  maximum,  car  la  dérivée  est  positive  pour 

fl  i/â  ' 

des  valeurs  de  .r  moindres  que  — ^ ; et  négative  pour  des  valeurs  plus 


grandes. 


fl  y/a 


Le  rayon  de  la  sphère  étant  — la  surface  de  la  demi-sphère  est 
bien  ira’. 

153.  7“  Etant  donné  un  tronc  d’arbre,  on  demande  de  le  tailler  eu 
poutre  rectangidairc  présentant  le  maximum  de  résistance. 


Fig.  3, 


Supposons  que  le  cercle  ü représente  la  sec- 
tion de  l’arbre.  Soient  b la  base  et  h la  hauteur 
de  la  section  rectangulaire  qu’on  veut  obtenir 
en  enlevant  les  dosses.  On  démontre  en  Méca- 
nique appliquée  que  la  résistance  de  la  poutre 
est  proportionnelle  au  produit  bh’.  C’est  donc 
ce  produit  qu’il  s’agit  do  rendre  un  maximum. 
Si  nous  appelons  R le  rayon  de  la  section  cir- 
culaire, on  aura 

6’4-A’=4R’, 

d’où 

lé  4R’  _ b\ 

L’expression  bh?  deviendra  donc 

4R’/i-6’.' 

La  dérivée  de  cette  expression  est  4 R*  — 3/''’-  Si  on  l’égale  à o,  il  vient 

*•  -SR’  4R’  ^ 8R’ 

3 ~ 3 ■ 


4R’ 


La  valeur  trouvée  pour  A’  correspond  bien  à un  maximum,  puisque,  poul- 
ies valeurs  plus  petites,  la  dérivée  est  positive,  et  qu’elle  devient  néga- 
tive pour  les  valeurs  plus  grandes. 

I,a  solution  obtenue  correspond  au  rapport 


b I 

Â = “F 


1,414... 

Ce  rapport  s’éloigne,  comme  on  voit,  très-peu  des  rapports  pratiques 
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5 

- et  — ) liabiluellement  éUiblis  entre  la  baw'  h et  la  bauleur  h des  poii- 

7 lO  r 

très  rectangulaires  en  bois,  supposées  placées  sur  champ. 

La  construction  géométriquo  qui  permet  de  tracer  immédiatement  sur 
la  section  circulaire  les  traits  de  scie  qui  doivent  la  transformer  en  sec- 
tion rectangulaire,  est  très-simple.  On  mène  le  côté  AB  du  carré  inscrit, 
on  h)  reporte  par  un  arc  de  cercle  sur  la  tangente  AB',  et  l’on  joint  le 
point  B'  au  contre.  La  perpendiculaire  Cl),  abais-sée  du  point  C sur  OA, 

est  éeale  à - et  OD  à - • On  a,  en  etfet, 

• ■!.  •>. 

* on,_  OA  _ _n_  _ 

Cl)  “ AU'  “ ' ^/.i■ 

Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sons  forme 
indéterminée. 

15i.  Soit  l’expression  .)•  î=  « et  e étant  dos  Jonctions  de  sup|K)- 

sons  qu  elle  se  présente,  pour  .r  = «,  .sous  la  forme  ■ 

Si  I on  suppose  que  x passe  d'une  valeur  déterminée  quelcompie  x à la 
valeur  .r  + Â.r,  l’expn'.ssion  proposée  deviendra 

U U 

Il  + ^ Il  Sx  ' . 

ou 

1'  A ('  e -I-  A e 

A.r 

Mais  si  la  valeur  déterminée  considérée  est  précisément  la  valeur  o q>ii 
annule  les  deux  fonctions  ii  et  c,  la  limite  de  l’expression  propo.sé»!  pour 
x=  a sera  la  limite  du  rapport 

Su 

Sx 

17 

A JT 

pour  x = a,  c'est-à-dire  la  valeur  correspondante  du  quotient 

F'(-r) 

• /(•*•)  ’ 

en  supposant  u =:_F(a:)  et  v — f[x). 

Lu  rvglc  générale  'sera  <hn<\  Xjiuiiid  une  expression  Se  presentern  soils 

In  forme  - ? de  remplnerr  scs  deux  termes  jmr  leurs  dêrieées,  et  de  r/ier- 

cher  la  xaleur  du  nouveau  rapport  obtenu  pour  la  valeur partieidière  de 
la  variable  i/ui  a ronduit  nu  symbole  de  rimlétermination. 

Exemples  : 

i”  Soit  la  prngre.ssion  par  quotient 

H I ; .r  : j:-  ; ; 

' I 

l.a  somme  des  n premiers  termcîs  est  ' Si  l'on  sup(xjse  i.  l'ex- 
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pression  devient^*  et  l’indétermination  est  nécessairement  apparente, 

puisque,  dans  ce  cas,  la  somme  des  n premiers  termes  est  n.  Si  l'on  prend 
les  dérivées  des  deux  termes,  il  vient 

«X*' 

I 

qui,  pour  x = i,  se  réduit  bien  à /».  ' 

■A°  Soit  l’expression  . 

(7x’  — “xabx  + ab‘  ‘ » 

■ fx’ — aécx-|-cé' 

Pour  X = 6,  elle  se  présente  sous  la  forme  ^ • Prenons  le  rapport  des 
dérivées,  il  viendra 

1.0X  — Iflll 

1 ex  — 2 Im: 

Pour  X = é,  ce  rapport  se  présente  encore  sous  la  même  forme.  Il  faut 

donc  redoubler  la  dérivation  et  considérer  le  rapport  ~ ou  <iu'  est 

la  véritable  valeur  de  Texpression  proposée  pour  x = h. 

3“  Soit 

I — sin  X -I-  cos  X ' 

Y 

sin  X -I-  cos  X — I 

Pour  x = ^,  ona/=^-  Si  l’on  prend  les  dérivées , il  vient 

cosx  — sin.j* 
cosx  — sinx  ’ 


et  si  l’on  fait  x = ce  rapport  devient  i qui  est  la  vraie  valeur  cher- 
chée. 

f86.  4°  Soit  l’expression  On  demande  la  limite  de  ce  rapport. 

quand  x croit  indéfiniment.  Le  rapport  se  présente  alors  sous  la  forme 

— • C’est  un  autre  symbole  d'indétermination.  La  règle  à appliquer  sera 
00 

encore  la  même. 

U 

En  effet,  soit  d’une  manière  générale  j.=  -•  Si  « et  v deviennent  in- 
finis pour  une  certaine  valeur  de  x,  pour  celte  valeur,  ~ et  i deviendront 
nuis.  Or  on  a 


V 


U 


Pour  la  valeur  particulière  considérée,  .)•  njis  sons  relie  forme  se  confon- 


n. 


33 
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(Ira  avec  le  symbole  - • Prenons,  suivant  la  première  règle  (154),  les 
dérivées  des  deux  termes  ; nous  aurons 


I 

' 


— U 
« 


II' 


Cette  expressio’n  représente  ce  que  devient  ^ pour  1a  valeur  spéciale  con- 
sidérée. On  aura  donc,  seulement  pour  cette  valeur  s/ierinle , 


d’où 


On  retombe  ainsi  sur  la  règle  générale  (154  ). 

Sans  qu’il  soit  besoin  d’entrer  dans  les  détails,  il  sera  facile  de  ramener 
•aux  cas  précédents  les  symboles  o x oo , œ — oo  (^llg.  élém.,  127). 

lOfi  «T 

Revenons  à l’exemple  proposé.  L’expression  donne,  quand  on 

prend  les  dérivées  de  ses  deux  termes,  : de  sorte  que  la  vraie  valeur 
■ rlierchée  est  o,  |>our  x = x ..  . * . 


CHAPITRE  IV. 

RETOUR  A LA  FONCTION  PRIMITIVE  — APPLICATIONS 


157.  Il  est  facile  de  voir  d’abord  que  ileux  fonctions  t/ui  ont  des  déri- 
vées égales  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante. 

En  effet,  soit  F (x)  une  fonction  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle  : 
je  dis  que  cette  fonction  se  réduit  à une  constante.  On  a d’une  manière 
générale  (145) 

F(x-+-Ax)  — F(x)  = éx[F'  (.r)  4-  aj. 

Si  F'  est  constamment  nulle,  il  restera 

F (x  + Ax)  — F(x)  = Ax  . a. 

Partageons  A x en  «.  parties  égales  à lî  ; a, , a, , a, , . . . , étant  des  quan 
tités  (pii  convergent  vers  zéro  en  même  temps  que  J,  nous  pourrons 
écrire  la  suite  d'égalités 

F(x-t-(î)  — F (x)  = (î.a|, 

F(x-l-aô)  — F (x-i-iî)  = iî.a,, 

F(x  -f-  3J)  — F(.r-(-25  ) = ^ .Œj, 


F (.f-t-/»5 ) — F[x-4-(a  — i)  J]  ='î«„. 
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Si  on  les  ajoute  membre  à membre,  il  vient  : 

F(J-|-  nJ)  — F (x)  = J |a,  + + otj. 

Soit  K la  plus  grande  des  quantités  a,,  a,,  a^, ...  ; on  aura 

F(x+Ax)  — F(.r)  <n^.E  ou  <Ax.E. 

En  laissant  & x constant,  si  l'on  multiplie  le  nombre  n do  ses  parties, 
S diminuera  de  plus  en  plus,  ainsi  que  les  quantités  a, , a, , a, , . . . , et, 
par  conséquent,  ainsi  que  la  plus  grande  d’entre  elles  E.  La  dilTérence 
F (x  4-  éx  ) — F ( X j.é^t  donc  moindre  qu’un  produit  qui  converge  vers 
zéro  et  qui  en  approche. autant  qu’on  veut,  cette  différence  est  donc  né- 
cessairement nulle  ; et  là  fonction  proposée  conservant  toujours  la  même 
valeur,  est  une  constanit:  ' 

D’après  cela,  deux  fonctions  ayant  des  dérivées  égales,  ont  pour  dérivée 
de  leur  différence  ja  di^Eéfenra  de  leurs  dérivées,  c’est-à-dire  zéro.  La 
dérivée  de  leur  différence  étant  zéro,  cette  différence  est  une  constante  ; 
c’est  ce  que  nous  voulions  établir. 

1158.  Ceci  posé,  on  appelle  fonction  primitive  iTunc  fonction  donnée, 
toute  fonction  qui  a poiir  dérivée  la  fonction  proposée. 

Quand  on  donne  une  fonction,  sa  dérivée  est  complètement  déterminée. 
Le  problème  inverse  admet  au  contraire,  d'après  ce.qu’on  vient  de  dire, 
une  infinité  de  solutions,  En  effet,  si  F(x)  est  l’une  dos  fonctions  primi- 
tives de/(x),  toutes  les  fonctions  primitives  de  f(.r)  seront  renfermées 
dan-s  la  formule  générale 

F(.r)4-C, 

C désignant  une  constante  tout  à fait  arbitraire. 

Le  plus  souvent,  les  conditions  de  la  question  particulière  qu'on  aura 
en  vue  de  résoudre,  permettront  de  déterminer  la  constante.  Si  l'on  sait, 
par  exemple,  quelle  valeur.  M la  fonction  primitive  générale  doit  prendre 
pour  une  certaine  valeur  m de  la  variable  indépendante  x,  on  aura 

■ F(/n) -4-  C = M,  d’où  C = M — F(w). 

Si  l’on  a M = o,  par  exemple,  on  a C = — F ( m ),  et  la  fonction  primi- 
tive déterminéé  eslF{xJ  — F(/n). 

1S9.  Le  tableau  général  des  dérivées  (144)  permet  de  revenir  immé- 
diatement à la  fonction  primitive,  dans  les  cas  simples. 

■ Soit  la  fonction  sa  dérivée  est  (m-f-  i)x".  Il  en  résulte  que  la 

x""*"* 

puissance  x"  a pour  fonction  primitive  j 4-  C : ce  qu’on  reconnaît 

d’ailleurs  immédiatement  par  la  dérivation.  Donc,  p>ur  avoir  la  fonction 
primitive  d’une  puissance  (sauf  la  constante),  on  augmente  Pexposnnt 
d’une  unité,  et  Pon  divise  par  Pexpasant  ainsi  modifié,  ün  trouvera  faci- 
lement, d’après  cette  règle,  la  fonction  primitive  d’un  polynôme  entier 
tel  que 

5 X*  4-  2 x*  — 7 x’  4-  5'.r  — 3. 

33. 
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Cette  fonction  primitive  sera 

x*-) 

2 

2^  + ^^+z. 

3 2 

La  même  règle  s'applique  évidemment  aux  exposants  quelconques. 

160.  Nous  désignerons  dans  le  tableau  suivant  la  fonction  proposée  par 
/(  a:),  et  la  fonction  primitive  par  F(x).  On  a d’après  ce  qui  précède  (IW)  : 

1 

f(x)  = y/x= 

J. 

F (x)  = 5X*  -4-C  = ^ xy/x-4-  C, 

F(x)=-'.t->  + C=-^-^-i-C, 

/(.r)  = y(x)  -t-l(x), 

F(x)  = 4>(x)  -f- (x)  +C, 

f(x]  = m.<^(x). 

F(x)  = w<t>(x)  +C,* 

f(x)  = ni’. 

F(x)  =j!^/n'-t-C, 
' Jogw 

f{x)  = c*, 

F(x)  = c'-+-C,  . 

/(^)  = î- 

F(x)  = '°^'^  + C = /^r  + C., 
''loge  »- 

f(x)  = sinx, 

F (x)  = — cosx  + 0, 

/(x)  = cosx, 

F (x)  = sinx  -t-  C, 

F(x)  = tangx4-C, 

fix]  = — ^ = tangxsec.r, 

F(x)  — sécx  + C, 

/(x)  = -^4—  = 1 + cot’x, 

F(x)  = — cotx  + C, 

/(  x)  = = cotxcosécx, 

' ' sin’x  ’ 

F(x)  = — coséex-t-C, 

F (x)  = arcsinx-|-C, 

F(x)  = arccosx-4-C, 

/W=.+x” 

F(x)  = arctangx  + C, 

/(")  = . 4- x” 

F(x)  = arccotx-t-C, 

. /(X)  = 

F (x)  = areséex  + C. 

X ^ — I 

F{x)  = arccosécx-l-C. 

161.  Le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonctions  (129)  permet  sou- 
vent d'obtenir  la  fonction  primitive. 
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Si  l’on  a/(j.-)  = 


X + a 


comme  la  dérivée  d’un  logarithme  conserve 


la  fonction  intacte  en  dénominateur,  et  que  la  dérivée  do  la  variable  in- 
dépendante est  l'unité,  on  peut  écrire 


ou 


De  même,  de 


F (jt)  — a) -|- C 

loge 


on  déduira 


-p+, 


{p-t){x+uy- 


c. 


Si  l’on  donne 


on  pourra  écrire,  en  divisant  haut  et  bas  par  a', 


Remarquons  alors  que  si  l’on  a / = arc  tanga,  u étant  une  fonction  de  or, 
il  vient 


/ = 


‘ ' 


1 X 

D’après  cela,  - étant  précisément  la  dérivée  de  - 1 on  a pour  la  fonction 


primitive  de  f{x) 


F(x)  = arctang  ^^^-|-C. 


102.  Souvent  aussi,  en  simplifiant  d’abord  l'expression  proposée  ou  en 
la  transformant,  on  arrive  ensuite  immédiatement  à la  fonction  primitive. 
Soit 

r,  V — aj  -+-■  5 
f(x)  

En  effectuant  la  division,  on  trouve 


Par  suite, 


Si  l’on  a 


f(x)  = x’  -1-x  — I -1- 


F(x)=^  + i:-x-*-4.!2ii^+C. 

''3a  ^ loge 


/(x)  ==  sin’x. 
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I - - îl«iC 

on  pourra  remplacer  sin’jr  par (TVi^.,  43),  et  l’on  aura 


Soit  encore 


' X 8IH  AX  • 

M-=)=  — +L, 


, /(x)  = cos  3x.sinx. 

On  remplacera  cos  3x  par 

cos’x  — 3sin’x.CüSx  ( 7’rig’.,‘i3), 

et  l’on  aura 


d'où 


/(x)  r=  cos*xsinx—  3sin’xeo8x, 

, cos'x  3sin'x  ,, 

- “4 4- 

Séries  qui  serrent  au  calcul  des  logarithmes. 
163.  Considérons  la  fonction 

F(x)  = l(i-l-x). 

I 


On  en  déduira 


F'(x)=. 


I + X 


Si  Pon  supjjost:  que  x reçoive  seulement  des  valeurs  comprises  entre  o 

l>ar  la  somme  des  termes  de 


et  I,  on  pourra  remplacer  le  quotient 
la  progression  indéPiniment  décroissante 


— x-t-x’  — x’  + x*  — ...  ± x""'  q:  x"  ± . . . , 


qu’on  obtient  [Mir  division  (105). 

On  pourra^ donc  écrire,  en  s’arrêtant  au  «•'*"  ou  au  («  -h  i )‘^  terme, 

•T** 

= I — x-Fx’  — x’  + x*  — ...±  x"”’  ) 

' , I + jT 

■ x"*"' 

= 1 — x-t-x*  — x’4-x‘  — ...:;:X"  ± — ; — • 

I 4-x_ 

Fusons 


o(x)  n’est  autre  chose  que  la  fonction  primitive  de  F'(x),  bornée  au 
«“•"  terme  et  prise  sans  constante  [on  a F (0)  = o]. 

On  aura 


( X ) = I — X -t-  x’  — x’  + X*  — • ± x"“' . 

Si  l'on  retranche  q' [x\  des  deux  o.xpresions  de  F'(x),  il  vient 


K'(x)-y(x)^ 


I -f-  X ’ 


F'  (x)  — Ÿ'(.r).±x-"  = 


± x*^‘ 
I 4-x 


COHPLéM^T  d’algèbre.  Sig 

Les  seconds  membres  des  équations  obtenues  étant  nécessairement  de 
signes  contraires,  les  deux  fonctions  primitives  qui  correspondent  à Leurs 
premiers  membres,  c’est-à-dire  * ■ 

h 

F(x)-y(j:)  et  F tx)-  ^(x)'±  , 

• H -J-  I 


sont  l'uûe  croissante  et  l'autre  décroissante , quand  x croît  de  o à i [145]. 
l’ouf  X = O,  cites  sont  ntdles  toutes  ks  deux.  Pour  une  certaine  valeur  de 
X comprise  entre  o et  i , ellee  seront  donc  de  signes  contraires.  Dte  lors 
on  aura,  par  exemple, 

F{x)  — y(x)<o  et  F(x)-^.(x)  >o. 

• ' x"^' 

F(x)  tombera  donc  entre  ÿ(-^)  , ’ 0“  pourra  donc 


poser 


F(x)=r  ÿ(x)  rpa. 


«-)-  1 


3.  étant  une  quantité  inférieure  à l’uniti.  Et  comme  à mesure  que  n aug- 
a x**' 

mente,. le  terme  ^ _|7|  Lood  vers  zéro  (ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  x était 

plus  grand  que  i),  on  peut,  en  se  reportant  d'ailleurs  à ce  que  nous  avons 
dit  sur  la  convergence  des  séries,  poser  à lu  limite 

F(x)  = v(x), 

c’est-à-dire 


1(1. 


-X 1 = x^ 

a 


X 

T 


JC' 

T 


* 

JC* 


• ■» 

La  démonstration  précédente  prouve  qu’on  peut  admettre  pour  x la  va- 
leur 1 ; la  série  obtenue  donnera,  dans  ce  cas,  le  logarithme  népérien  de  a. 

16i.  Si  l’on  change  x en  — -x  dans  la  relation  (i),  on  a * ^ 

x’  x^  x‘  x‘ 


_ x^  x‘ 

I(i--^)=-x-7-T“T---' 


ou 

(A)- 


-l(l— x): 


x'  X^  X‘  X^ 


Celte  série  reste  convergente,  comme  la  première,  pourvu  <jue  x reste 
compris  entre  o et  i . On  ne  peut  plus  ici  supposer  x = i ou,  du  moins, 
les  deux  membres  de  l’équation  deviennent  alors  infinis  ; le  premier 
membre  devenant  — 1 .o,  et  le  second  membre  représentant  la  série  har- 
monique (103,  a“). 

165.  Calcul  des  logarithmes  népériens. 

Ajoutons  les  formules  ( i ) et  (a)  membre  à membre,  il  viendra 

(3)  I(|  t-x)  -I(|  -x)=  1 (^7^)  = » T '^7 
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I^-t-  J'  . . 

Comme est  > i,  on  peut  écrire 


1 — X 


+ X 


N- 


I — Æ N N 

N ol  Z étnnt  deux  nombres  positifs  quelconques.  On  tire  de  cotte  relation 

Z 

X = — - ! 

aN  + z 

1.6  premier  membre  de  la  relation  (3)  devient  ainsi 
l.î^=l(N-t-3)-l.N, 

et  l’on  jieut  écrire 

(4)  + = + 


5(a>i  + z)' 


La  formule  (4)  permet  de  calculer  le  logarithme  népérien  de  N -f-z 
quand  on  connaît  celui  de  N. 

Il  est  facile  déjuger  du  degré  d’tfpproximation  qu'on  a atteint,  en  s'ar- 
rêtant à un  certain  terme. 

Si  l'on  néglige  dans  le  développement  tous  les  termes  qui  suivent  le 
terme 

a z-^' 

(ip  + \)  (aN-f-3)^'‘  ’ . • ■ 

l'erreur  commise  sera  égale  à 

r 


L(a/>-|-3)  (aN-l-z)’’’"'’  {'Z!>  + 5)  (aN-l-a)^'''* 

Elle  sera  donc  moindre  que 

r z’  z‘ 

(a/»-t-S)(aN4-z)’^“L' 

ou  que 


(a  N -H  z)’  ( a N -h  z)* 


....] 


en  remarquant  que  la  parenthèse  forme  une  progression  indéCniment  dé- 
croissante  dont  la  raison  est  - ^ ^ • On  peut  donc  poser,  en  ap|)c- 

lant  E l’erreur  commise  et  en  simplifiant, 

z’»** 


E< 


a N ( N Z ) ^ a O -h  3 ) ( a N Z 1''^' 


Si  l'on  écrit  simplement,  en  ne  conservant  que  le  premier  terme  de  la 
série, 

l(N  + z)=rl.N  4- 
' îN-l-z 
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on  aura,  en  faisant  a + J = I , > 


5ai 


6N(N  + i)  (aN  + 2) 


et,  à plus  forte  raison, 


E< 


-f-V- 

la  Vn^ 


’ 166.  Calcul  du  module.  Pour  passer  des  logarithmes  népériens  aux 
logarithmes  vulgaires,  il  faut  calculer  le  module  M,  qui  est  égal  à j— ^ 
(///^.  eVe/n.,  2ÎS3).  • 

Pour  calculer  I.io,  nous  chercherons  l.a  et  1.5;  nous  aurons 
ensuite 

1 . 10=  1-.  a-(-l . 5. 

Pour  avoir  I . a,  il  suffira  de  faire  dans  la  formule  ( 4 ) 

N = I et  z=  I. 

Il  viendra  , 

I . a = a (- -H  4- 4-. . . )• 

On  calculera  rapidement  un  grand  nombre  de  termes,  en  réduisant  en 
décimales  les  fractions  3»’  • • ■ ’ ^ divisant  suc- 

cessivement par  9 les  différents  résultats  trouvés  à partir  du  premier  ; 
puis,  en  les  divisant  de  nouveau  et  dans  l’ordre  convenable  par  la  suilo 

des  nombres  impairs  i,  3,  5,  7, 

Si,  dans  la  formule  (4),  on  fait  N = 4 et  2 = i,  il  vient 

l . 5 = 1 . 4 + a ( i -l- ^ -h . . . V 

\9  3.9=  5-9‘  } 

On  a I . 4 en  doublant  I . a,  et  on  calcule  la  parenthèse  en  employant  le 
procédé  indiqué  pour  l.a. 

On  obtient  ainsi  ; 

I . a = 0,693147180559, 

I .5  = 1,60943791  a434,  • 

1.10  = a,3oa585oga99. 

.M  = = loge  = o,434a9448i9o. 


et,  par  suite, 
On  a donc 


167.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  Pour  avoir  directement  les  loga- 
rithmes vulgaires,  il  suffira  de  multiplier  par  le  module  M les  deux  mem- 
bres de  la  relation  ( 4 )•  On  aura  ainsi 


l‘>S( 


N42)-logN=aM[^ 


Z 3|aN  f z)'  5(aN-f-z) 


i - 
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En  supposant  z=  i,  il  vient  » 


(5)  log(N-f- i)— logN 


- I II  T 

= aM  ••‘N+i'*'  3'(aN+i)'  1 

I * ’ I 

(2N-(-  i)‘  ”'■■■■  J 


C'est  cette  dernière  formule  qui  a servi  à calculer  les  tables  usuelles. 
L’erreur,  en  ne  conservant  dans  le  second  membre  que  le  premier  terme, 

sera  moindre  (165)  que  ‘ 

Sériel  qui  condoiient  au  calcul  de  ic  ■ 

168.  Considérons  la  fonction  F (a:)  = arc  tangx.  Nous  aurons 

I 


F'(x)  = 


I 4-  x’ 


Si  f 0/1  suppose  que  x reçoive  seu/e/nent  lies  valeurs  co/uprises  entre 

3 par  la  somme  des  termes 


O et  I,  on  pourra  remplacer  le  quotient  y _j_  ^ 
de  la  progression  indéfiniment  décroissante 


I — x’-l-x'  — x*4-...  — . 


qu’on  obtient  par  division  (nous  mettons  en  évidence  la  divisibilité  par 
4 des  exposants  des  termes  positifs)  (105).  On  pourra  donc  écrire 


F'(x)=  i-x’4-x‘-x‘4-...-x““»-4- 


l’osons 


x‘  x’- 


x**-' 
4/1 — I 


y (.c)  n’est  autre  chose  que  la  fonction  primitive  de  F'(x),  bornée  au 
■ji //'*”“  terme  et  prise  sans  constante  [on  a F (o)  = o]. 

On  aura 


*11  en  résulte 


•).'(x)=i — x’-+-x‘  — x*4-..  — X*""’. 


F'(x)-y'(x) 


I -4-  X 


3' 


\ji  ditférence  entre  ces  deux  dérivées  est  donc  constamment  {xisitive  et 
moindre  que  x'*.  On  peut  donc  écrire  * 

F' (x)  — y' (x)  > o et  F'(x)  — y’(.r)  — .r'"<o.  • 

Si  l’on  considère  la  première  inégalité,  on  voit  que  la  fonction  primitive 
F (.r)  — y (x)  est  croissante  à j/artir  lie  zéro.  Si  l’on  considère  la  seconde 

• I 

inégalité,  on  voit  que  la  fonction  primitive  F (.v)  — y( x)  — est, 

au  contraire,  flcrroissanU'  à jxirttr  fit:  zrn».  Les  fieu.\  fonctions  c^jnsidé- 


Dioil'zed  by  Cnogle 


COKPLÉMËST  d'algèbre. 


5a3 


rées  sont  donc,  l’une  positive,  l’autre  négative,  pour  toute  valeur  <le  x 
comprise  entre  o et  i.  Par  conséquent,  F(x)  tombant  entre 


((.(j:)  et  y(x)-4- 


on  peut  poser 


F(x)  = y(x)  + a 


n + I 


a étant  une  quantité  inférieure  à l’unité.  Le  terme  a ' 


«+  I 


convergeant 


vers  zéro  à mesure  que  n augmente  (ce  qui  n’aurait  pas  lieu  si  x était 
plus  grand  que  i),  on  pourra  poser  à la  limite 


c’est-à-dire 

(>) 


.3^  JC^ 

arc  tangx  = •*~y+5 — 


Si  l’on  change  x en  — x,  on  a 

arc  tang  ( — x)  = — arc  Ung(x  ) = — x-t-y  — '^-4-  — — 

• l 

c’est-à^lire  qù’on  retombe  sur  la  mémo  série  ( i ).  Cette  série  subsiste 
tlonc  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  — i cr  + i et,  aussi, 
pour,  les  valeurs  limites.  La  série  ( i ) a été  donnée  pour  la  première  fois 
par  Leibnitz  : elle  porte  souvent  son  nom. 

Si  la  tangente  x donnée  était  plus  grande  que  l'unité,  la  série  ( i ) qui 
fait  connaître  l’arc  correspondant  deviendrait  divergente.  On  chercherait 

dans  te  cas  l'arc  tang  - > complémentaire  de  l’arc  demandé,  et  l'on  aurait 


X 

arc  tang  - = - — arc  tang  x — 


I _ TC 

X a 


I 1.1  1 , 

•*  7.x' 


X 3.x'  5.x 

La  série  ainsi  trouvée  est  convergente. 

169.  Calcul  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Si  dans  la 
formule  ( i'  ) on  suppose  x = i , on  a . 


et  il  vient 


arc  tangx  = — , 
4 


TT  _ I I i I 


A _ 


-!V  ■-*- 


Cet^.série  est  convergente  (l(fô),,mai8  trop  lentement  pour  qu’on  puisse 
l’employer  au  calcul  de  ic. 

.Posons  d’une  manière  générale 


■'Nous 


arc  tang  x ^ a,  arc  tangy  = b. 


aurons 


f = tang»,  yéz  langé. 


5a4 

Par  suite, 
Ainsi , 


tang  (rt  4-  A ) 


COMVLÉMEKT  d'algÈBRE. 

lang  rt  tang  6 x + y 


— tang  «tang  6 i — cy 


(î)  arc(o4-fr)=  arc  tang  X 4- arc  tang  J = arc  tang 


x+.r 
I — XJ 


Cette  formule  permet  de  diviser  le  calcul  en  deux  parties,  et  d’employer 
dos  séries  très-convergentes.- 
On  trouverait  de  même  la  formule 

arc  tangx  — arc  tang/ = arc  tang  ^ > 

qui  se  déduit  d’ailleurs  de  la  précédente  en  changeant  / en  — /, 

Nous  voulons  avoir,  par  hypothèse, 

TT 

arc  tangx -i- arc  tang/= 

11  faudra  donc,  d’après  la  formule  ( 2 ),  que  les  valeurs  choisies  dans  ce 
cas  pour  X et  pour  /,  satisfassent  à la  relation 

X y 

— = 1,  d’où  x4-/  = i— X/. 


X/ 


Soit  X l’arc  dont  la  tangente  est  égale  à ^ ■ Nous  aurons 


tangaX  = 


2 tang  X 
— tang’X 


12 


25 


et 


lang  4 X = 


_ 2tang  2X  _ 


• lang’  2 X 


) _ _ 
25  ~ 1 19  ~ 

T44 


I 


On  voit  que  l’arc  4 X doit  surpasser  - d’une  très-petite  quantité.  Si  l’on 

4 

remplace  x («r  dans  la  relation 

X -+-/  = I — XJ, 


il  vient 
d’où 


"9 


y=- 


1 20_> 
'■9  ’ 


23g 


A celte  tangente,,  correspond  l’arc  — Y,  et  l’on  pourra  écrire 
^ 4 X — V — 4 arc  lang  ^ - arc.  lang 
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La  série  (i)  donne  d’ailleurs 

4arcungi  = 4 4- . • 

III  I 

arc  tang  = -5 -5 — 5-^  4-  -7 — 5-r  — 

aSg  alg  i.aiÿ  5.a3g 

Les  séries  obtenues  ainsi  sont  très-convergentes,  surtout  la  seconde. 
Pour  avoir  7t  avec  i5  décimales  exactes,  il  faut  prendre  onze  termes  dans 
la  première  série,  et  trois  seulement  dans  la  seconde,  l’erreur  corami.se 
étant  plus  petite  que  le  terme  auquel  on  s’arrête  (105).  On  peut  aller,  en 
opérant  de  cette  manière,  jusqu’à  la  dix-septième  décimale;  mais  comme 
on  a deux  fois  à multiplier  par  4<  pour  avoir  d'abord  4^  et  ensuite  -e, 
on  ne  comptera  que  sur  les  i5  premières  décimales.  On  prendra  donc 

= 3,1 41 5g  ;»6535  89793. 

• ' ' 


questions  proposées. 


1°  Prouver  que 


(-S)' 


a pour  limite  e*,  quand  m augmente  indé- 


Hniment,  et  trouver  l’expression  du  développement  de  en  série, 
a”  En  conclure  l’expression  du  développement  de  (f  en  série. 


3°  Prouver  que  la  limite  de 


^i  — est  J)  lorsque /n  augmente  in- 
définiment, et  former  la  série  correspondante. 

4“  La  série  k,  -|-  h,  -i-  . . . 4-  4-  4-. . . est  convergente,  si 

la  limite  de  est  inférieure  à l’unité. 

5"  "frouver  la  dérivée  de  l’expression 

Vy/ï+x  — v^i  — X / \ X y/i  — x'  / 

C"  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 

/ = arc8inaxy^i  — x'  - ^ ‘ 

7”  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 

_r  = log  j^x  4- (x’ — «’)’ 4- arc  séc  î J j. 


8°  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 

. a -l-x 
r = arc  tang 

I — nx 

9°  Chercher  la  dérivée  de  l’expression 
I — cos  mx 


r = loc 


I -I-  cos  n/x 


(■^  = nb)- 

on 

(r^=io?r  ~^y 

\ sinw.j  / 
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10°  Chercher  les  dérivées  des  expressions  suivantes  (liâ)  ; 

arcsinx  + arcsinv  = fl  ^y  = — y/i — 

y.  sinnr  -■  j^.r'  = ^ (i  — cot«x)  J* 

1 1"  Chercher  les  maxinaums  et  les  minimums  de  la  fonction 
^ = X* — 8.r’  + a2x’  — 24x-t-ia, 

(xs=  1,  minimum,  x = a,  maximum,  x = 3,  minimum). 
ia°  Chercher  les  maximums  et  les  minimums  de  la  fonction 

X 

(x  = ±i). 

1 3°  Chercher  les  maximums  et  les  minimums  de  la  fonction 


x’  — X + I , , 

(x=o,  x = a). 

i4°  Un  point  lumineux,  situé  sur  une  verticale  donnée,  éclaire  une  sur- 
face horizontale  élémentaire  de  position  connue.  A quelle  hauteur,  par  rap- 
port à la  surface  horizontale  prolongée,  doit  être  situé  le  point  lumineux , 
pour  que  l’élément  considéré  reçoive  le  maximum  d’éclairement? 

i5°  Étant  données  les  parallèles  AC,  BD,  et  la  ligne  AB,  mener  par  le 
point  C la  ligne  CXY,  telle,  que  la  somme  des  triangles  BXY,  ACX,  soit 
un  minimum. 


Fie.  4- 


iG°  Chercher  le  rayon  du  cercle  dans  lequel,  à un  arc  de  longueur  don- 
née, correspond  le  segment  maximum. 

1 7°  Sur  la  droite  qui  joint  deux  lumières,  trmver  le  point  le  plus  éclairé. 

i8“  Parmi  toutes  les  niches  de  même  surface,  quelle  est  celle  de  vo- 
lume maximum? 

19°  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  de  même  surface  totale, 
quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 

20°  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  de  même  volume,  quel 
est  celui  de  surface  minimum  ( on  distinguera  le  cas  où  le  volume  considéré 
est  ouvert  et  celui  où  il  est  fermé)? 

21°  Maximum  de  la  surface  totale  d’un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère 
donnée. 

22°  Maximum  de  la  surface  totale  d’un  cône  inscrit  dans  une  sphère 
donnée. 
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uS"  Chercher  le  maximum  de  la  fonction 


34°  Étudier  la  marche  de  la  fonction 

^ x’  — 5x  C 
. ~ X*  + X 4-  1 ’ 

lorsque  x varie  de  — » à -f-  * • 
a5°  Étudier,  dans  les  mêmes  conditions,  la  marche  de  la  fonction 

j = c‘  + e-‘. 

a6“  Chercher  les  dérivées  successives,  c’estrà-dirc  premières,  secondes, 
troisièmes,  quatrièmes, . . . . , des  fonctions 

l.x,  e*,  sinx,  cosx. 

37"  Vraie  valeur  de  l’expression 

«"  — x" 

log  a"  — log  X*  ’ 

pourx  = a 

K)- 

a8°  Vraie  valeur  de  l’expression 

X — ( // 4- I ) x*+' + /i.r* 

■■  ■ ' ' ■ > . , 

I — x' 

pour  X = 1 • t. 

39°  Vraie  valeur  de  l'expression 

X*  4-  tang*x 
x‘  4-  sin'  X ’ 

pour  X = O 

(I). 

3o°  Étant  donnée  la  fonction  implicite 

7^  — 4- loofl’x*  — x' O, 

trouver  la  vraie  valeur  de  y pour  x—o 
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LIVRE  TROISIÈME. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DEp  ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GÉNÉRALITÉS  RELATIVES  AUX  VARIATIONS  D’LNE  FONCTION  ENTIÈRE. 
— CO.MPOSITION  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Défioitions. 

170.  Lorsqu’une  équation  renferme  seulement  des  fonctions  algébri- 

ques, elle  est  dite  al^ébrujuv;  elle  est  transcendante  dans  le  cas  con- 
traire (116).  •'  ' 

Toute  équation  algébrique  à une  seule  inconnue  ou  à une  seule  va- 
riable peut,  après  la  disparition  des  dénominateurs,  celle  des  radicaux,  et 
la  transposition  des  termes,  être  ramenée  à la  forme  (*) 

(A)  A,.r—  -i-A,x"-’4-...-4-A..,r4-A.  = O. 

X est  la  variable;  m est  un  nombre  entier,  degré  de  réquation; 
A,,  A„  A,...,  A„_,,  A;,,  sont  des  coefficients  donnés  : ces  coefficients 
sont  ou  des  quantités  réelles  ou  des  quantités  imaginaires  de  la  forme  ci-f-éi. 

Quand  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  donnés,  l’équation  reçoit 
le  nom  dîéquation  numérique. 

On  peut  ramener,  quand  on  le  juge  convenable,  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  de  l'équation  à l’unité  (voir  186). 

La  résolution  algébrique  d'une  équation  consiste  é trouver  les  expres- 
sions qui,  composées  algébriquement  avec  les  coefficients  de  cette  équa- 
tion et  substituées  à l’inconnue,  rendent  les  deux  membres  identiques, 
c'est-à-dire  le  premier  égal  à zéro  : ces  expressions  sont  les  racines  de 
l’équation. 

Il  a été  démontré  qu’au  delà  du  quatrième  degré,  la  résolution  algé- 
brique des  équations  générales  était  impossible. 

Les  efforts  infructueux  tentés  pour  parvenir  à cette  résolution  algé- 
brique ont  du  moins  conduit  à la  connaissance  d'un  grand  nombre  de  pro- 
priétés communes  aux  équations  de  tous  les  degrés.  L’ensemble  de  ces 
propriétés  constitue  la  théorie  générale  des  équations,  et  cet  en-semble 
sert  de  base  aux  principes  employés  pour  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques. 

171.  I.  Nous  avons  déjà  démontré  que  toute  fonction  entière  et  ration- 
nelle de  la  variable  x était  une  fonction  continue.  Et  la  démonstration 


( *)  Ost  co:tc  fprmc  qup  non*  ^oiin-pnlcn<lrr>ns  tonjonrs,  qtinnH  nous  nVx- 
primcroriR  pan  lo  <?onlrairo. 
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rappelén  s’applique  évidemment  à toute  fonction  dont  la  dé^i^ée  est  Jînir. 
Car,  d’une  manière  générale,  on  a (114) 

F(jr  + Ax)  — F(x)  = Ax[F'(x)  + a]. 

Et  le  produit  qui  compose  le  second  membre  tendant  vers  zéro  en  même 
temps  que  Ax,  puisqu’on  suppose  que  F'(x)  ne  peut  prendre  aucune  va- 
leur infinie,  il  en  est  do  même  du  premier  membre. 

On  peut  donc  dire  que  toute  fonction  reste  continue  tant  que  sa  déri- 
vée reste  finir. 

172.  n.  Étant  donnée  une  fonction  entière  et  rationnelle 

F(x)  = A.x"  -f  A.x"  ' + A,x«->  -f- . . . -t-  A„_,  r -f-  A„, 

on  peut  toujours  substituer  à x une  valeur  assez  grande  jmur  que  le  pre- 
«f»çr  terme  remporte  sur  la  somme  de  tous  les  autres,  et  iniftose.  son  signe 
au  polynôme. 

Comparent  le  premier  terme  A,x"  au  terme  quelronque  A,.r"“".  Nous 
aurons 

A.x”— A..r”  " -x"-"[A,x'  — AJ. 

On  pourra  toujours  donner  à x une  valeur  assez  grande  pour  que  le  pro- 
duit A.x"  l'emporte  sur  le  coefficient  A.,  et  de  telle  quantité  qu’on  vou- 
dra. Le  facteur  x"~"  pouvant  lui-méme  croître  sans  limites,  on  voit  que 
le  premier  terme  A.x”  peut  surpasser  un  terme  quelconque  du  polynôme 
d'une  quantité  aussi  grande  qu’on  voudra,  et,  par  suite,  il  peut  surpasser 
de  même  la  somme  de  tous  les  terme.s  du  polynômi.'. 

A partir  d’une  certaine  valeur  de  x,  le  polynôme  prendra  donc  le  'signe 
de  son  premier  terme  et  le  cons^vpra  }»nr  toutes  li's  valeurs  supérieures 
de  X,  en  croissant  lui-même  indéfiniment. 

a 

173.  D’après  ce  tliéorème,  toute  fonction  de  degré  jmir  a le  même 
signe  que  le  coefficient  A.  de  son  premier  terme  pour  des  valeurs  très- 
grandes,  /Msitives  ou  négatives,  de  la  variable.  Toute  fonction  de  degré 
impair  a le  même  signe  que  le  coefficient  A.  de  son  premier  terme  pour 
des  valeurs  très-grandes,  mais  /msitives,  de  la  variable  ; elle  a un  signe 
contraire  à celui  de  A.  pour  des  valeurs  très-grandes,  mais  négatives,  do 
la  variable. 


174.  in.  Lorsque  deux  nombres  n et  h.  substitués  dans  une  fonction 
entière  V{x],  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  on  peut  affirmer 
que  Féquation  F { x ) o n au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
n et  h.  J /. 

En  effet,  si  la  variable  .x  varie  d’une  manière  continue  depuis  a jusqu'à 
b.  F(x)  variera  également  d’une  manière  continue  depuis  F(.«)  jusqu'à 
F(ô)  (171).  Et  comme  F(o)  et  V{b)  ont  des  signes  conu^ires,  F(x) 
entre  ces  deux  valeurs  passera  nécessairement  par  zéro,  limite  commune 
des  quantités  positives  et  négatives.  Donc,  entre  a et  b.  la  valeur  de  x se 
confondra  au  moins  une  fois  avec  l’une  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

17.^.  De  cet  important  tliéorème,  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

I ’ Toute  équation  algébrique  a coefficients  réels  et  de  degré  im/uiir  n au 
moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 


H. 
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Soit 

F ( J ) = A, X" -f- A,  + A,  jr"-’ + . . . + A;,  = O. 

Ün  peut  toujours  supposer  que  le  coefficient  A,  est  positif,  m étant  im- 
pair, une  très-grande  valeur  positive  donnée  à x rendra  le  polynôme  po- 
sitif ; une  très-grande  valeur  négative  donnée  à x le  rendra  négatif  (173). 
Si  l'on  fait  .r  = o,  le  polynôme  se  réduira  à son  dernier  terme  A„.  Si  A, 
est  positif,  le  changement  de  signe  du  polynôme  aura  lieu  pour  x com- 
pris entre  — 00  et  O : l'équation  aura  donc  au  moins  une  racice  négative.  Si 
A^  est  négatif,  le  changement  de  signe  du  polynôme  aura  lieu  pour  x com- 
pris entre  -4-  œ et  o : l'équation  aura  alors  au  moins  une  racine  positive. 
Le  tableau  suivant  résume  ce  que  nous  venons  de  dire  : 


Valeurs  données  a x. 

00 

0 

-f-  CO 


Signes  de  F (x). 


Môme  signe  que  A„(±). 
-f- 


L’équation  x’  — 4x’4-5x-4-7  o a au  moins  une  racinq  négative. 

L’équation  x*  — 7x’-|-2x’  — 3x  — 9 = 0 a au  moins  une  racine  posi- 
tive. 

1°  Tonte  équation  algéhrniuc  à coefficients  récit  et  fie  degré  pair  a au 
moins  deux  racines  réelles,  F une  positive  et  Vautre  négative,  lorsque  son 
dernier  terme  est  négatif. 

D'ajirès  ce  qui  précède,  il  suffit  de  former  le  tableau  suivant  : 


Valeurs  données  a x. 

( — 00 


O 

4-  00 


Signes  de  F (x). 

-I- 

Môme  signe  queA„(— ). 
4- 


II  y a donc  changement  de  signe  du  polynôme  quand  x passe  de  — 00  à o 
et  quand  x passe  dé  oà  4- 00,  c'est-à-dire  que  l'équation  admet  au 
moins  une  racine  négative  et  au  moin.s  une  racine  positive. 

L’équation  x‘  — 3x^-|-x’— iix  — a = o a au  moins  deux  racines 
réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative. 


176.  On  voit  qu’il  y a doute  quand  le  dernier  terme  du  polynôme  est 
positif,  l’équation  étant  de  degré  pair,  parce  qu’aucun  changement  de  signe 
ne  se  manifeste  dans  la  fonction,  quand  x saute  de  — 00  à 4-  « en  pas- 
sant par  o.  Nous  admettrons  que,  dans  ce  cas  aussi,  l’équation  F(x)  = o 
a au  moins  une  racine  : seulement,  cette  racine  peut  être  imaginaire. 

Nous  énoncerons  sous  une  forme  tout  à fait  générale,  mais  sans  la  dé- 
montrer, la  proposition  fondamentale  suivante  (voir  les  Exercices  de 
Mathématiques  de  Cauchy  ) : 

. Toute  éqiuition  algébrique  à une  inconnue,  de  la  forme  définie  pré- 
cétlenuuenl  (170) , admet  au  moins  une  racine  réelle  ou  une  racine  iina- 
ginaite  de  la  forme  a 4-  bi. 

Il  faut  bien  comprendre  do  quelle  manière  une  racine  imaginaire  a 4-  bi 
peut  satisfaire  à l’équation  F (x)  = o.  D'après  les  détails  donnés  dans  le 
Livre  I"  sur  les  expressions  imaginaires  (ch.  VI),  on  sait  que  la  substi- 
tution do  la  quantité  imaginaire  a + bi  à la  place  do  x dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  conduira  finalement  à un  résultat  de  môme  forme 
A -t-  B I.  Si  fl  4-  /«est  racine,  on  aura 


A 4 B(  =^o, 
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c’est-à-dire  que  les  valeurs  de  a et  de  6 satisferont  aux  conditions  A = o 
et  B = O. 

Composition  des  équations. 

177.  Théorème  pondahe.ntal. — Toute  équation  du  degré  ad- 

met exactement  m racines  réelles  ou  imaginaires. 

L’équation  F ( x)  = o admet  en  effet  au  moins  une  racine  { 176).  Dési- 
gnons cette  racine  par  a.  Puisqu’on  a F(«)  = o,  F(  j:)  est  divisible  par 
le  binérae  x — a {Alg.  élém.,  36).  Le  premier  terme  du  quotient  Q 
sera  A,  .r"-‘ , et  l’on  aura  identiquement  : 

F(o.)  = (.r-«).g. 

Toute  équation  ayant  au  moins  une  racine,  l'équation  Q = o on  admettra 
une  b,  et  l’on  aura  . 

0 = (x-b).Q’. 

Le  premier  terme  du  quotient  Q'  sera  évidemment  A,x”-’.  Do  mémo, 
l’équation  Q'  = o admettra  une  racine  c,  et  l’on  aura 

Q'  = i.r-c).0". 

Le  premier  terme  du  quotient  Q"  sera  A,x“-\ 

En  continuant  toujours  de  la  même  manière,  on  obtiendra  chaque  fois  . 
un  nouveau  facteur  binôme;  et  le  degré  des  quotients  successifs  allant 
toujours  en  diminuant  d’une  unité,  on  finira  par  arriver  à un  dernier  quo- 
tient indépendant  de  x qui  sera  nécessairement  A,.  En  remplaçant  alors 
dans  l’expression  de  F (x),  Q par  sa  valeur  en  fonction  de  Q',  Q'  par  sa 
valeur  en  fonction  de  Q’,  etc.,  on  arrivera  à l’identité 

F(x)  = (x  — fl)(x  — ô)(x  — c)...(x  — /!)(x— /).  A,. 

Cette  identité  prouve  que  l’équation  F (x)  = o est  Satisfaite  pour  les  va- 
leurs x = a,x=b,x  = c,...,eo  nombre  m,  et  qu’elle  l’est  seulement 
pour  ces  valeurs  (78);  car  toute  autre  quantité  mise  à la  place  de  x 
n’annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre,  ne  peut  non  plus  annu- 
ler le  premier  membre.  , • 

178.  Remarques.— \.  La  relation  obtenue  montre  comment  on  peut  for- 
mer le  premier  membre  d’une  équation  dont  les  racines  sont  données.  Le 
seul  coelBcient  A,  restant  arbitraire,  on  voit  que  deux  équations  qui  ont 
les  mômes  racines  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant. 

II.  Deux  polynômes  en  x du  degré  m étant  égaux  pour  plus  de  m 
valeurs  de  la  variable,  sont  identiques.  En  effet,  l’expression  de  l’égalité 
de  ces  deux  polynômes  X et  X'  conduit  à une  équation  du  degré  m de  la 
forme  X — X’  = o , qui  admet  précisément  pour  racines  les  valeurs  con- 
sidérées de  la  variable,  et  qui  ne  peut  en  admettre  un  nombre  supérieur 
à m,  à moins  que  le  premier  membre  ne  se  réduise  de  lui-môme  à zéro. 

III.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  que  les  racines 
n,  b,  e,  . ..,  h,  l,  soient  différentes.  Il  peut  arriver,  par  exemple,  que  l’é- 
quation admette  n racines  égales  à a.  On  dit  alors  que  a est’  une  racine 
multiple  du  n''"'  ordre.  Une  racine  qui  ne  se  reproduit  pas  est  une  racine 
simple  ou  du  premier  ordre. 

IV . Les  facteurs  (x  — o),(x  — i),(x  — r),...,  sont  appelés  facteurs 
du  premier  degré  ou  facteurs  premiers  du  polynôme  F [x]  [12]. 

Si  on  les  multiplie  deux  à deux,  trois  à trois,  . . . , on  formera  tous  les 

M 
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diviseurs  du  polyndmc  Le  nombre  des  diviseurs  du  second  de^ré 

, m[m  — Il  , . . ...  . ...  , , 

est  donc  — — ■ ; celui  des  diviseurs  du  troisième  degré  est 


/n(7n— i)(m  — 2) 

— ^ — — 5— Ole. 

1.2.3 

1711.  Pour  essayer  si  un  nombre  a est  racine,  on  divise  F ( J")  jxirx  — a. 
On  obtient  un  quotient  de  la  forme 

A,  .1^-'  -4-  B,  y-’  4-B,  + . . . 4-  B„_, , 

et  un  reste  R.  F(x)  étant  égal  au  produit  du  diviseur  />ar  le  quotient 
plus^  le  reste,  on  doit  avoir  identiquement 


— a\. 


.r"-'+  B, 

.c"-’+  B3 

.,->+...+  B„_, 

-«B. 

-aU, 

-"B..-, 

J-4- 


R 

"B— 


c'est-à-dire,  on  égalant  les  coefficients  des  mémos  puissances  de  .r  dans 
les  deux  membros  ; 


A,=rB,— «A,,  A,  = B,— «B,,  A,  = Bj— flB,, — 
A„_,  = B„_,  - «B„,, , A,  = R - « B„_, . 


On  aura  donc 


B(— A, -l-oA, , Bj  — A,4-wB, , B,  = Aj-4-«B,, . . ., 

•*«-i  = A„_,  -H  n B„_, , R = A„-t-  a B„_, . 

Ces  égalités  permettront  de  déduire  rapidement  les  différents  termes  du 
quotient  les  uns  des  autres.  On  voit  que  rhaque  coefficient  du  quotient  sr 
comimse  du  coefficient  du  terme  de  même  rang  dans  F(x) , augmenté  du 
produit  de  a par  le  coefficient  du  terme  précédemment  écrit  nu  quotient, 
a est  un  nombre  positif  ou  négatif.  Si  n = — 2,  on  a 

X — a=x  + 2 = x — ( — 2). 


Soit  à diviser  4.*^'  — >o.r*  -i-  6x^  — 7x’  -f-  g.r  — 1 1 par  x — 2. 

Lo  premier  terme  du  quotient  est  ^x'.  On  obtient  alors  comme  il  suit 
les  différents  coefficients  du  quotient  et  le  reste  de  la  division. 

— 10 + 2x4  = — a.  +6  — 'A.x  2 = 2,  — 7 + 2 X 2 = — 3, 

9 — 2 X 3 = 3,  — 1 1 + 2 X 3 = — 5. 

On  a alors  pour  quotient 

4x‘  — 2x’  + 2x’  — 3.r  + 3, 

et  le  reste  est  égal  à — 5.  Ainsi,  2 n’est  pas  racine  et  F ( 2 ) = — 5 { Alg. 
élém.,  36). 

Si  le  polynôme  proposé  n'est  pas  complet,  il  faut  supposer  les  termes 
manquants  écrits  avec  le  coefficient  o.  Soit  à essayer  si  —2  est  racino 
do  l'équation 

2.r‘  — 5.r’  + 7X  — 5 = 0. 

Le  premier  terme  du  quotient  est  2x’.  On  a ensuite 

— 5 — 2 X 2 = — 9,  0 + 2x9  = 18, 

7 — 2x18=— 29,  — .5  + 2 X 29  = 53.  * 

Lo  quotient  sera  donc 

2x-‘  — gx’  + i8x  — 2g 
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Pi  le  rosie  de  la  division  élanl  53,  — 2 ne  sera  pas  racine,  el  I on  aura 

F(-2)  = 53. 

180.  Si  deux:  nombres  a.  et  substitues  dans  Péijuntion  F ( x)  = o « 
la  place  de  x,  donnent  des  résultats  de  sif;nes  contraires,  ils  eompren- 
nent  un  nombre  impair  de  racines  { une  racine  multiple  rP ordre  n aunpte 
nécessairement  n fois). 

Soienl  a,  b,  c, . . .,  les  racines  comprises  enlrc  a el  P;  soit  Q le 
quotient  de  F ( j)  par  le  produit  (x  — n)(x  — 6)(x  — e) . . . (x  — ^). 
On  aura 

F(x)  = (x-a)(x— 5){x  — c)...(x  — /j).Q. 

Q représente  le  produit  du  coefficient  du  premier  terme  de  réquatioii, 
l>ar  les  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  réelles  non  comprises 
entre  a et  [3  et  aux  racines  imaginaires. 

Substituons  successivement  dans  l’identité  obtenue  a cl  ^ à la  place 
de  X.  Il  viendra 

F(a)  = (a  — «)(a  - - c)  ....  (a  — 

F (a)  cl  F (P)  étant  par  hypotliése  de  signes  contraires,  il  doit  en  être 


signe,  sans  quoi  l'équation  Q = o aurait  une  racine  comprise  entre  a et  p. 
Les  produits 

(»_„)(a_é)(a-r)...(a 

(p-a)(p-é)(p-c)...(P-ff), 

doivent  donc  être  de  signes  contraires  ; et  comme  les  facteurs  du  pre- 
mier produit  sont  tous  négatifs,  tandis  que  les  facteurs  du  second  sont 
tous  positifs,  il  faut  que  ces  facteurs  soient  en  nombre  impair,  c'est-à- 
dire  qu’il  existe  entre  a et  p un  nombre  impair  de  racines  réelles. 

Si  F(a)  et  F (P)  étaient  de  môme  signe,  on  arriverait  à la  conclusion 
contraire.  Ainsi,  deux  nombres  qui,  substitués  à x,  donnent  des  résultats 
de  même  signe,  comprennent  nécessairement  un  nombre  pair  de  racines 
réelles  [ce  qui  n'exclut  pas  zéro)  (*). 


{’)  Les  consicierntions  (;éuinctriques  suivantes  peignent  bien  aux  yeux  In 
théorème  c|u'on  vient  de  démontrer. 


Fig.  5. 


A 


IV e/ 


Cbôisissons  deux  axes  rectanijulaircs  OX  el 
OY.  Portons  les  râleurs  de  x en  abscisses  sur 
l'axe  OX,  h partir  de  l'origine  O,  et  les  valeurs 
dcF(x)  en  ordonnées,  comme  noos  Pavons 
déjii  expliqué  (7n^n.^2).  Les  points  où  In 
courbe  ainsi  obtenue  rencontrera  Taxe  0\, 
correspondront  .aux  valeurs  do  x qui  rendent 
F(r)  =:  0,  c’est-h-dire  aux  racines  de  celle 
équation.  Si  deux  valeurs  x = OA, 
roiTcspundcnt  à des  valeurs  AM  et  UN  de  U 
fonction,  qui  soient  de  signes  contraires,  pour 
aller  du  point  M au  point  N,  la  courbe  de- 
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En  se  re(K»rtant  au  n“  173,  on  voit  que  mule  éqiuititm  algébrique  de 
degré  impair  mlniet  lui  nombre  impair  de  racines  réelles,  et  que  toute 
équation  tic  degré  pair  admet  un  nombre  pair  de  racines  réelles;  de  sorte 
que  les  racines  imaginaires,  quand  elles  existent,  sont  toujours  en  nombre 
pair. 

181.  Racines  imaginaires  conjuguées.  — Le  nombre  toujours  pair  des 
racines  imaginaires  se  trouve  encore  établi  par  le  remarquable  théorème 
suivant. 

Lorsqu'une  équation  algébrique  à coefficients  réels  admet  une  racine 
imaginaire  de  la  forme  a-ébi,  elle  admet  aussi  pour  racine  rexpression 
conjuguée  a — bi. 

En  remplaçant  x par  a+hi,  on  arrive  à rexpros.«ion 
A Bi  = O, 

et  comme  a-\-bi  est  racine,  on  a (176) 

A = O et  B = O. 

Si  l’on  remplace  x par  a — bi,  les  coefficients  de  F(x)  étant  supposés 
réels,  le  résultat  obtenu  ne  différera  du  précédent  que  par  le  change- 
ment de  i en  — i.  On  aura  donc  pour  premier  membre  A — Bi,  et  ce 
premier  membre  sera  bien  égal  à zéro,  puisqu'on  a A = o et  B = o,  c'est- 
à-dire  a — bi  sera  racine. 

Cette  proposition  no  serait  plus  vraie,  si  l’équation  avait  des  coeffi- 
cients imaginaires,  puisque  ces  coefficients  ne  changeraient  pas  quand 
on  passerait  pour  x de  la  valeur  a-ébi  à la  valeur  a — bi.  On  ne  pour- 
rait donc  plus  répondre  d’arriver,  par  la  seconde  substitution,  à un  ré- 
sultat conjugué  du  premier. 

Les  deux  racines  a + bi  et  a — bi  correspondent  aux  facteurs  du  pre- 
mier degré  [x  — a—bi]  et  {x  — a-ébi)  Le  produit  de  ces  deux  facteurs 
(x  — nY-é  U'  est  un  polynôme  du  second  degré. 

Par  suite,  on  peut  dire  que  le  premier  membre  de  toute  équation  algé- 
brique à coefficients  réels  est  le  produit  d’autant  de  facteurs  réels  du 
premier  tlegré  qu'elle  admet  clé  racines  réelles,  et  d’autant  de  facteurs 
réels  du  second  degré  quelle  admet  de  couples  de  racines  imaginaires. 

Il  est  évident  que  si  la  racine  a-^-hi  est  une  racine  multiple  d’ordre  n, 
sa  conjuguée  a — bi  sera  aussi  une  racine  multiple  du  même  ordre. 


»r.i  ncccssairemcnl  couper  l’aie  OX 
Fig  6 


fois  nu  point  C ou  un  nombre  impair 
do  fois  aux  points  D,  C,  E. 

Si  les  deux  râleurs  x = OA,  x=OB, 
correspondent  à des  valeurs  AM  et  BN 
de  la  fonction,  qui  soient  de  même 
signe,  pour  aller  du  point  M au  point 
N,  la  courbe  ne  coupera  pat  l'axe  OX 
ou  le  coupera  néressairement  un  nom- 
bre pair  de  fois,  aux  points  C et  D par 
exrntple,  ( Voir,  pour  plus  de  détails, 
In  GcomvU  ie  annt}  tiqur , I.  III.) 
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Relations  qui  lient  les  coefflcients  et  les  racines  d’une  équation 
* algébrique. 

182.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l’équalion  considérée  ait 

l'unité  pour  coefficient  de  son  premier  terme.  Nous  aurons  identique- 
ment (177)  , 

a:"'  + + ...  + A„_. .r  + A„  . 

= (x  — «)(x  — é)(x  — c) . . . (x  — 4)  (j- — /). 

Si  nous  nous  reportons  alors  à l’établissement  de  la  formule  du  bi- 
nôme (^fg.  èlém.,  236),  nous  pourrons  remplacer  le  second  membre  |>ar 

X"  - S,x«-'  + S,x"-’  - S,x--’  + . . . ± S„. 

En  effet,  dans  le  produit  de  OT  binômes  (x-f-a),  (x4-ô)  (x  + c),..., 
le  coefficient  de  x”"'  est  la  somme  des  seconds  termes  a,  ô,  c, . . . , le 
coefficient  de  x*-’  est  la  somme  des  mêmes  seconds  termes  pris  deux  à 
deux;  le  coefficient  de  x”~’  est  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes 
pris  trois  à trois  ; ...  ; le  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  ces  seconds 
termes.  Si  les  seconds  termes  des  binômes  considérés  changent  de  signes, 
il  suffit  de  changer  les  signes  des  coefficients  du  développement  qui  ren- 
ferment les. produits  des  quantités  a,  ô,  c, . . . , assemblées  en  nombre 
impair. 

De  l'identité 

x"-+-A,x"-'-f-A,.r"-'4-...-i-A..,x-t-A„  • 

= x”  — S,x"-'  4-  S,x"-’  — S,x"->  -4-  . . . ± S„, 

un  déduit 

A,  = — ^1  = — (fl-+-ô-|-c-t-...-4-X-|-/),  . 

A,  = S,  = (fl6-|-«c4-...-l-X7), 

xVj  = — S^  = — ( (ihc  (ihd  -f- . . . -f-  (i k ^ . . ),  -* 

« 

A_  = ± S_  = ± abed.  ..kl. 

m M 

m, 

Donc,  dans  toute  équation  algébrique  dont  le  premier  terme  a pour 
cocjflicient  C unité  : 

Le  coefficient  du  second  terme  est  la  somme  tics  racines,  prise  èn  signe 
contraire  ; • 

Jr  coefficient  du  troisième  terme  est  la  somme  des  produits  des  racines 
prises  deux  à deux  ; * 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  est  la  somme  des  produits  des  racines 
trois  à trois,  prise  en  signe  contraire,  etc. 

Le  dernier  terme  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines,  pris  avec 
son  signe  si  Véqiuition  est  de  degré  pair,  pris  en  signe  contraire  si  Vé- 
quation  est  de  degré  impair. 

183,  Comme  l’équation  complète  du  degré  m renferme  m+  i termes, 
le  théorème  précédent  fournit  m équations  entre  les  m racines.  Ces  équa 
tions  pourront  faciliter  la  résolution  de  l'équation  proposée,  lorsqu'on 
connaîtra  quelques  autres  relations  entre  ses  racines  ( 181  ) ; mais,  seules. 
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rlles  no  peàvent  pas  conduire  5 cette  résolution.  Car  si  l'on  voulait  ob- 
tenir la  racine  a,  par  exumple,  on  se  servant  dos  m équations  du  n°  182. 
il  faudrait  éliminer  entre  ces  //»  équations  les  m — i autres  racines. 
Comme  toutes  les  racines  y entrent  d’ailleurs  d’une  manière  parfaitement 
symétrique,  l'é<|uation  en  a k laquelle  on  parviendra  sera  identiquement 
celle  qu’on  aurait  trouvée  on  cherchant  l’une  quelconque  des  autres  ra- 
cines b,  c,  c'est-à-dire  ([ue  l'équation  en  n aura  nécessairement 

pour  racines,  non-seulement  a,  mais  toutes  les  autres  racines  b,  c,  ri,... 
L’équation  en  a ne  sera  donc  autre  chose  que  l’équation  proposée  elle- 
même,  sauf  la  substitution  du  symbole  a au  symbole  x. 

C’est  ce  que  le  calcul  vérifie  immédiatement. 

Séparons  la  racine  a des  autres  racines  b,  c,  d,...,  et  désignons  par 
i,,  .ï,,  s„. ...  .v„_, , les  sommes  de  produits  de  ces  autres  racines  prises 
I à I , X à 2,  3 à 3, I à /«  — I . ün  aura  alors  ( 61  ) 


A,  - - « - r, , 
A,  — ■«,  n -+■ , 


A„_.  = ^ =F  , 

A«  = ^ "• 

Multiplions  la  première  équation  par  la  seconde  ()ar  la  troi- 
sième par  ..,  l’avant-dernière  par  «,  et  ajoutons  membre  à mem- 
bre tous  les  résultats  obtenus.  Il  viendra  évidemment  • 

A,  A,  1/"  ' -3-  -P  ...  -I-  A„_,  « -(-  A„  = — ir. 

18i.  E.vciii/i/c.  — Résoudre  réiiiiation  px  + q = o,  saeluint 

ipi'elte  a deux  rurines  égides  entre  elles. 

L('  terme  en  x^  manquant  a pour  coefficient  u,  ce  qui  apprend  que  la 
somme  des  racines  est  nulle. 

Si  l’on  désigne  par  x'  la  racine  simple  et  par  x"  la  racine  double,  on 
aura  donc  < 

x'  ■+-  ix"  = O,  d’ou  x'  — — 2x". 

P représente  la  somme  des  produits  diss  racines  prises  deux  à deux,  c’est- 
à-dire 

Ün  jieut  donc  écrire 

p = ~ S./'’, 

d’où 

= ■ 

Un  seul  signe  convient,  et  l’on  doit  prendre  ensemble,  soit  les  signes  su- 
périeurs, soit  les  signes  inférieurs. 

Comme  une  équation  do  degré  impair  admet  toujours  au  moins  une 
racine  réelle  (180),  dans  le  cas  que  nous  examinons,  p est  nécessaire- 
ment négatif,  et  l’équation  x^  + px q = o a ses  trois  racines  ive/les. 

Si  l'on  «Icmande  quelle  relation  existe  alors  entre  les  coellicients p et  y, 
on  remaripiera  que  q représentant  le  produit  des  trois  racines,  pris  en 
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signe  conlrairo  (182),  on  a 

f/  =r  2x”, 

d'oik 

La  condition  demandée  est  donc,  en  vcplu  de  la  première  valeur  y/  — 
trouvée  pour  x", 


d'où 


ce  qui  revient  à 


ou  a 


4/>*  + 277’  = O. 

Des  valeurs  p ~ — 3jC*’  pt  7 = ax”,  on  déduit  aussi 


et 


On  voit  que  les  racines  égales  entre  elles  sont  de  même  signe  que  7, 
puisque  P est  nécessairement  négatif;  la  racine  simple  est  alors  de  signe 
contraire  à 7. 


CHAPITRE  II. 


TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS.  — LIMITES  DES  RACINES. 


Transformation  des  équations. 

185.  La  transformation  des  équations  a pour  objet  général  du  déduire 
d’une  é<|uation  donnée  une  autre  équation  dont  les  racines  aient  avec 
celles  de  la  première  une  relation  déterminée. 

Nous  allons  parcourir  les  transformations  les  plus  simples  et  les  plus 
usitées. 

186.  I.  Changer  les  signes  des  racines  tCune  étpiation. 

On  veut  trouver  une  équation  qui  ait  pour  racines  les  racines  do  rétpia- 
tion  donnée,  changées  de  signes.  Par  conséquent,  x représentant  une  racine 
quelconque  de  l’équation  proposée  et  y la  racine  correspondante  de  l't-qua- 
tion  clicrcliée,  on  devra  avoir  .r  = — y.  11  suffira  donc  do  substituer  à 
X celte  valeur  pour  résoudre  la  question,  lit  comme  le  symbole  qui  repré- 
sente rinconniio  est  ici  tout  à fait  indilférenl,  il  sera  plus  siinpie  de  changer 
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/ 

X en  — X.  Les  termes  qui  contiennent  x à une  puissance  impaire  changeront 
de  signes,  et  ceux  qui  contiennent  x à une  puissance  paire  garderont  les 
leurs.  Si  l'équation  est  de  degré,  impair,  le  premier  terme  deviendra  alors 
négatif.  Pour  le  rendre  positif,  il  faudra  changer  tous  les  signes,  c’est- 
à-dire  que  les  termes  qui  contiendront  x à une  puissance  impaire  conserve- 
ront leurs  signes,  tandis  que  ceux  qui  contiennent  x à une  puissance  paire 
en  changeront,  o doit  être  regardé  comme  un  nombre  pair. 

L’équation 

X*  — 5x’-l-ax’—  7^  O 


a pour  transformée  en  •*-  x 


L’équation 


X*  Sx’  -f-  2x’  —7  — 0. 

X*  — 7X^  — ax’-f-Sx  — 1=0 


a pour  transformée  en  — x 

x‘  — 7x'-(-  ax’-t-  3x-|-  1 = o. 

187.  n.  Multiplier  ou  diviser  par  une  quantité  quelconque  l les  racines 
d'une  équation. 

X représentant  une  racine  quelconque  de  l’équation  proposée,  et  j la 
racine  correspondante  de  l’équation  cherchée;  on  «devra  avoir  dans  le 
premier  cas  : 

y = Ix,  d’où  X = 


il  suffira  donc  pour  résoudre  la  question  de  substituer  à x cette  valeur, 

X 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  y II  x'iendra  alors  ( en  supposant 

le  coefficient  du  premier  terme  égal  à l'unité) 

r"*  T”**"’  x”"* 

7;  + A,  -(-  A,  -jsrr  +•  • •+  A„=  o, 


d’où,  en  multipliant  par 

x"-|-  kfxT-'  -t-  A,/’x*-’-4-.  . a,/"  = o. 

Il  faudra  donc,  pour  avoir  la  transformée  en  /x,  multiplier  respective-, 
ment  les  termes  de  l’équation  proposée  par  les  puissances  /*,  /', 

Dans  chaque  terme,  la  somme  des  exposants  du  multiplica- 
teur / et  de  l’inconnue  x est  toujours  égale  à ni. 

Quand  on  aura  trouvé  les  racines  de  la  transformée,  pour  avoir  celles 
de  la  proposée,  on  les  divisera  par  l. 

Si  les  racines  de  l’équation  donnée  devaient  être  divisées  par  l,  au  lieu 
de  multiplier  les  coefficients  des  différents  termes  par  les  puissances  suc- 
cessives de  i,  on  les  diviserait  par  ces  mêmes  puissances. 

188.  III.  Chasser  les  dénominateurs  d'une  éqiuition,  de  manière  que  le 
premier  terme  ait  toujours  pour  coefficient  P unité. 

Effectuons  la  transformation  du  numéro  précédent  en  laissant  le  multi- 
plicateur l indéterminé.  Une  fois  cette  transformation  effectuée,  il  suffira 
de  remplacer  l par  le  plus  petit  nombre  divisible  jwr  tous  les  dénomina- 
teurs, ou  mieux,  par  un  nombre  tel,  que  tous  le.s  dénominateurs  dis- 
paraissent. 
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Soit  l’équation 


Passons  à la  transformée  on  Ix.  Nous  aurons 

, 7/x’  3P.r  5P 

x^-i h— r = O- 

274 

Le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  dénominateurs  est  aS;  mais 
il  suflit  évidemment  de  prendre  l = i4,  puisque  /'contiendra  alors  a\ 
On  trouvera  ainsi  pour  transformée 


X* — 49'*’  + 84-t' — 3430  = 0. 

189.  IV.  Augmenter  ou  diminuer  les  racines  d’une  éqtuttion  dune 
meme  qtunUité  h.  , 

Supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  de  diminuer  les  racines. 

X représentant  une  racine  quelconque  de  l’équation  proposée,  y la  ra- 
cine correspondante  de  l’équation  cherchée,  on  devra  avoir 


y ~ X — h,  d’où  r = y + h. 

Il  faut  donc  remplacer  x par  y -I-  A.  Si  l’on  représente  l’équation  donnée 
par  F [x)  = o,  on  obtient  pour  transformée  en  y (113,  en  note)  ; 

F(A)  + F'(A)^  + ^V  + ™y  + ...4--^r=o. 

' ' i.'i  i.a.3  l.a.3...;n'^ 

Soit  l’équation  t 

ax*  — 7x' — 8x’+ 5x  — i = o. 

Supposons  qu’on  veuille  diminuer  toutes  les  racines  de  3.  On  aura 


F = ax*  — 7x* — 8x’-l-  5x  — 1 , 

F(3)=-85, 

F'=  8x^  — aix’ — i6x-|-  5, 

F'(3)=-i6, 

F'=  24a;’  — 4*-c  — 

"''*>  = 37, 
1 .a  ' ’ 

F'^f3) 

F“=48x-  42, 

,.2.3= '7- 

F-’=  48, 

F”{3) 

- ^ 2. 
1.2. 3. 4 

(Pour  calculer  F (3),  F'(3), . , on  pourra  faire  usage  de  la  règle  éta- 
blie au  n°  179.) 

La  transformée  sera  donc,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  décrois- 
santes dey, 

a^'*-|- 177^-i- 377^— i6/— 85  = o. 

Si  l’on  voulait  augmenter  les  racines  de  la  quantité  A,  on  changerait  A 
en  — A dans  tout  ce  qui  précède. 

Si  A était  une  fraction  y,  on  aurait 


= X yt  d’où  h — /x  qp  X . 
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On  poserait  ty  = V,  /.r  = X,  et  l'on  aurait 

\=i\=^k. 

Pour  former  l'ùjiiation  en  X,  il  suffirait  de  chercher  la  transformée  en 
/-c  do  l'équation  proposée  (187).  Puis,  on  opérerait  comme  nous  venons 
de  le  dire  sur  l'équation  en  X,  pour  avoir  la  transformée  en  Y;  et  en 
remplaçant  dans  cette  transformée  Y par  ly,  on  trouverait  l’équation  en  r 
qu’on  veut  obtenir. 

Soit  l'équation 

*•*  -f-  Sx*  — + 6x  — 4 = 0. 

% 

Supposons  qu'on  veuille  augmenter  toutes  les  racines  do  ^ ou  les  dimi- 
nuer de  — On  formera  la  transformée  en  /x,  I étant  égal  à 3.  Il 

viendra  . 

X‘+  .i4X*-  i8X’-4-  iC/X  - 3a4  = «• 

On  changera  X en  Y k ou  en  Y + ( — 2).  On  aura 
F = X‘-+-24V-  i8X’-t-  1O2X 
F'  ==  4 X’  + 72  X’  - 3C  X + I Ca , 

F"=  i2X’-|-i44X-  36, 
h”'  — 24X-i-i44» 

F”  = a4, 

Iài  seconde  transformée  sera  donc 

• Y‘  + 16  Y'  - 1 38  Y-  + 4<)o  Y — 8i)l>  = o. 

11  viendra  ensuite,  en  remplaçant  Y par  3/, 

8ijr‘-i-  43a i24a_>'-l-  1470J—  896  = o. 


■3a4,  F(  — a)=— 89(1, 
'F'(  — a)  = 49«. 

n^=-i38, 


F"! -a 


1 .2.3 


iG, 


I .2.3.4 


190.  V.  Faire  disparailn;  un  terme  (jiu-leonquc  <Tunc  è<iuatu)u. 

On  changera  x en  r -F  A dans  l'équation  proposée,  en  laissant  h indé 
tenninéc.  11  viendra 


(y  + /<)"-+-  A,  (.r  + />  4-  A,  (/  4-  /i  4- . . .4-  A„  = o , 

d'où,  en  développant, 


4-  A, 


m t m - I ) 

1 .2 

4-  ( «»  — I ) A,  /( 
-F  A, 


y " ’-F. . .-h/r 
4- 
4- 


/i-  > 

A.  A-'-  1 

A,  A"-’  I 


+ A„_,  A 

~F  -V_ 


Si  I on  veut  maintenant  faire  disparaitre  /c  Humil  terme,  il  suflira  de 


'(  lO^lt 
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déterminer  /<  de  manière  qu'on  ait 

mh  -H  = O , d'où  A = — — • 

' ;// 

Il  faudra  donc  changer  j:  en Par  suite,  la  règle  sera, 

dans  ce  cas,  do  transformer  l'équation  en  dimimuini  toutes  ses  racines 
(189)  du  coefficient  du  second  terme  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par 
le  degré  de  Péquation.  Ce  résultat  concorde  avec  ce  qu’apprend  le  n“18!2, 
relativement  à la  composition  du  coefficient  du  second  terme  de  l'é- 
quation. 

Si  l'on  voulait  faire  disparaître  le  troisième  terme,  il  faudrait  |)oser 

— — ■h}+\m  — i)A,  A-f-A,  = 0. 

On  en  déduirait,  on  général,  deux  valeurs  pour  h. 

Le  dernier  terme  ne  disparaîtrait  qu’en  égalant  à zéro  une  fonction 
de  h identique  à la  proposée.  Et,  en  elTet,  la  transformée  ayant  alors  une 
racine  nulle,  h doit  être  une  quelcon(|ue  des  racines  de  la  proposée. 

Lors(|u'on  a fait  disparaître  un  terme  d'un  certain  rang,  si  l'on  veut  en 
faire  disparaître  un  autre  dans  la  transformée,  en  suivant  la  marche  indi- 
quée, le  terme  de  mémo  rang  que  celui  considéré  d’abord  reparaît. 

Exemple  ; On  veut  chasser  le  second  terme  de  l’équation 

— 7 = 0. 

5 

Il  faut  remplacer  x parj-|-  11  vient,  en  opérant  directement, 


1 . r î . ,125  J 5or  '*5 

r’-f-5)’  + -5^  -H Sj’ ^ - + 3 v-4-5  — 7 = O, 

3 27  S g 

• 

d'où  l’on  déduit  facilement  ,, 

27/ — i44/—  3o4  = O. 

. Si  l’on  veut  que  le  coelïïcient  du  premier  terme  reste  égal  ù l’unité,  il  faut 
écrire  (187) 

, i44/’j  3o4r  _ 


'27 


27 


et  prendre  / = 3.  Il  vient 

y — 48/  — 3o4  = O. 

Quand  on  aura  trouvé  les  racines  do  cette  dernière  équation,  on  les  divi- 

5 

sera  par  3;  puis  on  augmentera  les  résultats  obtenus  de  la  quaulité  j : 
on  aura  ainsi  les  racines  de  l'équation  proposée. 


Limites  des  racines. 

191.  Nous  nous  proposerons  d'abord  de  trouver  une  limite  lupérieure 
des  racines  fjosilives  de  l’écpiation 

F (.r)  = U. 
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Si  le  polynôme  F ( j-)  est  positif  pour  une  valeur  L donnôe  à x,  et  reste 
positif  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes,  toutes  ses  racines  positives 
seront  inférieures  à L ; L sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 

Si  le  polynôme  F(x)  a tous  ses  termes  positifs,  on  pourra  prendre 
L = o. 

193.  Soit  l’équation 

A,x”+ A,  X’"-' A, X"-’ + . . . 4- A„  = o. 


Désignons  par  N 1e  plus  grand  coeflicient  négatif,  pris  en  valeur  absolue. 
Le  premier  membre  de  l'équation  sera  au  moins  égal  à 

A,  x"  — N (x"-' -i-x”-*4- . . . + I ) , 

et  sera  jwsitif  si  cette  expression  est  positive.  Cherchons  donc  une  valeur 
de  X qui  satisfasse  à l’inégalité 

A,  .r"  — N (x"“'  + x""’  -f-  . . . 4-  I ) > O. 


yf**  I 

quantité  entre  parenthèses  revient  à • Par  suite,  on  peut  écrire 

l’inégalité  sous  la  forme 


x"> 


N(x^-  I ) 

A,{x-  I)  ’ 


Et,  pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  if  suffit  qu'on  ait 

N 

Â7R^-’' 


d’où 


N 

"='+A.- 


• 

Il  est  évident  que  toute  valeur  plus  grande  de  x conviendra  à plus  forte 
raison.  Donc  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
réquntion  F (x)  =0,  en  ajoutant  P unité  au  plus  grand  coefficient  néga- 
tif pris  positivement  ( le  coefficient  du  premier  terme  étant  préalablement 
ramené  à P unité,  en  divisant  les  deux  membres  de  Péquntion  par  A,  ). 


193.  On  peut  obtenir  une  limite  moindre  que  fa  précédente,  en  tenant 
compte  du  rang  du  premier  terme  négatif  de  l’équation. 

Admettons  que  le  coefficient  du  premier  terme  soit  l’unité.  Désignons 
par  N le  plus  grand  coefficient  négatif  pris  en  valeur  absolue,  et  suppo- 
sons que  le  premier  terme  négatif  contienne  x"'*’.  Il  suffira  de  trouver 
[>our  X une  valeur  qui  satisfasse  à l'inégalité 


.r">  N{x”-'’4-x^-'"'4-.  ..  4-  i) 
ou 


ce  qu’on  peut  écrire 

.r"-r-'[(x-  i),rr-' — N]-(-N  ^ ^ 


Il  faut  donc  trouver  pour  x une  valeur  plus  grande  que  i (rilg.  étém.. 
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169,  II)  qui  satisfasse  à la  condition 


{x—  i)  jf~'  > N 

ou  à la  condition 

(x-i)(x N. 

I On  doit  donc  avoir 

^ (x— i)'’  = N,  d’où  x = i+vi'N. 

Toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  x conviendront  à plus  forte  raison. 
Donc  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  P érptatinn 
F (.r)  = O,  en  ajoutant  C unité  à une  racine  du  plus  grand  coefficient  né- 
gatif pris  positivement,  ajant  /jour  indice  f excès  du  degré  de  téi/uation 
sur  le  degré  du  premier  terme  négatif  ( le  coefficient  du  premier  terme  de 
l’équation  est  supposé  égal  à l’unité). 


194.  Limite  de  Newton.— \]ne  équation  dont  tous  les  tonnes  sont  posi- 
tifs ne  peut  admettre  aucune  racine  positive,  et  toutes  les  valeurs  posi- 
tives croissantes  mises  à la  place  de  x rendent  lo  premier  membre  de 
l’équation  positif  et  de  plus  en  plus  grand. 

Or,  si  l’on  diminue  la  variable  x d’une  quantité  h telle  que  la  trans- 
formée ait  tous  ses  termes  positifs,  la  quantité  h surpassera  nécessaire- 
ment la  plus  grande  racine  positive  de  l’équation  proposée,  et  dés  lors 
elle  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  (191  ). 

Si  l’on  pose /=x-^  A,  d’où  x = j-+A,  il  viendra 

, F(-)(A)  , 

+ — ^5 — = 


F(  A )H- F' ( A>r  + - 


i.a.3. 


et  la  qi^tion  sera  de  déterminer  A de  manière  à satisfaire  aux  inégalités  ' 
F(-)(A)>o,  Fi-')(A)>o.-".F'(/')>o,  F'(A)>o.  F(A)>o.  - 

On  peut  remarquer,  à propos  de  cette  solution,  qu’une  fonction  est 
croissante  lorsque  sa  dérivée  est  positive  (145).  Donc,  si  pour  une  cer- 
taine valeur  do  A,  on  a F(A)>o  et  si  F'(A)  reste  positive  à partir  de 
cette  valeur,  il  en  .«era  de  mémo  pour  F(  A).  Pour  que  F'{A)  reste  sûre- 
ment positive  à partir  d’une  certaine  valeur  de  A,  il  faut  que  cette  condi- 
tion soit  remplie  pour  F'(A),  etc.  On  est  ainsi  ramené  aux  mêmes  con- 
clusions. ■ , 

F(">(A)  est  une  constante.  F("^''(A)  est  du  premier  degré,  et  il  sera 
facile  de  trouver  la  valeur  de  A qui  rend  F<"‘'>(A)>o.  On  verra  si  cette 
valeur  satisfait  à l’inégalité  Ft”"’' (A)>  o.  S’iln’en  est  pas  ainsi,  on  l’aug- 
mentera d’une,  deux,  trois, . . .,  unités.  Jusqu’à  ce  que  l’essai  réussisse. 
On  continuera  de  la  même  manière  Jusqu’à  F(A). 


195.  Exemple  : Soit  l'équation 

a.r'-f-4x*  — — 7x’-(-  u x — 4 = o. 

Le  premier  procédé  (192)  donne 

N 7 ^ 

L=-i-l--î-)  c’est-à-dire  L=i-)--=4,5. 

A,  a ^ 

Le  second  procédé  ,(193)  donne 


L - 14- 


c’osl-à-dire 


L = I 4- 


a,88. 
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Appliquons  maintenant  le  procédé  de  Nrtvion.  On  a 

F (x)  = 4-'’‘ — S-r* — 7.1’ T- 1 1 .r -*  4i 

F'  (j)=  iox*  + i6x^  — i5x’ — i4.r  -f- 1 1 , 

F"  (x)  = 40.1^4- 48 x’ — 3ox  — i4. 

F”  ( x)  = 1 20 X*  4-  96 X — 3o , 

F'’(x)  = 240X  4-  96, 

F*  (x)  = 240. 


La  valeur  o rend  positives  P (x)  et  F‘*  (x);  la  valeur  1 rend  positives 
toutes  les  autres  dérivées  et  F(x).  On  peut  donc  prendre  L=  1. 


7{c/«/7r7«c.— Souvent,  en  décomposant  le  premier  membre  de  l'équation 
en  différents  groupes  convenablement  choisis,  on  peut  arriver  à une 
limite  peu  différente  de  celle  de  Newton.  Reprenons  la  même  équation. 
On  pourra  l’écrire  comme  il  suit,  en  commençant  chaque  parenthèse  par 
un  terme  positif: 

+ (x-A)=o. 

Il  suffit  évidemment  de  satisfaire  aux  inégalités 


O, 


La  dernière  est  satisfaite  pour  x = i,  et  les  deux  premières  pour 
X = 1 ,6.  On  prendrait  donc,  en  suivant  celte  marche. 


L = i,6.  * 

406.  Supposons  maintenant  qu’on  demande  une  /imite  inférieure  des 
racines  positices  de  l’équation  proposée. 

On  posera  ^ —j.'  O”  cherchera  une  limite  supérieure  X des  racines 

positives  de  la  transformée  en  y.  Et  comme  la  plus  petite  racine  positive 
de  l’équation  en  x correspond  à la  plus  grande  racine  positive  de  l’équa- 
tion en  y,  ^ sera  évidemment  une  limite  inférieure  des  racines  poèilives 
de  l’équation  en  .r. 

Dans  les  applications,  il  faudra  chercher  |K)ur  X la  plus  petite  valeur 
jiossible,  afin  d’avoir  pour  ^ la  plus  grande  valeur  possible. 

Si  l’on  veut  seulement  une  limite  différente  de  o,  on  opérera  comme  il 
suit.  ' ^ 

Soit  l'équation 


A..r"’  4-  A,.r"-'  4-  A,.r"-=  4-  . 4-  A„  = o. 


La  transformée  en  - sera 

y 

+ ~o, 

et  l'on  aura  (164) 

) - 1 4 


iili’edbv 


CÜMPLÉMEST  d’aL(;ëBHE.  545 

en  désignant  par  N la  videur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif, 
d’où 

i - 

■ > Ï-A„  + N’ 

c'est-à-dire  qu’o/i  obtient  iminédiatcment  une  limite  inférieure  des  ra- 
cines positives  de  la  pmjx>sée,  en  divisant  la  l'aleur  absolue  du  dernier, 
coefficient  ( le  premier  terme  de  la  transformée  devra  être  rendu  fiositif, 
s'il  ne  test  déjà),  par  la  somme  des  vedeurs  absolues  de  ce  dernier  coeffi- 
cient et  du  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire. 

197.  Si  l'on  veut  enfin  marquer  aussi  pour  les  racines  négatives  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure,  il  suffira  de  prendre  la  trans- 
formée en ’ — X do  l’équa^tion  proposée,  et  de  chercher  des  limites  des 
racines  positives  de  cette  transformée.  En  les  affectant  du  signe  —,  on 
aura  évidemment  des  limites  entre  lesquelles  seront  comprises , les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée. 

Lorsqu’une  équation  a tous  ses  termes  positifs,  nous  avons  déjà  dit  (191  ) 
que  o était  la  limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 

De  même,  lorsqu’une  équation  a tous  ses  termes  de  degré  impair  af- 
fectés d’un  certain  signe,  tandis  que  tous  ses  termes  de  degré  pair  sont 
affectés  du  signe  contraire,  il  est  inutile  de  chercher  les  limites  des  ra- 
cines négatives.  Car  tout  nombre  négatif  substitué  dans  l’équation  en  rendra 
tous  les  termes  de  même  signe,  c’est-à-dire  que  cette  équation  ne  peut 
admettre  aucune  racine  négative. 

198.  Exemple  : Soit 

F ( X ) = 6x‘  -f-  a4 x‘  — .x'  -4-  8 x’  — 1 Cx  — 60  = o . 

En  raisonnant  comme  précédemment  (194),  on  trouvera 

l.=  ï. 

Cherchons  la  transformée  en  - ■ Il  viendra 

V 

Cor-*  -i-  i6r‘  — -f-J*  — î4.’'  — C = o. 

On  voit  immédiatement  que  i = i est  une  limite  supérieure  des  racines 
de  cette  équation.  Donc  ^ = i sera  une  limite  inférieure  des  racines  po- 
sitives de  la  proposée.  La  règle  indiquée  à la  fin  du  n”  19fi  donnerait 

1 5 

•î  “ ?■ 

r Cherchons  la  transformée  en  — x.  Nous  aurons 

6.r^  — 24  X*  — x'  — 8.c’  — iGx  -f-  Co  = o.  ' • 

Les  racines  positives  de  cette  équation  tombent  entre  4 et  i.  Donc  les 
racines  négatives  de  la  proposée  tomberont  entre  — 4 et  — i,  c’est-à-dire 
que  toutes  ses  racines  réelles,  si  elle  en  a,  sont  comprises  entre  — 4 et-l-a. 


II. 


35 
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CHAPITRE  III. 

THÉORtiME  DE  DESCARTES 


109.  Le  théorème  de  Dc.icartcs  permet  d’assigner,  à la  seule  vue  d'une 
é(iuntinn  algébrique  à eoefïicienis  réels,  une  limite  supérieure  du  nombre 
de  racines  positives  qu’elle  peut  admettre. 

Lorsqu’on  considère  une  suite  de  termes  réunis  par  les  signes  + ou  — , 
on  dit  qu’il  y a variation  lorsque  le  signe  change  en  passant  d’un  terme 
au  suivant,  et  permanence  lorsqu’il  n’y  a pas  changement  de  signe. 

L’équation  — '1.3?  — 5x^  + — 1 = o présente  imix  variations  et 

iinc  permanence.  Quand  l’équation  est  complète,  le  nombre  des  varia- 
tions et  des  permanences  réunies  est  égal  au  degré. 

Ceci  posé,  dans  toute  ccpiation  à coejficicnts  réels,  le  nombre  des  ra- 
cines positives  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  des  variations,  le  nombre 
des  racines  négatives  ne  peut  pas  surjiasser  le  nombre  des  variations  de 
la  trans  formée  en  — x. 

■Voici  la  démonstration  due  à Gauss  : i 

1“  Si  Con  midtiplie  par  x — a (a  étant  un  nombre  positif)  un  polynôme 
entier  et  rationnel  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le 
produit  présente  au  moins  une  xtariation  de  plus  que  le  multiplicande. 

Mettons  en  évidence  les  variations  du  multiplicande.  Pour  cela,  sup- 
posons-le  partagé  en  groupes  ■'<lB"lérrae8  de  même  signe.  Le  premier 
groupe  SC  compose  du  premi^  teiW  (supposé  positif)  et  des  termes 
suivants  qui  ont  le  même  si^c'^Dja^oau  groupe  commence  au  premier 
terme  négatif,  et  est  formé  de  ce  ferme  et  de  tous  les  termes  négatifs  qui 
le  suivent.  Le  troisième  groupe  commence  au  nouveau  terme  positif  qui 
api^rait,  et  comprend  ce  terme  et  tous  les  termes  positifs  qui  lui  succè- 
dent. Et  ainsi  de  suite.  Chaque  groupe  peut  ne  contenir  qu’un  seul  terme. 

D'après  cela,  on  pourra  écrire  le  polynôme  considéré,  en  n’indiquant 
que  le  premier  terme  de  chaque  groupe,  sauf  pour  le  dernier  groupe  dont 
on  indiquera  le  premier  et  le  dernier  terme. 

Mj-"  — ...+P.Tr  . — Qr»  — . . dtltx"  ■±...dtzV 

T — a 

N . . . _)-p  xr+‘ -H  ...  _Qx»+i—  . . . ±üo-"+'rt...±Vx 

— ...— N'j"-f'-t- .. . -eP'.iC*i  _ . ...  irU'r«'"q:  ...  qrVa 

■ . . .-(-(P-t-P')jcr'  ■ . ._(Q+Q')j;i+>. . .±(U-i-U')*-"‘. . .=pV« 

Multiplions  maintenant  ce  polynôme  par  le  binôme  x — n.  Le  premier 
produit  partiel  n’exige  aucune  remarque.  Le  second  produit  partiel  com- 
mence à un  lenno  on  x",  et  ce  terme  est  négatif  puisqu’il  provient  d’un 
terme  positif  multiplié  par  — a.  Les  termes  suivants  sont  négatifs  jusqu'au 
terme  en  x*+'  inclusivement.  Ce  dernier  terme  représente  le  produit  par 
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— rt  du  terme  du  multiplicande  qui  précède  — Nj:";  N'  est  le  produit  («r  <i 

du  coedicient  du  terme  considéré  au  multiplicande.  Le  terme  suivant  du 
second  produit  partiel  commence  une  série  de  termes  |>ositifs.  En  edet, 
on  a à considérer  au  multiplicande  un  groupe  do  termes  qui  sont  négatifs 
comme  — a.  Le  dernier  terme  de  cette  série  est  P'j:c+'  ; c’est  le  produit 
par  —fl  du  terme  qui  précède  -f-Pj'  au  multiplicande;  P'  est  le  [iruduit 
de  la  valeur  absolue  du  coedicient  de  ce  terme  [»ar  a.  Au  delà,  les  termes 
du  multiplicande  devenant  positifs,  c’est-à-dire  de  signe  contraire  à.-^fl, 
c’est  une  série  de  termes  négatifs  qu’on  doit  écrire  au  second  [>roduit 
partiel,  etc.  On  continue  ainsi,  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  au  dernier 
gronpe  du  multiplicande.  Après  avoir  formé  le  terme  qui  est 

de  mémo  signe  que  le  terme  ± d'après  les  remarques  qui  précè- 
dent, on  a à multiplier  par  — « le  terme  ±Uj:*  et  une  série  de  termes 
de  mémo  signe  : tous  les  termes  correspondants  du  second  produit  par- 
tiel auront  donc  le  signe  jusqu’au  dernier  terme  q:  V a. 

Lorsqu’on  ajoutera  les  doux  produits  partiels  pwur  avoir  le  produit 
total,  on  ne  sait  pas  quels  signes  les  réductions  entre  termes  semblables, 
do  signes  contraires  introduiront  dans  l'intervalle  qui  sépare  les  termes 
et  — (N  mais  on  est  certain  qu’il  existera  un  nioiii\- 

une  variation  entre  ces  deux  termes,  comme  il  en  existe  une  au  multi- 
plicande entre  les  termes  Ma;"  et  — Na:".  (De  plus,  s’il  y a plus  dune 
variation,  il  y en  aura  toujours  un  nombre  impair,  deux  ternies  de 
signes  contraires  no  piouvant  être  réunis  que  piar  un  nombre  impair  de 
changements  de  signes.)  Do  même,  entre  les  deux  tenues  du  produit 

— (N -P- N'jar"*'  et  -+-(P -f- P'jj^'’"',  il  y aura  au  moins  uhe  variation, 
comme  au  multiplicande  entre  les  termes  — Na^  et  -f-Pay’.  On  conti- 
nuera ainsi  jusqu’aux  termes  ±{U  H- et  i^Vodu  produit  : 
entre  ces  termes,  il  existe  au  moins  une  variation,  tandis  qu'entre  Içs 
termes  correspondants  du  multiplicande  ±üar*  et  ±V  il  n' en  existe 
pas.  Donc  le  nombre  des  variations  du  produit  surpasse  au  moins  d'une 
unité  le  nombre  des  variations  du  multiplicande. 

Remarque.  — D’ailleurs  l’cxcéa  du  nombre  des  variations  du  produit 
sur  le  nombre  des  variations  du  midtiplicansle,  sera  toujours  un  nombre 
impair.  En  effet,  chaque  groupe  do  termes  considéré  au  produit  pieul, 
d’après  la  remarque  faite  plus  haut,  introduire  un  nombre  impair  de  va- 
riations nouvelles,  c’est-à-dire  un  nombre  /wir  de  variations  en  excès, 
par  rapport  à l'unique  variation  qui  existe  au  multiplicande;  seul,  le  der- 
nier groupie  do  termes  du  produit  introduit  un  nombre  impair  de  varia- 
tions en  excès,  puisqu’il  n’en  existe  plus  au  multiplicande.  L'excès  cher- 
ché, composé  de  plusieurs  nombres  pairs  et  d’un  nombre  im|>air,  sera 
donc  un  nombre  impair. 

a'  Soient  a,  b,  c,...,  les  racines  positives  de  F(x)  = o;  soit  if(-r)  le 
produit  des  facteurs  du  premier  dogié  qui  correspondent  aux  rheines  né- 
gatives ou  imaginaires  de  cette  équation.  En  multipliant  y(x)  |iar  x — a, 
on  obtiendra  au  moins  une  variation  de  plus  (i°);  do  même, 

(p(x).(x- fl).(x  — é) 

renfermera  au  moins  une  variation  de  plus  que  ?(x).(x -^a),  etc.  Par 
conséquent,  le  premier  membre  de  l’équation  F(x)  = o,  c’est-à-dire 

F{x]  = q[x).(x  — a)  [x  — b)  (x-e)...,  * 

35. 
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rcnrermera  un  nombre  de  variations  au  moins  égal  à celui  de  ses  racint's 
positives;  et  si  le  nombre  des  variations  l’emporte  sur  celui  des  racines 
positives,  ce  sera  d’un  nombre  pair;  car  chaque  racine  positive  introduit, 
d’après  ce  qui  précède  (i°.  Remarque),  un  nombre  inqmir  de  variations, 
c’est-à-dire  une  variation  plus  un  nombre  pair  de  variations  ( qui  peut  être 
zéro). 

Si  l’on  forme  la  transformée  en  — x de  l'équation  proposée,  les  racines 
positives  de  cette  transformée  correspondront  aux  racines  négatives  de 
l’équation  donnée.  Donc,  en  appliquant  à la  transformée  le  théorème  qu’on 
vient  de  démontrer,  on  aura  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
négatives  de  la  proposée. 

Remarr/ues.  — I.  L’excès  du  nombre  des  variations  sur  le  nombre  des 
racines  positives  étant  nécessairement  un  nombre  pair,  si  le  nombre  des 
variations  est  pair,  le  nombre  des  racines  positives  est  pair;  si  le  nom- 
bre des  variations  est  impair,  le  nombre  des  racines  positives  est  impair. 

11.  On  peut  éviter  de  considérer  la  transformée  en  — x,  quand  l’équation 
est  complète  ; car  chaque  permanence  de  la  proposée  correspond  à uno 
variation  de  la  transformée,  et  réciproquement.  De  sorte  que,  dans  ce  cas. 
le  nombre  des  permanences  de  la  proposée  est  une  limite  supérieure  du 
nombre  de  scs  racines  négatives. 

2fl0.  F.rrmplea  : Soit  l’équation 

x‘  — 3x*-t-  Sx’  — 7.r-(-  I = O.  • 

Son  premier  membre  présentant  quatre  variations,  elle  aura  quatre  ra- 
cines positives  ou  deux  ou  pas  du  tout.  La  transformée  en  — x est 

X*  — 3.r’  — Sx*  — 7x  — I = O. 

Elle  présente  une  variation;  donc  la  proposée  a certainement  une  ra- 
cine négative  {199,  a",  RrmnrqucW);  ce  qui  concorde  avec  un  théorème 
connu  (1H0). 

Soit  l’équation 

.r'  --  3.r  -1-  -/x’  — x-1-  lo  O. 

Elle  présente  quatre  variations,  elle  aura  quatre  racines  positives  ou  deux 
ou  pas  du  tout.  La  transformée  en  — x est 

x’  — 3x^  — ix‘ — X — lo  = O. 

Elle  ne  présente  qu’une  variation  et  admet  alors  forcément  une  racine 
positive.  Donc  la  proposée  admet  certainement  uno  racine  négative.  Elle 
ne  )ieut,  par  conséquent,  avoir  plus  de  cinq  racines  réelles,  et  elle  a né- 
cessairement deux  racines  imaginaires  : olle  peut  en  admettre  six. 

De  même,  l’équation 

3x*  — 7X*—  1 =-.  O f 

présente  une  variation  ; elle  a donc  une  racine  positive  (la  différence 
entre  le  nombre  des  variations  et  celui  des  racines  positives  devant  être 
un  nombre  pair,  ne  peut  être  ici  que  zéro).  La  transformée  est 

3x'  -b  7.C*  — I — O. 

t'ette  transformée  présente  aussi  une  variation.  L eipiation  proposée  a donc 
unç  racine  positive,  une  racine  négative  ( 17.S).  et  quatre  racines  imagi- 
naiies. 


Digitized  by  Google 


COMPLÉMENT  d’aLGÈBRE.  $49 

Lorsqu’une  équation  est  formée  d’une  série  du  termes  positifs  suivis  do 
termes  tous  négatifs,  elle  a une  racine  positive  et  n'en  a (|u'une  seule. 

201 . Si  Fêijuation  donnée  cft  complète  et  si  Fon  sait  qiFelle  a toutes 
scs  racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  nu  nombre  des 
variations , et  le  nombre  des  racines  négatives  au  nombre  des  perma- 
nences. 

En  effet,  soient  m le  degré,  P le  nombre  des  racines  positives,  N celui 
des  racines  négatives,  v le  nombre  des  variations,  p celui  des  perma- 
nences. On  a,  à la  fois, 

P -(-  N = m et  V -k-  P = m, 

d' où 

v + y»  = P + N. 

I'  ne  peut  pas  être  inférieur  à P et,  s’il  lui  était  supérieur,  on  aurait 

/^  < N , 

ce  qui  est  im|>ossible  (199).  On  a donc 

P 

et,  par  suite, 

Si  Féquation  donnée  est  incomplète  et  si  Fon  sait  qu'elle  a toutes  ses 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des 
variations  de  Ut  proposée,  et  le  nombre  des  racines  négatives  à celui  des 
variations  de  la  transformée  en  — x. 

Désignons  par  v le  nombre  des  variations  de  la  transformée.  On  aura, 
d’après  ce  qui  précède, 

P<e,  N<(>'. 

Par  suite,  • 

P -I-  N = <i'-|-e'.  ■ 

Comme  P + N = m,  on  aura 

»i  < <>  + v'. 

Mais  il  est  impossible  que  m soit  plus  petit  que  En  effet,  si  deux 

termes  consécutifs  de  la  proposée  sont  de  parité  dijférente  (et,  dans  ce 
cas,  il  peut  ne  manquer  aucun  terme  entre  eux),  ils  ne  peuvent  don- 
ner en  tout  qu’nie  variation  dans  la  proposée  et  la  transformée.  Et  si  ces 
termes  sont  de  même  parité  (et,  dans  ce  cas,  il  manque  au  moins  uti 
terme  entre  eux  ),  ils  donneront  en  tout  deux  variations  dans  la  proposée 
et  la  transformée  ou  ils  n’en  donneront  pas  du  tout.  On  a donc  encore 
dans  ce  cas,  ^ 

- m = i'-(-  !>', 

et  l'on  en  déduit, 

|>  = ..,  N-..'. 

202.  Lorsque  toutes  les  racines  de  Ut  pro/xiséc  sont  réelles,  il  est  facile 
de  déterminer  combien  cette  équation  a de  racines  comprises  entre  deux 
nombres  donnés  a et  b.  *■ 

Si  l’on  change  en  a -|-n,  on  diminuera  de  a toutes  les  racines  de  la 
proposée  (189).  Donc  l'é<|uation  en  i aura  autant  de  racines  positives 
que  l'équ.ation  proposée  de  racines  supérieures  à a. 
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Si  l'on  cliiinge  x en  Y -j-  h,  on  diminuera  de  b toutes  les  racines  de  la 
l>ropcstH>.  Donc  la  nouvelle  transformée  en  V aura  autant  de  racines  po- 
sitives que  l’équation  proposée  de  racines  supérieures  à b. 

Si  l’on  suppose  b > a,  il  suflira  donc  de  retrancher  le  nombre  des  va- 
riations de  la  transformée  en  Y du  nombre  des  variations  de  la  transfor- 
mée en  r,  pour  savoir  combien  la  proposée  admet  de  racines  entre  a et  b. 

Plus  généralement,  si  f on  ne  sait  rien  sur  la  nature  des  racines  de  la 
proposée,  on  peut  néanmoins  poser 

X — a 


r ne  sera  positif  que  pour  des  valeurs  de  x comprises  entre  a et  6.  Donc, 
en  formant  la  transformée  en  v,  c’est-à-dire  en  changeant  x en  , 

r-i-  I 

le  nombre  des  variations  de  cette  transformée  sera  une  limite  supérieure 
du  nombre  des  racines  de  la  proposée  qui  sont  comprises  entre  a et  b. 

Si  toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles,  il  en  est  de  même  des 
racines  de  la  transformée,  et  le  nombre  de  ses  variations  donne  alors 
exactement  (201  ) le  nombre  des  racines  de  la  proposée  qui  tombent  entre 
U et  b. 


CHAPITRE  IV. 

RtC.HËRCHE  DES  RACI^ES  COMMENSURABLES. 


Recherche  des  racines  entières. 

r 203.  Soit 

•4  ’ 

• *F(.r)  = A,x’"  -f- A|X""‘ + A,x"~’ 4- . . . x-i- A„  = O, 

l’éipiation  proposée.  Les  coefficients  sont  supposés  des  nombres  entiers. 

Nous  avons  vu  (179)  comment  on  devait  opérer  pour  s'assurer  si  un 
nombre  a était  racine.  En  désignant  par 

le  quotient  obtenu  et  par  B le  reste  de  la  division  de  F(x)  par  x— «, 
noos  avons  tronvo  les  relations  suivantes  : 


A,  - B,  — «A,,  A,  = B,  — oB,,  A,  = Bj— «B,,...,  = 

A„=R  -«B„.,. 

Si  tous  les  coefficients  du  dividende  sont  entiers,  si  a est  un  nombre 
entier,  (rositif  ou  négatif,  tous  les  coefficients  du  quotientserônt  aussi  des 
nombres  entiers. 

Dans  le  cas  où  a est  raoine,  on  a R = o,  et  l’on  peut  alors  déduire 
successivement  des  égalités  précédentes  ; 


A„  -"A^  I - , „ 

— = = _B„ 

a ‘ a 


A. -B, 


- B,, 
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Ces  nouvelles  égalités  montrent  que,  ,v<  u est incitif,  <i  .11:111  un  ihvi.icur 
du  (krnivr  coefficient  tU:  rèiiiialion..  Donc  les  nombres  à ess;iyer  seionl 
pris  seulement  jwrmi  les  diviseurs  de  ce  coelllrienl. 

U devra,  de  plus,  diviser  la  somme  du  quotient  obtenu  — H,,  , et  de 
l’avant-dernier  coefficient  A„_,  de  l’équation. 

Do  môme,  a devra  diviser  la  somme  du  quotient  de  cette  seconde  divi- 
sion  — B,,_,  et  du  coefficient  A„_,  de  l’équation.  * 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à diviser  par  a la  somme  du 
quotient  — B,,  donné  t«r  la(/n*-i)‘^  division,  et  du  second  coefficient  A, 
de  l'équation.  Si  a est  nteinc,  on  trouée  pour  quotient  de  cette  et 
dernière  dieisinn  — A,,  c'est-à-dire  le  coc(/icient  du  premier  terme 
tduingé  de  signe.  ■;  ♦, 

Si  ce  coefficient  est  l’unité,  on  devra  donc  trouver  — 1 pour  dernier 
quotient,  • 

11  est  essentiel  do  remarquer  immédiatement  que  les  différents  quo- 
tients obtenus 


®i«-i  t ®«t-i  » • • • 1 ®7 1 ~ ®i  ) — A, , 


sont  précisément  les  coefficients  du  quotient  de  Y (x)  par  le  facteur  x—  .à, 
seidement  changés  de  signes.  De  sorte  que  la  marche  indiquée  apprend  si 
«est  racine,  et  donne  en  môme  temps  l’^uation  débarrassée  de  la  racinen 
ou  simplifiée  pour  les  calculs  ultérieurs. 

Si,  dans  le  courant  des  essais,  un  quotient  fractionnaire  se  présente,  a 
n’est  pas  racine,  et  l’on  passe  à un  autre  diviseur  de  A„. 

Si  l’équation  proposée  n’est  pas  complète,  on  doit  tenir  compte  des 
termes  manquants,  en  remplaçant  leurs  coefficients  par  zéro. 

11  convient  d’essayer  toujonrs  directement  les  diviseurs  + i et  — i,  et 
do  simplifier  avant  tout  l'équation  si  elle  les  admet  pour  racines. 

On  ne  doit  évidemment  soumettre  au  calcul  que  les  diviseurs  du  der- 
nier coefficient  qui  tombent  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure 
des  racines  réelles  de  l’équation. 

Enfin,  le  théorème  suivant  permet  d’abréger  les  essais  dans  un  grand 
nombre  do  cas.  ‘ » » 

Supposons  que  a soit  racino;  On  aura  identiquement  p 


F(x)  = (x— a)Q,  d’où  0 


.F(x)' 
Xr—  a 


Substituons  à x un  entier  quelconque  E.  11  viendra 
■ ' F(E) 


* - 


Qg  étant  nécessairement  entier,  il  faudra  que  E — a divise  exactement 
F(E).  Ainsi,  a étant  racine,  la  différence  qui  existe  entre  un  entier  quel- 
conque et  a,  devra  diviser  exactement  le  résultat  de  la  substitution  de  cet 
entier  à la  place  de  x clans  F (x). 

Comme  on  doit  d’abord  essayer  les  diviseurs  -f- 1 et  — i,  les  résultats 
de  ces  substitutions  sont  connus,  et  l’on  cherchera  préalablement  si  i — » 
ou  (ce  qui  revient  au  môme)  a — i ainsi  quo  — i —a  ou  a-f- 1,  divisent 
respectivement  F(i)  et  F ( — 1 ).  ' 

204.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 

1°  Soit  l'équation 

x‘--  Sx-’-baSx  — al  = O. 
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J’essaye  d'abord  -f- 1 et  — i.  On  a 

F{i)=o  et  F(— i)  = — 4o- 

+ I est  donc  racine,  et  il  faut  commencer  par  diviser  le  premier  membre 
de  l’équation  par  x — i en  suivant  la  règle  connue.  On  trouve  pour  quo- 
tient ( en  remarquant  que  le  terme  en  jr’  a pour  coeflicient  o dans  l’ikpia- 
tion  proposée  ) : 

X*  — 4 — 4-*^  + = O. 


Les  limites  des  racines  sont  ici  1+4  = 5 et  — ( i + /âT)-  Parmi  les 
diviseurs  du  dernier  terme  ai,  on  ne  doit  donc  essayer  que  + 3 et  — 3. 
On  a,  dans  ce  cas, 


F(  - »)  _ — 4o 

3+1  4 


= — lo 


et 


F(-  i) 
— 3+1 


I)  faut  donc  appliquer  la  méthode  générale.  Il  vient  ; 


T-7’ 


7-4 

3 


» - 4 

3 


Le  coefficient  du  premier  terme  étant  i et  la  dernière  division  condui- 
sant au  quotient  ^ i , 3 est  racine.  De  plus,  le  quotient  de  F(x)parx— 3 
est  immédiatement 

x’  — X — 7. 


— 3 ne  pouvant  être  racine  de  l’équation  x’  — ,r  — 7 = 0,  l’équation 
proposée  n’a  pas  d’autres  racines  entières  que  + 1 et  + 3,  et  l’on  peut 
écrire 

, x‘  — 4x*  — 4x  + ai  = (x— i)(.r— 3)(.r’  — X — 7). 

La  détermination  des  racines  de  l'équation  donnée  se  trouve  ainsi  effec- 
tuée. x’  — X — 7 = o donne 

* I ± v’io 

_ X — • — 

a 

a°  La  meilleure  manière  de  disposer  lo  calcul,  quand  on  a un  certain 
nombre  d’essais  à faire,  est  celle-ci  ; on  écrit  sur  une  mémo  ligne  hori- 
zontale les  coefficients  de  l'éipiation,  à partir  dp  second;  dans  une  colonne 
verticale,  sur  la  droite, 'les  diviseurs  qui  peuvent  être  racines;  puis,  au- 
dessous  de  la  première  ligne  horizontale,  une  seconde  ligne  formée  des 
quotients  B,,  B,,  ...,  B„_,,  calculés  comme  il  a été  dit  (203)  et  changés 
do  signes. 


b 


Si  le  calcul  amène  à poser  A,  ou  i si  A,  = 1 ( en  changeant  toujours  le 
signe  du  quotient  obtenu  ) , au-dessous  de  A, , le  diviseur  a est  racine.  Et 
la  seconde  ligne  horizontale  donne  précisément  les  coefficients  de  l’équa- 
tion débarrassée  de  la  racine  n (203),  c’est-è-dire  qu'on  n'a  qu’à  0|>érer 
sur  celte  seconde  ligne  de  la  même  manière  que  sur  la  (iiemièrc,  pour 
e.'isaver  un  second  diviseur  h. 
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Soit  l'équation 

jc*+  — 30 + y3x'‘  + 1 3ax  4-  i ,jo  = o. 

Les  limites  des  racines  sont  i 4-  v'^S  <8  et  — 8.  On  a d'ailleurs 
F(i)  = a88  et  F(-i)^io8. 

Les  diviseurs  de  i4o  compris  entre  8 et  — 8 sont  : 

a,  4,  5,  7.  — — 4.  — 5,  — y. 

Ceux  qui,  diminués  do  i,  divisent  F(i)  = a88  et,  en  mémo  temps,  aug- 
mentés de  1,  divisent  F{—  i)  = io8,  c'est-à-dire  les  seuls  qui  puissent 
être  racines,  sont  : a,  5,  — a,  — 5,  — 7.  Le  calcul  offrira  donc  la  disjio- 
sition  suivante  : 


I -f-  3 

- 36 

-45 

-4-  93 

4-  i32 

-4- 

i4o 

4- 1 

“H  5 

— '2O 

— 97 

— loi 

— 

70 

2 est  racine. 

» 

4-  68 

4- 

35 

2 n’est  plus  racine. 

+ 1 

H-  10 

-1-  a4 

4"  ti3 

4- 

'4 

5 est  racine. 

+ I 

4-  8 

4-  8 

4- 

7 

— 2 est  racine. 



— 5 n’est  pas  racine. 

-t-  1 

4-  I 

4- 

1 

— 7 est  racine. 

a est  racine,  a divisant  70,  on  doit  essayer  de  nouveau  ce  diviseur  ( l'é- 
quation pouvant  admettre  deux  racines  égales  à a).  On  reconnaît  que  a 
n'est  racine  qu'une  seule  fois.  5 est  racine  une  seule  fois.  — a est  racine 
et  ne  peut  l'ôtre  qu'une  fois,  — a ne  divisant  pas  7.  Enfin,  — 5 n'est  pas 
racine  et  — 7 est  racine.  On  peut  donc  écrire 

F(x)  = (j;  — a)(.r  — 5)  (x  4-  a)  (x  4-  7)  ^ -t-  ')• 


La  détermination  des  racines  de  l'équation  proposée  est  complète,  puistpie 
•c’  4-  -r  + I = O donne  les  deux  racines  imaginaires  x — — • 


Recherche  des  racines  fractionnaires. 


205.  On  devra  toujours  commencer  par  chercher  les  racines  entières 
de  l’équation  proposée,  pour  la  simplifier  s’il  y a lieu. 

Il  sera  facile  ensuite  de  ramener  la  recherche  des  racines  fraction- 
naires à celle  des  racines  entières  d’une  autre  équation. 

Pour  cela,  il  faut  démontrer  qu’««c  éf/iintmn 


.t-  4-  A,x—  4-  A,x"-’  4-  . . . + A„.,x  4-  A„  = o, 

(lo/it  te  premier  terme  a /tour  ruefficient  P imité  et  dont  tes  autres  coeffi- 
cients  sont  entiers  (203),  ne  peut  avoir  aucune  rnetne  commensuru/’te 
fractionnaire. 


En  effet,  si  la  fraction  irréductible  ^ était  racine  de  cette  équation,  on 


aurait 


F 


4-  A, 


fT- 


— -t  ’prTi  -I-  ...  4 A„  , 4 A„  — o, 
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d’où  en  mullipliant  par  fr"  ' et  en  isolant  le  premier  terme, 

fl  et  b étant  supposés  premiers  entre  eus,  est  une  fraction  irréduc- 
tible qui  ne  peut  être  égale  à un  nombre  entier.  ^ n’est  donc  pas  racine,  • 

et  si  l'équation  proposée  admet  des  racines  commensurables,  ces  racines 
sont  entières. 

200,  D’après  cela,  pour  ramener  la  recherche  des  racines  fraction- 
naires à celle  des  racines  entières,  il  suffira  de  transformer  l’équation 
proposée  en  une  autre  équation  qui  ait  l'unité  pour  coefficient  de  son 
premier  terme. 

Soit  l’équation 

A,.r"  + A,  + A, -t-  . . . -4-  A„_,  x -t-  A„  = o. 

Y 

Formons  la  transformée  en  Ix,  en  posant  ^ — ’-f  (187).  Il  viendra 

+ A,/,—  -+-  A,/’/"-’  + • . . 4-  A„.,/-‘.r  + K-'”  = O. 

Et  l'on  voit  que,  pour  pouvoir  diviser  les  deux  membres  do  l’équation 
par  A,,  il  suffit  de  prendre  /=  A,  (dans  la  pratique,  on  pourra  dans  cer- 
tains cas  prendre  / < A,).  La  transformée  en  / devient  alors 

y + A, y-'  + A,A,y-'  + ...  + A„_,A,-».r  + a„a.--  = o. 

A chaque  racine  commensurable  de  cette  équation  [qui  ne  peut  admettre 
que  des  racines  commensurables  entières  (203)]  correspondra  une  ra- 
cine fractionnaire  de  la  proposée,  déterminée  par  la  relation  x= 

207.  Soit,  par  exemple,  l’équation 

6x*  — yx’-t-Sx’  — 7x-|-2  = o. 

Cette  équation  n’a  plus  de  racines  entières,  il  s’agit  de  chercher  scs  ra- 
unes  fractionnaires.  Nous  poserons  x = g»  et  il  viendra 

J*  — 7^  -t-  4 8 J*  — aSa/  -|-  43a  = o. 

^ f 

Remarquons  alors  que  l’équation  en  x ayant  ses  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  ne  peut  admettre  aucune  racine  négative  (197); 
il  en  sera  donc  de  même  do  l’équation  en  /.  De  plus,  la  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l’équation  en  x étant  a,  comme  il  est  facile  do 
s’en  assurer,  les  racines  positives  de  la  transformée  en  / auront  la  pour 
limite  supérieure.  Parmi  les  diviseurs  de  43a,  on  ne  devra  donc  essayer 
(jue  a,  4,  8,  3,  9,  6.  Les  substitutions  -l-  t et  — i,  dans  r<Vquation  trans- 
formée, donnent  d'ailleurs  F(i)  = aaa,  F(—  i)  = 740.  Et  il  en  résulte 
immédiatement  (203)  que  les  diviseurs  3 et  4 peuvent  seuls  être  racines. 
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Le  calcul  présente  alors  la  disposilion  suivante  : 


1 —7  -+-48 

— a5î 

-h  4^^ 

+ . - 4 

-+^  36 

— >44 

3 est  racine. 

D 

-+-  4 

-1-  48 

3 n'est  plus  racine. 

-1-  1 

O 

4-  36 

4 est  racine. 

0 

— 9 

4 n’est  plus  racine. 

On  aura  donc 

F(r)  = (j^-3)(/-4)(/  + 36). 
Les  racines  de  cette  équation  sont  ; 

3,  4i  <if. 

£n  vertu  de  la  relation 

r 

^=6’ 

les  racines  de  l’équation  proposée  seront  : 


CHAPITRE  V. 

• % 

RECHERCHE  DES  RACI^ES  COMMUNES  A DEUX  ÉQUATIONS. 
THÉORIE  DES  RACINES  ÉGALES. 


. Des  racines  communes  à deux  équations. 

208.  En  nous  reportant  à une  théorie  exposée  dans  le  Livre  I (Ch.  U), 
nous  savons  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est 
le  produit  de  tous  leurs  facteurs  premiers  communs. 

Nous  avons  démontré  que  le  premier  membre  de  toute  équation  algébrique 
K(j)  = O pouvait  se  décomposer  en  facteurs  premiers  du  premier  degré 
de  la  forme  x — n,  a représentant  une  quantité  réelle  ou  imaginairç  in- 
dépendante de  X (177).  Do  sorte  que  (sauf  un  facteur  numérique  si 
le  coefficient  du  premier  terme  n’est  pas  égal  à l’unité)  l’on  peut  écrire 

F(x)  = (x  — o)  (x  — 6)  ( J — c). . .(x  — A)(x  — /). 

Si  l’on  a deux  équations  algébriques  F(x)  = o et  f[x)  =l>,  chercher 
les  racines  communes  à ces  équations,  c’est  chercher  le  produit  île  tous 
les  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme  x — a,  qui  sont  communs  à 
leurs  premiers  membres  ; c’est-à-dire,  c’est  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  ces  premiers  membres,  en  faisant  abstraction  de  tout  fac- 
teur commun  numérique. 

Rappelons  succinctement  la  marche  à suivre. 

Soient  F(x)  et/(x)  les  doux  polynômes  entiers  considérés,  ordonnés 
par  rapport  aux  puis.sances  décroissantes  de  x.  Divisons  ces  deux  poly- 
nômes l'un  par  l’autre,  désignons  par  y le  quotient,  par  9(x)  le  reste-. 


Digitized  by  Google 


556  COM PLÉMCM'  I)  ALChUllE. 

Nous  aurons 

F(x)  :=:.-/(x).y4-?(-i  ). 

Soit  X — a un  facleur  commun  à F(x)età/(x).  Pour  x = «,  F(x) 
et  /(x)  s'annulent,  sans  que  Q puisse  prendre  une  valeur  infinie.  On  a 
donc  en  môme  temps  y(x)  = o,  ce  qui  prouve  que  ^(x)  est  divisible 
parx  — fl.  Réciproquement,  si  /(x)  et  ij.  (x)  admettent  le  diviseur  x — 
pour  .r  = fl,  on  a F(x)  =o,  c'est-à-dire  que  F(x)  admet  ce  meme  di- 
viseur. 

En  résumé,  F(x)  et  f[x)  d'une  part, /(x)  et  ?(x)  d'autre  part,  ont 
la  môme  série  de  facteurs  premiers  communs  du  premier  de^^ré  : le  i>ius 
grand  commun  diviseur  de  F(j')  et  de  f{.t)  est  donc  te  meme  t/ue  celui 
de  /(x  ) et  de  ÿ (x  ). 

On  opérera  sur  /(x)  et  comme  on  vient  de  le  faire  sur  F(x) 

et  /(x).  Le  degré  des  polynômes  considérés  ira  toujours  s'abaissant.  On 
parviendra  donc  à une  division  algébrique  exacte  ou  à un  reste  numé- 
rique. 

Dans  le  premier  cas,  le  dernier  diviseur  employé  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché.  En  régalant  à zéro  et  en  cherchant  les  ra- 
cines de  Péipuition  formée,  on  obtiendra  toutes  tes  racines  qui  sont  com- 
munes nu-c  deu.T  équations  proposées. 

Dans  le  second  cas,  il  n’y  a jjas  de  plus  grand  commun  diviseur  en  x : 
les  équations  proposées  n’ont  aucune  racine  commune. 

Dans  la  pratique,  on  évitera  les  coelficionts  fractionnaires  comme  nous 
l'avons  indiqué  (Livre  1,  Ch.  11),  en  multipliant  par  un  facteur  convena- 
blement choisi  tous  les  termes  du  dividende  considéré.  On  aura  soin  aussi 
de  supprimer  dans  le  courant  do  l'opération  tout  facteur  numérique  ipii 
serait  commun  aux  différents  termes  de  l’un  des  restes.  Comme  nous 
cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  seulement  par  rapport  à x, 
rien  ne  sera  changé  au  résultat  final  qu'on  veut  trouver. 

Enfin,  quand  on  cherche  les  racines  communes  à deux  équations,  il 
faut  avoir  soin,  en  général,  de  déterminer  préalablement  leurs  racines 
commensurables  et  n'opérer  que  sur  les  équations  simplifiées. 

209.  R.remple  : Hésoudre  Péipiation 

(1)  X* -4- ix*  — 5x’ — 8x -t- 4 = O, 

saclumt  quelle  a lieux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

Prenons  la  transformée  en  — .r  ; 

(2)  .r*  — ax*  — 5x’ -t- 8x -4- 4 = O. 

Si  la  proposée  admet  les  racines  -i-fl  et  — «,  la  transformée  admettra  les 
racines  — « et  +fl,  c'est-à-dire  que  les  équations  (i)  et  ( a ) doivent  avoir 
deux  racines  communes  ou  un  {dus  grand  commun  diviseur  du  second 
degré. 

On  peut,  sans  rien  changer  aux  conditions  du  problème  ( Àtg.  élém.,  130). 
remplacer  iL*s  équations  (1)  et  (a)  par  leur  somme  et  leur  dilTérencc.  On 
a ainsi  à chercher  les  racines  communes  aux  deux  équations  plus  simples 

X*  — 5.rM-  1 - O et  x'  — 4x=^o. 

Comme  les  équations  (1)  et  ( a]  ne  peuvent  admettre  la  racine  rommune 
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X = O,  on  divisera  simplement  x*  — 5x’+  4 par  x'  — 4 


557 


5x’ 

4x’ 


4 


x’  — 4 


On  trouve  pour  plus  grand  commun  diviseur  x’  — 4 ; en  égalant  à zéro 
ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  + a et  — 2 pour  les  racines 
communes  demandées.  Pour  avoir  les  autres  racines  de  l’équation  (i),  il 
sulTira  do  l’abaisser  au  second  degré  en  divisant  son  premier  membre 
par  x’  — 4 • 

Théorie  des  racines  égales.  < 


210.  Il  est  essentiel,  lorsqu’on  opère  sur  des  équations  numériques,  de 
pouvoir  reconnaître  si  l’équation  proposée  a des  racines  égales.  Et  lors- 
que ce  cas  a lieu,  il  faut  décomposer  l’équation  en  d’autres  de  degré 
moindre,  qui  n’admettent  que  des  racines  inégales. 


211 . Pour  que  a soit  une  racine  multiple  de  P ordre  n de  Péquation  al- 
gébrique F(x)  = O,  il  faut  et  il  suffit  que  a mis  à la  place  de  x annule  le 
polynôme  F(x)  et  ses  n — 1 premières  dérivées. 

On  peut,  en  effet,  remplacer  identiquement  x par  a-|-(x  — n)  et  dé- 
velopper alors  F[a-l-(x  — «)]  ou  F{x)  suivant  la  règle  connue.  C’est 
comme  si,  développant  F(x4-A),  on  remplaçait  ensuite  x par et  A 
par  (x  — a).  Il  viendra 


Onvoitalorsquesioannule  F(n),  F'(n),  F' jusqu’à 
les  termes  qui  resteront  dans  le  second  membre  contiendront  tous  (x  — «)"; 
de  sorte  que  F{x)  sera  divisible  par  (x  — «)",  c’est-à-dire  admettra  « 
comme  racine  multiple  de  l’ordre  n.  La  condition  énoncée  est  donc  suffi- 
sante j prouvons  qu’elle  est  nécessaire. 

Je  dis  qu’il  est  impossible  que  a soit  racine  multiple  de  l’ordre  n,  si  n 
annule  seulement  F (x)  et  ses  p premières  dérivées,  p étant  moindre  que 
n — I.  Reprenons,  dans  cette  hypothèse,  l’égalité  précédente,  en  n’écri- 
vant pas  dans  le  second  membre  les  dérivées  qui  s’annulent  pour  x = a. 
Nous  aurons 


F(x)=  ...  4 F'^M"'  ~ — — 


i.2...{p-yi) 


4-F(™){,Fj 


( X 


•(/'  + *) 
«)■" 


Divisons  les  deux  membres  par  {x  — il  viendra 


F(x) 
(x  — aY 


F‘e*')(n) 


I. ■!...(/;  4-  1) 


4-  F'<’'^4(rt) 


...4-F“)(f,) 


1.1. ..(//-t-a) 
(x- ' 

I .a. . .m 
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P étant  moindre  que  //  — i,  + i est  moindre  que  n\  donc,  F (x)  étant 
divisible  par  hypothèse  par  (x  — <■/)",  le  premier  membre  de  l'égalité 
s'annulera  pour  x = a.  Il  n’en  sera  pas  de  même  du  second  membre, 
dont  tous  les  termes  disparaîtront  sauf  le  premier,  puisque  la  dernière 
dérivée  qui  s’annule  pour  x = n est  FW(fl).  On  voit  par  là  que  la  con- 
dition énoncée  est  à la  fois  sulTisanle  et  nécessaire. 

Le  théorème  qu’on  vient  de  démontrer  prouve  évidemment  que,  lors- 
qu'un nombre  est  racine  multiple  de  tordre  n de  téquntion  F(x)  = o,  U 
est  racine  multiple  de  tordre  n — i par  rapport  h t équation  F'  (x)  = o, 
puisqu’il  annule  F'(x)  et  ses  « — 2 premières  dérivées. 

D'après  cette  remarque , si  l’on  a.  en  mettant  seulement  en  évidence 
les  racines  égales, 

F(x)  = (x  — fl)"  (x  — è)'(  x — c )’..., 

on  aura  aussi 

F'(.r)=  (x  — n)"''(.r  — ii)'’''{x  — c)’"'.... 

Et  dès  lors  le  polynôme  F(x)  et  sa  dérivée  F'  (x)  admettront  les  facteurs 

communs  (x  — n)*  ',  (x  — ô (x  — c)'’“‘ D’ailleurs,  ils  ne  jwur- 

ront  on  admettre  d’autres.  Car,  si  le  facteur  x — l entrait  à la  fois  dans 
F (x)  et  F'  (x),  il  correspondrait  à une  racine  double  de  l’équation 

F(x)  = o. 

Donc,  d’une  manière  générale, /c  plus  grand  commun  diviseur  de  F (.ri 
et  de  sa  dérivée  F"'  { x ) est  formé  de  tous  les  facteurs  premiers  du  pre- 
mier degré  qui  correspondent  aux  racines  multiples  de  téquation 

F{x)^o, 

chaque  facteur  premier  entrant  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  avec 
un  exposant  injérieur  d’une  unité  à tordre  de  multiplicité  de  la  racine 
qu'il  représente. 

Pour  reconnaître  si  une  équation  F (x)=  o a des  racines  égales,  on 
cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  F (x)  et  de  F'  (x).  Si  ce 
plus  grand  commun  diviseur  n’existe  pas,  l’équation  n’admettra  pas  de 
racines  égales.  S’il  existe , les  racines  simples  de  ce  plus  grand  commun 
diviseur  égalé  à zéro  seront  racines  doubles  de  l’équation  proposée  ; ses 
racines  doubles  seront  racines  triples  de  cette  même  équation;  etc. 

212.  Voyons  maintenant  comment  il  faut  ojtérer  pour  décomposer  alors 
l’équation  donnée  en  équations  de  degré  moindre,  n’admettant  plus  que 
des  racines  inégales. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l’équation  proposée  renferme 
des  racines  simples  dont  le  produit  sera  représenté  par  X,  ; des  racines 
doubles  dont  le  produit  sera  représenté  par  XJ  ( X,  représentant  le  pro- 
duit des  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  doubles,  pris  seulement 
une  fois]  ; des  racines  triples  dont  le  produit  sera  de  même  représenté 
par  XJ  ; enfin,  des  racines  quadruples  dont  le  produit  sera  représenté  par. 
X J. On  aura 

F(x)  = x,x;xsxî. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  D entre  F(x)  et  F'(x)  sera  (211) 

D = X,X1X,'. 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre  D et  sa  dérivée  D'  sera 

D,  = x,x;. 

Enfin,  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre  D,  et  sa  dérivée  D’, 
sera  : 

D,  = X.. 

Et  n,  n'aura  plus  aucun  facteur  commun  avec  sa  dérivée. 

En  divisant  r^uliéreiuenl  et  successivement  deux  à deux  les  polynômes 
précédents,  il  viendra  : 

£^=.y  = x,x,x,x„ 

^ = y.  = x,x,x„ 

|-Q,=  X,X„ 

D.  = X,. 

Opérant  de  môme  par  rapport  aux  quotients  obtenus,  en  y joignant  la 
dernière  équation  D.^=  X,,  il  viendra 

0_v  <i_X  n-\  ■ 

Q -X,,  Q -X,.  D,  “ D,_X.. 

La  résolution  de  l’équation  proposée  est  ainsi  ramenée  à celle  des  équa- 
tions plus  simples  et  sans  racines  égales, 

— O,  — O,  — ■ O,  — O.  ï 

La  première  fait  connaître  les  racines  simples,  la  seconde  donne  les  ra- 
cines doubles,  etc.  -,  ^ 

213.  l'équation  : 

— 3 a:*  — l6a^-|-  iia-’-f-  laa-  — 9. 

On  a 

F'(x)'==  + aoa:'  — la.r’  — 48x’+aax-)-  la. 


ou,  en  supprimant  le  facteur  a, 

F'(j:)  = 3j‘+  io.r'  — ôx*—  a4-c’-l-  u x -)- 6. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D entre  F(.r)  et  F’(x),  en 
ayant  soin  d'appliquer  les  règles  connues. 

x*-(-  4'i^‘ — 3x‘  — llx’+iax — 9 I 3x*-|-iox*— Cx*— a4x’-f-i  ix-f6 
Bx^-J-iax* — gx* — 48x’-|-  33x’+36x — | x + a 
— lox^-f-  6x‘-(-a4x’ — iix’—  6x 

ax*-^  3x*— alx'-t-  aa x'-l-Sox— ay  , 

' 6x‘—  9x*— 7ax’-|-  66x’-(-^x— 81 
— aox‘-4-ia.r^4-  48x’— aax— la 
— agx' — 6ox’-(- 1 1 4x'-f-68.r—  g3 
/ agx'-f-Cox'' — 1 i.fx’— ()8,r-|-93 
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loj'—  Gx’ — 2ij  A'’+  I u+  G I 9f).r‘-|-f>oj^ — ii4-r’ — G8x+ij^ 

87x^4-  2900:* — i74x’—  696x’+  319X+  174  I 3x4-55 

— i8ox‘4-  34a  « '4-  204  x’ — 279X 

iiar*4-  iGSx*—  492'î^4-  4o-*‘4-  «74 

55.r‘4-  84.r* — 246x’4-  20x4-  87 

i595x‘4-2436x’ — 7i34x’4-  58ox4-2523 
— 33oox’4-627ox’4-374ox  — 5i  i5 


— 864.2^ — 864x’4-432ox — 25g2 
x*+  x’ — 5x4-  3 

29.r*4-6ox’ — ii4x’ — 68x4-93 
— 29x’4- i45x’ — 87X 


x*4-x’  — 5x4-  3 


29x4-  I 


4-3ij^4-  3ix^ — 155x4-93 
x^4-  x’ — .5x4-3 

— x’-f-  5x  — 3 


On  a donc 
On  en  déduit 


D = x*4-x’  — 5x  4-  3. 
D'=  3x’4-2x — 5. 


Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre  D et  D'. 


x^4-  x’ — 5x4-  3 I 3x’4-2x — 5 
3.r^4-3x’ — i5x4-  9 | x4-i 
— 2x’4-  5x 
4-  x’  — lox — 9 
3 x’ — 30x4-27 

— 2x4-  5 

— 32x4-32 

X — I 


3x’4-2X — 5 
4-  3 X 


3x4- S 


5j — 5 
4-5 


On  trouve 


D,  = X — 


D,  n’ayant  plus  aucun  facteur  commun  avec  sa  dérivée,  nous  devons 
nous  arrêter,  et  nous  pourrons  poser 


Il  viendra  ensuite 

LLll 

I) 

_D 

I), 


D.  = X, 

= Q =X,  X,  X,i=  x>4-3x’- 

= O,  = X,  \,  = x’4-  2X—  3,' 
D,  = X,  = X — I . 


3. 


^ -X 

0,  ~ 


I, 


n.  ’ 


x-)-3. 
f),  = X,  = x-  I. 
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On  arrive  donc  enfin  à 

F(x)  = (x+i)(x-t-3)*(x-i)». 

et  l’équation  proposée  admet  la  racine  simple  — i,  la  racine  double  — 3, 
la  racine  triple  1 • 

214.  6cOT«n//«r.— Lorsque  les  coefficients  d’une  équation  sontcommen- 
surables,  les  polynômes  X, , X, , X, , X, , etc.,  ne  renferment  évidemment 
que  des  coefficients  commensurables.  Donc,  si  l'une  des  racines  de  l’équation 
proposée  est  une  racine  multiple  de  l’ordre  n,  et  si  toutes  les  autres 
racines  appartiennent  à des  ordres  düTérents,  la  racine  multiple  consi- 
dérée sera  commonsurablc,  puisqu’elle  sera  donnée  par  une  équation  du 
premier  degré  à coefficients  commensurables. 

Donc,  pour  qu'une  mcine  multiple  soit  incommensurable,  il  jaut  qt^elle 
ne  soit  pas  seule  de  son  espèce. 

D’après  cela,  toute  équation  à coefficients  commensurables  [jusqu’au 
cinquième  degré  inclusivement^  qui  n a pas  de  racines  commensurables, 
n’a  pas  non  plus  de  racines  miMftles  (sauf  un  seul  cas). 

En  effet,  supposons  qu'aucun  dès  quotients  X,,  X,,  X,,  etc.,  ne  soit 
du  premier  degré.  Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse  alors  se  présenter  est 
celui  où  l’on  a F (x)  ^X,  XJ , X,  et  X,  étant  du  second  degré.  Mais, 
dans  cette  hypothèse,  F (x)  est  du  sixième  degré.  Nous  laissons  do  côté 
le  cas  où  l’on  a F (x)  = XJ.  L’équation  est  alors  du  quatrième  degré, 
elle  peut  avoir  des  racines  multiples  incommonstirabics,  mais  son  premier 
membre  est  un  carré  parfait. 

Dans  la  pratique,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  il  faudra  toujours  com- 
mencer par  la  recherche  des  racines  commensurables,  et  n’appliquer  la 
théorie  des  racines  égales  qu’au  delà  du  cinquième  degré. 

• 


CHAPITRE  VI. 

THÉORÈME.  DE  ROLLF-.  RÉSOLUTION  DE  L’ÉQUATION  DU  TROISIÈME 

DEGRÉ. 


Théorème  de  Relie. 

21S.  Le  théorème  de  Rolle  consiste  dans  la  remarque  suivante  : 

Deux  racines  consécutives  île  réquation  F (x)  = o comprennent  n/é- 
cessnirement au  moins  une  racine  réelle  de  P équation  F'{x)  = o. 

Soient  a et  é deux  racines  consécutives  do  l’équation  F (x)  = o.  Fai- 
sons varier  x d’une  manière  continue  An  a k b.  F(x)  s’apnulant  pour 
X = a et  pour  X — b,  ne  change  pas  de  signe  dans  l’intervalle  de  ces 
deux  racines,  puisqu’elles  sont  consécutives;  mais,  partant  de  zéro  |K>ur 
revenir  à zéro,  croit  d’abord  en  valeur  absolue  pour  décroitro;  ensuite. 
F (x)  passe  donc  par  un  maximum  absolu,  c’est-à-dire  que  là'  dérivée 
F'  (x)  passe  elle-même  par  zéro  en  changeant  do  signe.  Ce  fait  peut  se 
' produire  plusieurs  fois  (*),  et  s'il  s’agit  d'une  équation  algébrique,  il  se 


(*)  F (x)  pouvant  offrir  plusieurs  maximums  et  minimums  absolus  cl  miccos- 
sifs,  dans  rintcrvalle  des  deux  racines  a et  h, 

II.  36 
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produit  alors  un  nombre  impair  de  fois.  //  en  résulte  immédUUement  que 
lu  réciproque  du  théorème  de  RoUe  n'est  /ms  t'ruie. 

Remarques.  — 1.  Si  F'  (x)  s’annule  pour  x = a ou  pour  x = ou  pour 
ces  deux  valeurs  à la  fois,  le  théorème  sera  encore  applicable.  Car,  (>ar 
suite  de  la  marche  de  F (x) , F'  (x)  présentera  toujours  des  signes  con- 
traires pour  une  valeur  do  x un  peu  plus  grande  que  a et  pour  une 
valeur  de  x un  peu  plus  petite  que  t>\  de  sorte  que  P'(x)  = o aura 
encore  une  racine  entre  a et  b. 

II.  Le  théorème  de  Rolle  s'applique  aux  équations  transcendantes  aussi 
bien  qu’aux  équations  algébriques  : la  seule  condition,  c’est  que  la  dé- 
rivée F'  (x)  reste  continue  depuis  x = a jusqu’à  x=  b. 

216.  Lorsque  réqiuUion  F (x)  = o a toutes  scs  racines  rt-eiles,  il  en 
est  de  même  de  Féquation  F'{x)  = o,  et  deux  racines  consécutives  de 
l’équation  F'(x)=o  en  comprennent  une  et  une  seule  de  C équation 
F(x)  = o. 

Considérons  une  équation  de  degré  m dont  les  m racines  réelles,  ran- 
gées par  ordre  do  grandeur  froissante,  soient 

a,  b,  c , d , . . . , A , A,  l. 

Il  y a /n  racines  et,  par  suite,  m — i intervalles.  Entre  chaque  groupe 
de  deux  racines,  il  tombe  une  racine  de  l’équation  dérivée  (21S),  mais 
une  seule,  sans  quoi  cotte  équation  aurait  plus  de  m — i racines.  Les 
m — ■ racines  de  l’éiiuation  F' (x)  = o sont  donc  réelles  et,  si  on  les 
représente  par  la  suite  supposée  croissante 

y y C , , *'•  y b y A , 

on  pourra  écrire  ainsi  les  racines  de  F(x)  = o et  de  F'  (x)  = o,  en  les 
supposant  toujours  rangées  par  ordre  de  grandeur  ; ik 

a,  a',  b,  b',  c,  c',  d,  h,  A',  A,  A',  l. 

Les  racines  extrêmes  a et  / peuvent  être  regardées  comme  des  limites 
inférieure  et  supérieure  des  racines  de  F'(x)  = o;et,  en  écrivant  adroite 
et  à gauche  de  cette  suite,  les  limites  — L'  et  -)-L  des  racines  de  F (x)-=o, 
on  achèvera  la  séparation  des  racines  de  l’équation  proposée,  si  l’on  a 
pu  résoudre  préalablement  l’équation  F'  (x)  = o (c’est  ce  qu’on  pourra 
faire  directement  pour  le  troisième  et  le  quatrième  degré). 

Caractères  auxquels  on  reconnaît  la  nature  des  racines  de 
l’équation  du  troisième  degré. 

217.  On  peut  toujours  priver  l’équation  du  troisième  degré  de  son  se- 
cond terme,  sans  changer  la  nature  de  ses  racines,  et  la  considérer  sous 
la  forme 

x’  + px  q o. 

Cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients,  pour  que  cette 
équation  ait  ses  trois  racines  réelles. 

L;i  dérivée  3x’-|-//  = o devra  avoir  ses  deux  racines  réelles  (ÜG).  Le 
c rÿicient  p devra  donc  d’abord  être  négatif.  Cette  condition  étant  sup- 
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posée  remplie,  si  a'  et  b'  sont  les  racines  de  la  dérivée  (en  les  prenant 
toujours  par  ordre  de  grandeur  croissante),  on  aura 

Remarquons  maintenant  que  si  a,  b,  c,  désignent  les  trois  racines  réelles 
de  l'équation  F (x  ) = +/jx  -|-^  = o,  au  delà  de  la  première  racine  a, 
le  polynôme  F (x)  devra  être  positif;  car  pour  x = — oo  , il  est  négatif, 
et  il  le  reste  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à substituer  n à la  place  de  x.Dea  à 
h,  F(x)  restant  positif  et  a'  tombant  entre  a cl  b (216),  il  faut  qu'^  ait 

F(fl')>o,  ou  _ y/_  I +,j,>o. 


ce  qui  revient  à 


Au  delà  de  ô,  F (x)  devient  négatif  et  ne  change  de  signe  qu’en  pas- 
sant par  o pour  x = c.  Au  delà  , il  n’y  a plus  de  racine , et  la  fonction 
'reste  positive  jusqu'à  oo  pour  x = -t-  oo  . h'  tombant  entre  b et  r,  on 
doit  avoir 

F(fr')<o,  ou 


ce  qui  revient  à 


Les  inégalités  (i)  et  (a)  ne  dilTèrent  que  par  le  signe  du  second  mem- 
bre. Si  on  les  élève  an  carré,  elles  conduiront  à un  résultat  identique. 

Si  q est  positif,  l’inégalité  (i)  est  satisfaite  d’elle-même,  et  l’on  peut 
élever  l’in^lité  (a)  au  carré,  puisque  p est  négatif. 

Si  q est  négatif,  l’inégalité  (a)  est  satisfaite  d’elle-mêmo,  et  on  peut 
élever  l’in^alité  (i)  au  carré,  puisqu’elle  a lieu  entre  quantités  /tositiirs. 
Dans  l’un  et  l’autre  cas,  il  vient  donc 


ce  qu’on  peut  encore  écrire. 


4//  + a7y’<o. 


D’ailleurs,  cette  dernière  condition  ne  peut  être  remplie  que  si  p est 
négatif.  Ainsi,  pour  que  t équation  .r'+p.c-\-qx  o ait  ses  trois  racines 
nUi/es,  ta  seule  condition  est  celle-ci  : 


.Si  Pon  a 


Péquation  n’a  qu’une  seule  racine  réelle,  de  signe  contraire  à son  dernier 
terme. 


3o 


Digitized  by  Google 


564 

Si  Port  a 


COMPL£HE^T  d’alGÈBBE. 


F équation  a deux  racines  égales  comme  noos  l’avons  vu  ( 184),  et  la  ra- 
cine 6'  de  P (x)  = O se  confond  avec  la  racine  double  de  F(x)  = o 
(si  q est  positif)  (*).  ’ 

L’équation 

x“-f-8x— 1 = 0 ■ ' 

n’a  qu’une  racine  réelle  positive,  parce  que  le  coefficient  du  second  terme 
est  positif. 

L’équation 

x’  — 5x4-9  = O 

n’a  qu’une  racine  réelle  négative,  parce  que  la  condition 


est  satisfaite. 
L'équation 


X*— 7 x-4-a  = O 


a ses  trois  racines  réelles,  parce  que  la  condition 


<0 


est  satisfaite  : deux  des  trois  racines  seront  positives  (201). 


Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 

218.  Reprenons  l’équation  générale 
(i)  sd-^-px  + q = 0. 

Posons 

x=/4-z. 

Il  viendra,  en  substituant, 

f+ifz+Zyz*+^->rp(j-+z)  + q = o 
ou 

J*-¥^  + {j+z)\Zyz->rp)  + q = o. 

Les  inconnues  auxiliaires  / et  z n’étant  assujetties  qu’à  la  condition 
> 4-  3 =r  X,  on  peut  poser 

(a)  • Zyz->rp  = o. 

L’équation  considérée  devient  alors 

(3)  /4-z’4-^  = o. 

Mais  l’équation  (a)  et  l’équation  (3)  font  alors  connaître  le  produit 


(*)  Si  î est  négatif,  c’est  la  racine  a'  de  F'(x)=ro  qui  se  confond  avec  la 
racine  double  de  F(r)ï=o. 
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et  la  somme 


y+2’  = - 

et  s’  sont  donc  racines  de  l'équation 


t'  + qt 


— ^ = o 


27 


[qu’on  nomme  la  réduite  de  l’équation  (1)]. 
On  a donc 


Par  conséquent , 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  puisqu’on  doit  avoir 

le  produit  des  deux  radicaux  cubiques  dont  la  somme  constitue  la  valeur 
de  X,  doit  être  réel  et  égal  ^ 

Ceci  posé,  nous  savons  qu’un  radical  cubique  a trois  valeurs  et  que, 
lorsqu’on  connaît  l’une  d’elles,  il  suffit,  pour  les  obtenir  toutes,  de  la  mul- 
tiplier par  les  racines  cubiques  de  l’unité  (83). 

Désignons  par  A et  B deux  valeurs  des  radicaux  cubiques  considérés, 
satisfaisant  aux  conditions  imposées.  Les  valeurs  de  j et  de  z seront  [en 
désignant  para  l’une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  (84)  J 

A,  B, 

Aa,  Ba,  , 

Aa’,  Ba’.  ■’ 

Le  produit  AB  étant  réel , les  seules  combinaisons  qui  puissent  donner 
un  produit  réel  sont 

A. B,  Aa.Ba’,  A'a’.Ba. 

Et,  par  suite,  les  seules  valeurs  admissibles  pour  x sont  les  trois  va- 
leurs 

X = A -i-  B, 

X = Aa  -t-  Ba’, 

X = A a’  -t-  B a. 

Lorsque  4a  quantité  ^ 4-  ^ est  < o,  les  radicaux  cubiques  de  la  for- 
mule ( 4 ) n’ont  plus  de  valeurs  réelles.  Cependant,  c’est  précisément  dans 
ce  cas  que  les  trois  racines  de  la  proposée  sont  réelles  (217).  Ce  cas  s’ap- 
pelle le  cas  Irréductible  de  l’équation  du  troisième  degré. 

Pour  débarrasser  la  formule  des  imaginaires  qu’elle  renferme,  il  faut 
alors  recourir  à des  séries  composées  d'un  nombre  infini  de  termes  ; d(> 
sorte  qu’au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  les  expressions  générales 
indiquées  ne  sont  plus  d’aucune  utilité. 
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Résolution  trigonométrique  du  cas  irréductible. 

219.  Nous  supposons  que  la  condition  ^ "t"  ^ ° remplie.  La 

quantité  placée  sous  les  radicaux  du  second  degré  de  la  formule 

est  négative;  la  valeur  de  jt  se  présente  comme  somme  de  deux  quantités 
imaginaires.  Posons  alors  ^ ‘ . 


Il  viendra 


? '/’/’*  I l 

-^=pcosy,  ^+^  = -p>sin'^ 


X = v^p(co8^’  isin^)  + ^p(cosy  — isinç  ), 
et,  en  appliquant  la  formule  de  JUoifre  ( 88),  on  pourra  écrire 

1,-/  , . aXîr-t-y\ 


X =v'p 


s,-/  aXn-(-M 

- VP  (cos  L - I 


a Xw  + (p  ' 


Dans  cette  formule,  on  doit  donner  successivement  à X-  les  valeurs 
U,  I,  a,  et  X'  doit  recevoir  la  même  valeur  dans  les  deux  parenthèses 

pour  que  le  produit  yz  reste  réel  et  égal  à — ^ (218). 

On  aura  donc  simplement 

il-  a X 7t  -f-  * 

X = -x^  P co  s ' ■ 


Des  deux  relations 


' '/ 


'/  T . F S I 

i = pcosip,  i 4-^  = — p’sin’v, 
A 4 A7 


on  déduit  d’ailleurs 


^^=p'cos>  et  p’=-£-, 
4 ’zy 


u'  U 

— et  cos»  = — -• 
a;  ap 


trois  valeurs  de  x seront 

•c,  = ay^pCos  |)  X,  = av/pco8^iao“4- ly  ^ 

X,  = a v’'pcos^a4o'’4- 

ou  plus  simplement,  en  se  rappelant  que  deux  arcs  ont  des  cosinus  égaux 
et  de  signes  contraires  .ou  égaux  et  de  mémo  signe,  suivant  que  leur 
somme  est  égale  à n ou  à a w ; 

X.  = a v''p  cos  1 1 .r,  — — .i  cos  ^6o"  - Ÿj'  -c,  = ay'pcos  ^iao“— 
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Si  la  formule  cosÿ  = -7-^  donne  |>our  cos<f  une  valeur  négative,  on 

cherche  dans  les  tables  l’arc  ?'  qui  a le  même  cosinus  pris  positivement  ; 

y est  le  supplément  do  y'. 

Quand  deux  racines  sont  égales,  on  trouve  y = o”. 


220.  Applications. 
1”  Soit  l'équation 

La  condition 


— 7 j:  + 7 = O. 


est  satisfaite.  L’équation,  d’après  le  théorème  de  Z>MfY/r/c.v,a  deuxracines 
positives  et  une  négativê. 


Nous  aurons 


T7 


et  cosv  = — 


CALCUL  DE  p. 

log343  = a,535a94i 
L . a7  = a , 568636a 
I , io393o3 
logp  = 0,5519651 


CALCUL  DE  If. 
log7  = O,  8450980 
L . a T , 6989700 

L.p  = I ,4480349 

logcosŸ'  = T,99*ioag 
y'=  10»  53’ 36",  I 
y = 180"  — y = '69"  6''a3",9 

? =r  56"  aa'  7",97. 


3"37'5a',o3 


60"- 

, 4 

,ao"-2-  63" 37' 5a", o3 


log  a = o,3oio3oo 
log  = 0,1839884 

5g  CO»  ? = I >74^3873 
log  X,  = 0,2384^57 

j:,  = r, 693021 


• ' .'^ALCrt  ot  X,. 

Ipg  a =;  o,3oio3oo 
log  I * 839884 

lug  CO»  ^60”  — ^ I ï909**7^ 

log  (—  X,)  — 0 , 484  < 45^ 

x,=  — 3,048917 


CALCUL  DK  X, 

**  • log  a = o,3oio3no 

’ log = 0, 1839884 
log  CO*  “ i,6475a83 

logXj^îs:  0,l3a5/|67 

*■  < 

X,  = 1,356897 


a"  Partager  un  hémisphère  rn  deux  pnrfirs  équivalentes,  par  un  plan 

^''ws£oL^lir.r  la  hauteur  du  segment  sphérique  supérieur  à une 
l>ase.  Son  volume  devra  être  la  moitié  dg  celui  de  1 hémisphère.  On  aura 
donc  (Céom.,  2^1),  R désignant  le  rayon, de  la  sphere, 

"•  - ino:H3R“0  = 
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> X*  — 3Rj:’  + R’~o. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité.  L'é- 
quation à résoudre  sera 

X*  — 3x*  -1-1  = 0.  • 

Faisons  disparaître  le  terme  en  x’  en  posant 

, a 

* •} 

x=j-4-i. 

f — 37  — 1 = o. 

Cette  équation  a toutes  ses  racines  réelles,  puisqu'on  a 

elle  a une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives,  d'après  le 
théorème  de  Drscartcs.  Comme  x doit  être  moindre  que  le  rayon  1 , 
^ la  relation  x=_y-+-i  prouve  qu’il  est  inutile  de  chercher  la  racine 
jX)sitive  de  l'équation  en/.  Et  comme  x no  peut  être  négatif,  il  faudra 
rejeter  également  la  racine  négative  de  l’équation  en  / qui  surpassera  1 
on  valeur  absolue. 

On  a ici 


d’où 

Il  viendra  • 


Il  en  résulte  immédiatement 


et  cos ()(  = -• 


If  = 60“  et  I = ao". 

I 

•>,  = a VP  C0S;5  représente  la  racine  positive  de  l'équation.  Des  deux  ra- 

O 

cines  négatives 

v,  = — av^pcos^6o°  — et  /,  = a v^pcos^iao®— 

y 

la  première  surpasse  évidemment  l’unité;  c'est  donc  la  seconde  seulement 
que  nous  chercherons. 


On  a 


CAiei'L  I>K  /,. 

= a cos  100"  ou  — /,  = a cos  80". 
loga  = 0, 3oio3c«> 
log  cos  80"  = I . aSqfiyoa 

_ log  { — /,)  = 1 , 5.f0700a 

.v,=  — 0,3472983. 
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Par  suite,  la  valeur  correspondante  de  x est 

Xj=/j4- 1=0, 6527087 . 

Nota.  Si  l'on  change  le  signe  de  , on  a la  distance  du  plan  sécant 
au  centre  de  la  sphère. 

Résolntion  numérique  de  l'éqnation  du  troisième  degré,  lorsqu'elle 
n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 


321.  Reprenons  la  formule 

Lorsqu’on  a ^ l’équation  x^  + px-{-q  = o n’admet  qu’une 

seule  racine  réelle,  de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 

Dans  ce  cas,  chaque  radical  cubique  est  susceptible  d’une  détermina- 
tion réelle.  Soient  A et  B ces  deux  déterminations.  Nous  aurons  (218) 
pour  les  trois  valeurs  de  x 


Mais  (at) 
par  suite, 


x,=  A-l-B,  x,  = Aa  + Ba’,  Xj=  Aa’-(- Ba. 

— I 4-  « »/3  , , — I — / /3 

a = et  a’= 


_ . , « _ A + B , ,(A-B)/3 

J",  =sr  A D , X,  h * J 

* a a 


A + B .(A-B)y/3  . 


On  pourrait  avoir  recours  aux  transformations  trigonométriques  pour 
calculer  ces  valeurs  ; mais  il  est  bien  préférable  et  bien  plus  court  d’ex- 
traire directement  les  racines  à l’aide  des  tables  de  logarithmes.  Nous  en 
donnerons  un  exemple. 

222.  Application.  — 'Calculer  les  dimensions  d'un  cyli/tdre  inscrit  dans 
une  sphère,  de  manière  que  sa  surface  convexe  soit  équivalente  à la 
somme  des  deux  calottes  que  ses  bases  déterminent. 

Désignons  par  R le  rayon  de  la  sphère,  par  x le  rayon  do  la  base  du 
cylindre,  par  7 sa  demi-hauteur  ou  la  distance  de  sa  base  au  centre  de  la 
sphère. 

l.a  condition  du  problème  est  exprimée  par  l’équation 
4rzxr=  4;rR(R-^  i), 

r esl-à-dire 

XV  = R (R  — y-). 

f)n  a de  plus 

X = i/R'-r’ . 

Il  viendra  donc  j»r  division 
R(R-7) 

~ j ’+R.v’  + R + — B'  = n. 
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Pour  plus  de  simplicité,  prenons  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité. 
L’équation  à résoudre  sera 

(')  y — 1 = o. 


Chassons  le  second  terme  en  posant  y = z 

^ 3 -/7 


3’ 


nous  aurons 


Pour  faire  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  équation,  posons  s = 5» 
et  nous  trouverons  finalement 

ii‘  + 0«  — 34  = O. 


I I • 1/  — I 

.î"  = Z — J devient  y = — ^ — , et  l’on  voit  qu’il  suffisait  de  poser  immé- 
diatement cette  relation  jxiur  chasser  à la  fois  le  second  terme  de  l’équa- 
tion (i)  et  éviter  les  dénominateurs. 

Le  coefficient  du  second  terme  de  l’équation  on  « étant  positif,  cette 
équation  n’admet  qu’une  racine  réelle  qui  est  positive.  Nous  nous  borne- 
rons donc  à calculer  cette  racine. 

On  aura 

« = \/i7 -1- + V 17  — v'âgÿ. 

Les  tables  de  logarithmes  ordinaires  dounent  • ' 

»/â97  = I7,a3369r 

|iar  suite,  * 

= ^34,23369  -l-  v''—  o, -23369. 

En  opérant  toujours  par  logarithmes,  on  trouve 


c'est-à-dire 
Il  en  résulte 


« = >,247018  — o,6i5{)5a, 
« = 2,63io66. 

y ~ —Y~  ~ 54368g. 


Connaissant  les  valeurs  réelles  des  deux  radicaux  cubiques,  il  serait 
facile,  si  la  question  l'exigeait,  de  calculer  les  racines  imaginaires  de 
l’équation  en  « et,  jiar  suite,  les  valeurs  imaginaires  de  r. 
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CHAPITRE  VII 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS 
SIMPLES. 


223.  Lorsque  les  deux  termes  d'une  expression  fractionnaire  sont  des 
polynômes  entiers  par  rapport  à une  même  variable  jt,  on  peut,  en  effec- 
tuant leur  division,  remplacer  l'expression  considérée  par  un  polynôme 
entier  par  rap}K>rt  à x,  augmenté  d’une  fraction  ayant  pour  dénomina- 
teur le  divlMur,  et  pour  numérateur  nn  polynôme  de  degré  moindre  en  x 
(^Ig.  élérn.,  3i).  La  fraction  complémentaire  ainsi  obtenue  peut  être 
elle-même  d^omposée  en  fractions  plus  simple.s,  quand  on  a pu  tronver 
toutes  les  racines  de  l’équation  formée  en  égalant  son  dénominateur  à 
zéro.  C’est  ce  que  nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre. 


Cas  des  racines  inégales. 


224.  Soit  la  fraction  rationnelle 


F(x)  étant  dmdegré  m,  /(x)  est  au  plus  du  degré  m — i.  La  fraction 

f(x)  ' 

f est  irréductible.  Supposons  que  les  racines  de  l’équation  F(x)  = o, 
F('A')  . * 

toutes  inégales,  soient  a,  b,c,...,  h,  X,  l.  Je  dis  qu’on  pourra  mettre 
l’expression  (i)  sous  la  forme 


/(x)  ABC 
F(x)  X — rt*^x  — b X — r 


X — k X — / 


les  numérateurs  A,  B,  C, . . . , K,  L étant  des  quantités  constantes. 

De  l’égalité  supposée,  on  déduit 

,3)  + 

X — a X — b X — c X — A X — / 

Cette  équation  doit  être  identique,  c’est-à-dire  satisfaite  /x>ur  toutes  les 
lutteurs  de  x.  Remplaçons  x par  a.  Comme  on  a F ( a ) = o,  puisque  « 
est  racine  de  l'équation  F(x)  = o,  il  viendra 

a — a 

Tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  sauf  le  premier  où  la 
fraction  se  présente  sous  la  forme  -•  D’après  une  règle  connue 

(1S4),  la  véritable  valeur  de  cptte  fraction  pour  x = o est  — On 
aura  donc 

/(rt)  = AF'(n),  d'où 
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Un  raisonnement  analogue  conduit  aux  valeurs 


m P f(c 


Les  valeurs  obtenues  sont  évidemment  1^  seules  qui  puissent  convenir 
au  développement  supposé.  De  plus,  /(x)  étant  du  degré  m — i,  l’équa- 
tion admise  se  trouve  par  là  vérifiée  pour  m valeurs  (puisque  F(x)  = o 
est  du  degré  m ol  à m racines).  Cette  Condition  entraîne  l’identité  cona- 
plète  de  /(x)  et  du  second  membre  de  la  relation  (3)  (178,  II),  c’est- 
à-dire  prouve  l’exactitude  de  la  relation  (a). 

Pour  calculer  les  numérateurs  A,  B,  C, . . . , il  suffira  de  former  l’ejc- 
pression 

F'(x)’ 

et  d'y  remplacer  successivement  x par  toutes  les  racines  de  F(x)  = o. 


325.  Les  raisonnements  précédents  conviennent  également  au  cas  des 
racines  imaginaires  inégales.  On  peut  seulement  éviter  les  imaginaires 
dans  le  développement  du  second  membre,  en  remarquant  qu’à  une 
racine  imaginaire  a -H  bi  correspond  toujours  une  racine  imaginaire  con- 
juguée a — bi.  Soient  A et  B les  numérateurs  des  fractions  simples  qui 
correspondent  à ces  deux  racines.  On  aura 

. K_f{a  + bi)  a_f{a  — bi) 

‘^~¥'(a  + bi)’  "~F'(a-é/)‘ 

A et  B seront  donc  des  imaginaires  réductibles  à la  forme  générale 
(Livre  I,  Chap.  vi),  et  qui  ne  différeront  que  par  le  signe  de  i,  de  sorte 
qu’on  peut'  poser 

A = P-)-Qi  et  B = P — Qi. 

Les  deux  fractions 

A B 

X — a — bi  X — a + bi  ^ 

donneront  donc  en  somme 

P-t-Qi  ^ P — Qi  _ aP(x — fl)  — aQé 

X — a — bi  X — a + Iti  (x  — «)’-f-é’ 

On  voit  donc  qu’à  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  du  pre- 
mier ordre,  correspond  une  fraction  réelle  de  la  forme 


226.  Exemples  : 
1°  Soit 

F(x)  = o donne  ici 
d’où  les  racines 


Mx-I-N 
(x — ay-\-b' 

1 — ^x 

x’  — X — 2 

x’  — .r  — a = o , 

x,  = a j 
X,  = — I i 


La  dérivée  de  F (x)  est 


F'(  r)  =r  ax  — I . 
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Pour  avoir  les  numérateurs  A et  B,  il  faudra  remplacer  successivement 
X par  X,  et  par  x,  dans  l’expression 

f[x)  _ a— 4x 
F'(x)  ax-T 

Il  vient 


A=— a,B=— a,  d’où 


a — 4^^ 
‘x’ — X — a 


x-l-i 


a®  Soit  l’expression 

I 

x(<l’  — x’)  ’ 

F(x)  = O donne  pour  racines 


■ On  a 


O,  x=— a,  x = fl. 

F'(x)  = a’  — X*  — ax’  = o’—  Sx*. 


Pour  avoir  les  trois  numérateurs  A,  B,  C,  il  suffira  donc  de  remplacer 
xparo,— aet+fl,  dans  l’expression  • Il  viendra  donc 


d’où 

I _ I I I 

x(a*  — X*)  a’x  aa’(x+a)  aa*{x  — a) 

3°  Soit  encore  l’expression 

X*  — X-f-  I 

(x4-i  )(x’-|-i) 

A 

F(x)  = O donne  une  racine  réelle  — i et  deux  racines  imaginaires  ± i. 
'Nous  pourrons  donc  écrire  (22S) 

x’— x+i  _ A Bx  + C 

(x+i)(x'4-i)  ~^x-h  I - x'-l-  I ' 

Le  plus  simple,  pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  est  aloi-s 
d’employer  la  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  Nous  avons  dé- 
montré (221-)  C identité  des  deux  membres  de  la  relation  posée.  Par  con- 
séquent , si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  les  mémos  puissances  de  x de- 
vront avoir,  dans  les  doux  membres,  les  mômes  coefficients,  sans  quoi 
l’équation  no  serait  pas  |satisfaite  pour  tou^  les  valeurs  possibles  de  x. 
Il  viendra 

x’  — x-t-i  = A(x’+i)-|-(Bx-4-C)  (x-t-i). 

En  faisant  d’abord 

3 

X = — I , on  trouvera  A = - : 

a 

puis , en  égalant  les  coefficients  de  x‘  et  de  x dans  les  deux  memhrès,  on 
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trouvera 

Donc 


~ A B I “ I = B C , d où  B — C — — 


X* — J+  1 


X+  I 


rr+i)(x^  + i)  a(x4-i)  2(x'+i) 

Cas  des  racines  égales. 

227.  Lorsque  F (x)  = o donne  des  racines  multiples,  la  décomposition 
indiquée  précédemment  (224)  n’est  plus  possible.  Car  a étant  une  racine 

multiple  (2H),  l’expression  A = donne  pour  A une  valeur  infinie. 

Admettons  que  a soit  une  racine  multiple  de  l’ordre  n ( réelle  ou  ima- 
ginaire). On  pourra  poser 

. F(x)  = (x-«)".F,{x). 

■ r 

F(x)  étant  du  degré  m,  F,(.r)  sera  du  degré  m~-n.  Remplaçons,  dans 
/(x)  et  dans  F,  (x),  x par  «-f-(x  — n).  Il  viendra,  en  considérant  (x  — a) 
comme  un  accroissement, 

/(x)=/(fl)4-/'(a)(x  — rt)-|--Ç^'(x-a)*-f-...  , 

F,(x)  = F,(a)-l-P.(fl)(x-a)  + ?^>(x-<,)’-t-.... 


Nous  pourrons  diviser /(x)par  F,  (x)  en  regardant  (x— a)  comme  la  quan- 
tité ordonnatrice.  Le  premier  terme  du  quotient  sera  constant  et  égal  à 

désignerons  par  A,.  Le  reste  correspondant  à ce  premier 

terme  ne  renfermera  plus  de  terme  constant.  On  poursuivra  la  division 
jusqu’à  ce  qu'on  arrive  au  quotient  au  terme  de  degré  n — i par  rapport 
à (x— a).  Tous  les  termes  du  reste  contiendront  alors(x— a)*  en  facteur. 
On  pourra  donc  écrire  l’identité  suivante  qui  résulte  de  toute  division 

Q 

/(x)=[^A,(x-a)-t-A,(x-a)»-i-...A..,(x-a)'-']  F,{x)-(-(x-aj"/(.r).  • 

Le  dividende  /(x)  est  du  degré /a  — i,  le  diviseur  F,  (.r)  du  degréj/»—//, 
et  le  quotient  du  degré  a — i . 

Le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  sera  donc  du  degré  »?  — i.  11  en 
résulte  que  le  reste  sera  au  plus  du  degré  »?  — i . Dés  lors  le  polynôme 
/ (x)  est  au  plus  du  degré  ?»  — a — i.  D’ailleurs,  les  polynômes/,  (x)  et 
F,  (x)  sont  premiers  entre  eux;  car  s’ils  admettaient  un  facteur  commun, 

la  fraction  ne  serait  plus  irréductible.  ■«  . 

F(x) 

Ceci  posé,  divisons  par  F(.r)ou  par  (x— a)"F,  (x)  les  deux  membres 
de  l’égalité  précédente.  11  viendra 


/(x)  _ A,  A, A, A.-i  , f,  (•»•) 

F(x)  (x-?/)*~^(x-al-'  (r-a)’-’“^'"x-a‘^  F,(x) 

Ainsi,  la  racine  multiple  de  l'ordre  » repré.senlée  jwr  le  facteur  (x—/?l“ 
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lionne  lieu  à n fraclions  simples  dont  les  dénominateurs  sont  (x  — a)*, 
(x— jusqu’àx  — n,  etdontles  numérateurs  sont  les  coeflicients 
du  quotient  trouvé  en  divisant /(x)  par  F,  (x),  comme  on  l’a  indiqué. 

Il  reste  à décomposer,  en  suivant  la  même  marche,  une  fraction  irré- 

iluctible*^  ;■  ■')  dont  le  dénominateur  est  du  degré  m — n et  le  numéra- 

F.(-r) 

leur  du  degré  tn  — n — i. 

Si  F,  (x)  = O renferme  encore  une  racine  multiple  d’ordre  p,  et  si  h 
désigne  celte  racine,  on  aura 


B. 


fM)  

F.(x)-(x-Al' 


B. 


r-by  ' 


x-b 


f,  (■c'i 

F,(x)’ 


f / JT  ) 

représentant  une  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  sera 

de  degré  m~-n—p,e\.  le  numérateur  de  degré  m — u—p  — i. 
Supposons  que  F,  (x)  = o ne  renferme  plus  que  des  racines  simples 
/,  on  pourra  poser  ( 244 ) 


./;(x) 

F,  (x) 


X — (t 


..  -I- 


X — /’ 


flx)  ‘ 

et  la  décomposition  de  ^ ' se  trouvera  terminée, 

r (x)  1 

228.  Il  faut  prouver  maintenant  que  cette  décomposition  n’est  possible 
que  d’une  seule  manière.  Supposons  deux  décompositions  différentes  pos- 
sibles. Les  deux  formes  obtenues  devront  donner  des  résultats  égaux, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à x.  On  aura  donc,  par  exemple. 


A. 


(x-a) 

A’. 


? + 


( X — « r 
A’, 


- + 


4- 


B. 


(x  — a y (X  — <i)“ 


{x-bY 


+ 


B. 


(x-hf-' 

*'■  I 

(x-ér-+- 


Sup()OSons  n différent  de  n'  et  plus  grand.  Si  l’on  multiplie  les  deux 
' membres  de  l'égalité  par  (x  — o)",  et  si  l’on  fait  ensuite  x = a,  le  pre- 
mier membre  se  réduit  évidemment  à A,;  le  second  s’annule,  à moins 
qu’un  des  dénominateurs  ne  soit  égal  à (x  — n)’.  Il  faut  donc  que  ( r — n)*' 
soit  égalé  (x— a)",  c’est-à-dire  qu’on  ait  a' = «.  On  trouve  alors  A, =A',. 

. On  pourra  supprimer  les  deux  fractions  égales 

, membres  et,  en  répétant  le  môme  raisonnement  pour  les  restes  corres- 
pondants, on  prouvera  que  les  fractions  simples  qui  composent  les  deux 
développements  sont'identiques. 

229.  U nous  reste,  pour  achever  le  sujet  considéré,  à examiner  spécia- 
lement le  cas  des  racines  imaginaires  multiples. 

Si  F (x)  — o admet  une  racine  imaginaire  a -f-  bi  d’ordre  a,  il  admet- 
tra aussi  une  racine  imaginaire  conjuguée  a— é/  d’ordre  a (ou  le  diviseur 
‘réel  du  second  degré  {.r  — a)’-|-  6’,  pris  a fois  comme  facteur).  Les  deux 
racines  conjuguées,  si  elles  étaient  simples,  conduiraient  dans  le  dovt*lo(>- 
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pement  ( 23K)  à une  fraction  de  la  forme 

Mx  + N 
(x  — af+b^ 

Je  dis  qu’étant  de  l’ordre  n,  elles  donneront  dans  le  développement  n ’ 
fractions  de  la  forme 

M..r4-N,  M,x  + N,  . 

+ + ”■  '^(x-ay+b" 

de  sorte  que  le  développement  ne  sera  embarrassé  d'aucune  expression 
imaginaire. 

Posons 

F(x)=[(x-a)’4-6’]-.F,(x). 

Cherchons  à déterminer  les  constantes  M,  et  N,  par  la  condition  que  le 
polynôme 

/(x)-(M,x-f-N.)F,{x)  , 

soit  divisible  par  (x  — On  pourra  alors,  en  effet,  poser 
/(x)-  (M.X+N.) . F,  (x)  = [(x  — (x), 

d’où 

_ M.x  + N,* y 

F(x)  [(x-a)’  + i’]"'^[(x-a)’+6’]'- .F,(x)' 

Pour  exprimer  la  condition  de  divisibilité  indiquée,  il  suffît  d'écrire  que 
le  polynôme 

/(x)-(M.x+N.j.F,(x) 

s'annule  pour  x=  n + bi  et  pour  x=z  a — bi.  Supposons  que,  pour  ces 
deux  valeurs, /(x)  devienne  A + Bi  et  A— Bi;  que.  do  même,  F,(x) 
devienne  alors  C + Di  et  C — Di.  Nous  aurons  les  doux  équations 

(A+B/)  - [M.(a4-ô<)  + N.]  [C+Di]  = o, 

(A-B/)  - [M,(a-i/)4-N,]  [C-D/]  =o. 

Par  suite,  en  égalant  séparément  à zéro  la  partie  réelle  et  le  coeffîricnl 
de  i,  il  viendra  (les  deux  parties  réelles  étant  identiques  et  les  coeffi- 
cients de  < ne  diflérant  que  par  le  signe  dans  les  deux  (Quations  ) : 

(iD-aC)M,-CN.=  -A, 

(ÔC  + aD)M,-4-DN,=  B. 

Ces  équations  sont  du  premier  degré  en  M,  et  en  N,.  Le  dénominateur 
commun  des  valeurs  des  deux  inconnues  b (C’  + D’)  ne  peut  pas  être 
nul:  car  si  b était  nul,  les  racines  imaginaires  n’existeraient  pas;  et  si  la 
somme  C’  + D’  était  nulle,  le  polynôme  F,  (x)  devenante  pour.r=a±ô/, 
admettrait  encore  le  diviseur  (x  — «)’-!- ô’.  Les  équations  précédentes 
donneront  donc  toujours  des  valeurs  réelles,  finies  et  déterminées,  pour 
les  inconnues  M,  et  N,. 

La  possibilité  et  l’exactitude  de  la  transformation  ( i ) étant  établie,  on 
pourra  de  môme  poser  l'expression 

'j[^) M, X -P N, ■’ 

f(x-«)>-4-ô’J"  -.F.lx)  + •'^[(x-«)‘-f-A’]-’.F,(x)’ 
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cl  continiipr  ainsi^  jiigi|u’à  re.qu'un  ait  épuisé  tous  les  fucteurs 

f (x  — [(x  — n)’+A>]*  ' (,r  — n^-\L-. 

Dans  la  pratique,  il  sera  préférable  do  calculer  les  coefTicicnLs  M„.  N,, 
M,  i N, , etc.,  en  ayant  recours  à la  MMuMè  des  rorffteirnls  imlrlrrimin’-s. 

230.  F.n  résumé , étant  donnée  l’expression 

fi-r)  ' 

K(x)'  *• 

si,  ayant  écaril  aux  racines  réelles  et  aux  racines  imaginaires  de  F(x)=:o. 
on  a 

F(x)  = (.r-„)>  (x-é)T...[(x-«)>4-?’r[(-r-V)’+'î’r.î^, 


on.  pourra  toujours  poser  : 

A,  A, 

1 

F (-^)  l-r— ")*  • 

' 4 • t 

X — tt 

B.  B, 

, B,., 

{x—h'f  (x—bf-' 

' x-l, 

-1- 

, AI,x  4-  N, 

.M,x-f-N.  1 

P.x-t-Q. ^ *V  --g+tv  -, 

[(^ [T^7 V-7)’+>' 

23 1 . Exemples  : 

i“  Soit  • . . _ . 

^(x)  5x*  — i3x’4- — 5x4-3 

F(x)  (.r—  Jj^(x4-i)x' 

(In  aura  (227) 


/(X)  _ A, 


_ 1 >>  1"  - - 


F ( .r  ) ( X — I )'  ( X — I )'  ■ X — I ■ X 4-  I ■ X 

Kn  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x,  on  a ici  : 

/(x)  = 3 — 5x  4- 1 4 r*  — i3x’ 4- 5.r*, 

F,  (x)  s=  (x  4- I ) -r  = x ■r’; 


c'est-à-dire 


/ri4-(x^i)]=  /(i)4-/'(.)( 


f*{  I \ 

i)(x-i)4-’^*^('iC£r4 


V*' 

..A 


F.['+(-^-')1=F,(.)4-F'(j)(x_,)4-?^(.>^.  . ‘ 

I 4 2 . f 

«4  ’ 

tximme  il  s’agit  d’une  racine  triple,  le  quotient  de  / (x)  j>ar  F,  (x)^devra 
être  du  second  degré  eq  (x  — i ),  et  il  sera  inutile  dans  la  division  d^écrire 
les  termes  qui  contionient  (x — ■)  à une  puissance  supérieure  à la  se-  ' 
rondo.  Pour  plus  de  rapidité,  nous  remplacerons  dans  le  calcul  (x  — i) 

n-  . 3? 


I 


trt 


j8  COMPLÉMENT  d'aLOKBRE. 

par  X.  On  Ironve  , 

/(i)  = 4,  /'(<)=  4,  -Çÿ-S. 

F,(i)  = t,  F',(.)=3, 

Par  suili-,  il  faudra  eiïectuer  celle  division  : 

T-l-  3X4- X’ 


a - X + 3X’ 


44”4^“i”^^*“l”*** 

-CX-aX’ 

— aX4-3X’... 

4-3X»... 

6X>... 

le  qiiolienl  élanl  de  la  forme  A,  + A,  X A,  X’,  on  aura  en  identiBanl 
A,  = a,  A,  t=  — I , A,  = 3. 

Pour  délerminer  B el  C,  nous  nous  servirons  de  l’erjiression  (22i), 


c’esl-à-dire 


5x*  — i3.r’4-i4-^’  — 5x-!-  3 


3(.r  — i)’(x4-  i)  J 4-(-T'  — + <4^  — 

En  y faisanl  successivement  x — — i et  r — o,  nous  trouverons 


B=Ç=5,  C = A=_3. 


Par  conséquent 


5.r*— i3.r’4-i4.r>  -5X4-.3  ‘ 

(,r  — I )’ ( X -4-  I ) 'r  ~ I X — I )'  (x— i)= 

3.5  3 

-4- 


X — I X 4-  I X 

Nota.  S’il  y avait  eu  une  autre  racine  multiple,  on  aurait  répété  un 
calcul  analogue,  car  on  peut  toujours  supposer  que  la  décomposition 
commence  au  facteur  qu'on  est  amené  à considérer. 
a°  Soit  ^ 

.H-r)  J 

F{x)  x(x4-i)(j:’4-ij"' 


On  a dans  ce  cas  deux  racines  réelles  simples  el  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  doubles.  On  |K)sera  donc. 

■ _■  A B M...-4X.  M.X4-N, 

.c(.r  4- ij(x’ 4- il’  X .r-4-i  (x’4-i)’  .r’4- i 

„ IJour  déterminer  les  six  inconnues  A,  B,  M, , N,,  M, , N, . nous  aurons 
recours  à la  Méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Si  nous  chassons  les  dénominateurs,  nous  aurons  identiquement 

I t=  A(.r  -4-  i)(.r’4- 1)’4-  B.j  (x’4-  i)’4  (^IJx  4-  N,)x(.r  4-  t) 

4-  ( M, +■  N,  ) .r (x  4“  >)(•’’  "F  I ). 


Digitized  b 


COMPLÉMEIIT  d'algèbre.  579 

Si  l’on  suppose  successivement  .r  = o et  x = — i , il  vient 
A = I et  B = — 

4 

Égalons  maintenant  les  coefficients  des  quatre  premières  puissances  de  x- 
dans  les  deux  membres  (en  supposant  qu’on  ordonne  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  r),  puisqu’il  ne  reste  plus  que  quatre  inconnues. 
Nous  trouverons 

= a -|- M, -f- N,  = o, 

a A + aB  -f-  M,  4-  .M,  4-  N,  = O,  a A -I-  N,  M,  4-  M,  -f-  N,  = o. 


On  en  déduit  immédiatement 


■ On  arrive  donc  enfin  à 

I I J- 4-1  3x  -4-  I 

.r(.r4-i)(x’-t-i)’~  X 4(x4-i)  a(x’4-i)’  4(j^4-i)’ 


Retour  aux  fonctions  primitiTes. 

232.  Le  but  principal  qu’on  se  propose  en  décomposant  les  fractions 
rationnelles,  c'est  de  remonter  à leurs  fonctions  primitives  (Livre  II, 
Chap.  IV  ).  ' 

Nous  ne  pouvons  que  donner  quelques  exemples.  * 

^ A X 

i"  Soit  l’expression  — — —■  Nous  avons  trouvé  (226,  i”) 

' a — 4 •r  _ a.  a 

X*  “ .r  — a X — a .r  4-  i 

La  fonction  primitive  est  évidemment 


alog(x  — a)  _ alog(.c4- 1]  ^ 

loge  loge 


(”est  ce  qu’on  aurait  d’ailleurs  trouvé  directement,  dans  ce  cas  simple. 

en  mettant  l’expression  pitoposée  sous  la  forme  ^ i et  en  re- 

• ' x’  — X — a 

marquant  que  ax  — i représente  la  dérivée  du  dénominateur  r'  t-  x ~ 2. 
a“  Soit  l’expression 

3 x’  — 7 .J-  -1-  6 a I 3 

1-  -M 

(.r  — II'  {X — 1)*  (.r  — k)’  X — I 

Ij  fonction  primitive”  sera  ( 1S9, 161  ) : 

^ " . ' , ’llosi-r  - i|  .. 

— a(x  — 1)’  — (r  — i)'  loge 

• 37. 
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' I . 3log(j  - I) 


(.r  — i)’  .r — i loge 

3°  Soit  enfin  l’exprossion  (226,  S") 

x'  — .r  + I 3 


+ C. 


■r  + l 


(.r-t- I)  “ '/(jr-l- i)  :»(x=  + i)  ■ ■ • 

On  peut  mettre  la  seconde  fraction  sons  la  forme  suivante,  en  laissant 
de  edté  le  facteur  ~ : 


t . ■ 2 X'  4- 1 X"-)-  I 

Il  fai^t  alors  chercher  la  fonction  primitive  de  l'expression 

3 I I 2 X 11 


2 X -P  I { ,f  + I 2 I 4-  x’ 

(In  trouve  facilement  (161  ) 

3log(x-|-i|  I log  ( .jr  4- 1 ) I . , ,, 

--  — i— -■| '--arcungx  + f.. 

2 loge  4 loge  2, 

' D'une  manière  générale,  pour  avoir  la  fonction  primitive  d'une  fraction 
simple  correspondant  à d«ux  racines  imaginaires  conjuguées,  c’est-à-dire. 
t r Mx  -p  N 

de  1 expression  -, on  1 écrit  comme  il  suit  : 


(x  — l‘‘ 


M 2 ( X — a)  Mo -P  N 


2 1 X — O )’  4-  A 


1 + 


et  l'on  a immédiatement  pour  fonction  primitive 
M . 


Aloge"-^ 


log  f ( X 4-  /<’ ] 4-  arc  tang  "t"  • 


>-  QUESTIONS  PROPOSÊiES. 

r Résoudre  l’équation  du  troisième  degré,  sachant  que  l'une  des  racines 
est  égale  à la  somme  des  deux  autres,  et  trouver  la  relation  qui  existe 
alors  entre  les  coefficients  do  l'équation. 

2"  Résoudre  l'équation  du  troisième  degré,  connaissant  la  somme  ou'Ie 
produit  de  deux  racines,  et  trouver  la  relation  qui  existe  alors  entre  les 
coefficients  de  l'équation.  , 

3°  Déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  coefficients  do  l’équation 
du  quatrième  degré,  lorsque  scs  racines  forment  une  projiorlion  dont  la 
raison  est  donnée,  et  trouver  les  pxpressions  des  racines. 

4"  Déterminer  la  relation  qui  existe  ei»re  les  coefficients  de  l'équation 
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du  troisième  degré,  lorsqu’une  des  raeiucs  est  moyenne, proportionnelle 
entre  les  deux  autres. 

5°  Résoudre  l’équation  du  quatrième  degré,  connaissant  le  produit  de 
deux  racines. 

6“  Cltercher  un  nombre  de  trois  cliiffres,  sachant  que  le  produit  des 
trois  chiffres  est  54,  que  le  chiffre  du  milieu  est  le  sixième  de  la  somme 
des  deux  autres,  et  qu'en  soustrayant  5g4  du  nombre  demandé,  on  ob- 
tient les  mêmes  chiffres  en  ordre  inverse.  — ( gaS.  ) 

7°  Quelle  est  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  le  nom- 
bre 538  est  exprimé  par  les  caractères  4ia3?  — (5.) 

— 5*’h-3x-i-3 

= I a5  { l’une  des  raci  nés 

est  égale  à a). 

9“  Résoudre  l'équation 

f ' 6x*  — igj;* -|-a8x’ — i8x-t- 4 = O- 

^Deux  des  racines  sont  ^ 

io*{  Partager  un  triangle  par  une  droite  parallèle  è sa  base,  de  manière 
que  le  triangle  tournant  autour  de  cette  base,  le  volume  engendré  par  le 
trapèze  ainsi  déterminé  soit  la  moitié  du  volume  total.— (La  distance  de 
Ta  parallèle  à la  base  est  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle.) 

* ti“  Montrer  qu’on  peut  trouver  les  racines  commensu râbles  d’une 

équation,  sans  les  ramener  à être  entières.  Si  ^ est  une  des  racines  réduite 

à ^ plus  simple  expression,  le  numérateur  a est  un  diviseur  du  dernier 
terme,  le  dénominateur  5 est  un  diviseur  du  coefficient  du  premier  terinq. 

prouver  qu’on  peut  vérifier  que  ? est  racine,  par  des  essais ’-ïffarogiiiô^ 


1 V 


ceux  qu'on  a appliqués  aux  racines  entières. 

la®  Trouver  les  valeurs  entières  de  -r  et  de  .>  qui  vérifen^  les  deu 
«mations  ‘ ' 


■•••  - 


468,  fà 


■ 3®  Appliquer  lu  théorie  des  racines  égales  aux  équalioiil  ^ivSntes? 

X' — i6x— i6=  O,  [(o--|-;i)  (.t  — a^J  ' 

* — lax'  + 53x*  — gao;*  — gx‘  -4-  aiaor'  — i53x’  — io8x-t-  io8  — o, 
, r'(x— i)(x  — a)’(x+ i)M-r  — 3)’J;  « 

— Gx’  4-^-l-î)x’-p  ia.x-(-  4 “ O,  [(x  — a)’  (x-K  t)*J. 


I i4®  Déterminer  les  dimensions  d'un  cylindre  ou  d’un  cône  circulaire 
droit  dont  on  donne  le  volQme  et  la  surface  totale. 

i5®  Déterminer  les  arêtes  d'un.parallélipipède  rectangle,  Counuissatil 
son  volume,  sa  surface  et  sa  diafimiale.'  • . ' 

i6®  Déterminer  les  côtés  d’un  triangle  rectangle,  connaissant  lasomiqe 
dos  côtés  de  l'angle  droit,  et  le  voldhie'.^eqgendré  par  le  triangle  en  tour- 
nant autour  de  son  hypoténuse.  ■ 
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17“  Résoudre  l'équation  r*  — ix  — ^ — <>. 

(x,  = ï,4go8üa,  X.—  — 1,834^45,  .«j  = — o,6566i(iC.) 

/ 

18°  Résoudre  l'équation  .r*  — 4,1- 4- 1 = o. 

(X|  c=  i,8(k>8o7,  .r,  = — a, 114907,  x,=  o,a54ioi  ). 

19°  Décomposer  en  fractions  simples  les  expressions  suivantes  : 


- . . (a=^,  B=— , c = 

ax'-(-x’— 8.r  — 4 \ 5 ao  4 / 

•r*  — 1 1 X*  — aox'  + 11  .H  — i3x-t-  4 

• (x>4-  i)*(x-a)’.x  ’ 

8.r^-4-  46-*’‘  4-  107 ■r’4-  i43x’+  ii4x  -4-Jo 
(x-4-i)‘(x  + 7) 

(A,  = 5,  A,rr  O,  A,--  3,  A,  O,  A.=^  1,  B=  7.) 
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LIVRE  QUATRIÈME. 

. KÉSÜLLITION  NUMÉRIQUE  DES  ÉQUATIONS,  f * * 


CHAPITRE  PRÈMIER. 

NOTIONS  SpR  LA  THÉORIE  DES  OIEFÉRENCES. 


Définitions. 


233.  Considérons  une  suite  de  nombres  ' 

('),  .T,,  r,, ...,  r„_,,  ^ 

si  l'on  retranche  chacun  d'eux  de  celui  qui  le  suit,  on  obtiendra  une  nou' 
velle  suite 

r.-jv.jj-.n.---. 

Les  termes  de  cette  nouvelle  suite  s’appellent  les  différences  des  termes 
de  la  première.  J,—. >',  est  la  différence  de  y^— y,  est  la  différence 

de  r, ; ..■\y„—y„- , est  la  différence  de  ^ 

Pour  désigner  les  différences,  nous  nous  serviront 'du  signe  .i; 
désignera  la  différence  > , ,.  Par  conséquent,  les  différences  des  termes 

de  la  suite  (i)  formeront  la  suite  (a)  : ' * 

(a)  A^ïï*'**  I*’ 

Lu  suite  (l)  a un  tenue  de  moins  r/ue  Ut  suite  (i).  ... 

On  |>eut  faire,  pour  les  termes  de  la  suite  (a),  ce  qu’on  vient  de  faire 
pour  les  termes  de  la  suite  (i),,9n,5orrnera  ainsi  les  différences  des  diffé- 
rences prrmiérçs  ou  les  différences  secondes  des  ternies  de  la  suite  (i). 
Los  différences  secondes  seront 

On  désigne  les  dîfférences  secondes  par  le  signe  A’;  ces  différences 
forment  donc  la  suite  ( 3]  ; 


(?) 


A’ T..  A’/,.  --. 


La  suite  contient  un  terme  tic  moins  tfue  la  s««/o(a). 

En  prenant  les  différences  premières  des  différences  secondes,  on  for- 
mera les  différences  troisièmes  des  termes  de  la  première  suite,  et  ces 
différences  auront  pour  symbole  A’. 

Oq  |j6ut  continuer  de  la  même  manière,  et  former  les  différences  i/im- 
trièmes,  cini/iiièmcs,. dont  les  svmbolcs  seront  A‘,  A',....  y/  eluniue 
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nouvelle  suite,  le  nombre  des  termes  diminue  tPiute  unité;  de  sorte  )jue, 
si  la  ffremiérc  suite  renferme-fii'-^l^uantités,  la  m''"'  renfermera  l seule 
ijuantité  et  ne  donnera  plus  ^é&  à aucune  différence. 

* 

234.  On  peut  écrire  les  formées  par  les  quantités  proposées  et 

leurs  différences  des  divers  ordres,  en  colonnes  vcrtic.ales,  comme  l’indi- 
que le  tableau  suivant  : ef 

» ’ 


4 

» A=.r. 

AV.  • 

A’r, 

A‘v, 

. ; 

.n. 

AV, 

.n 

^’.*3 

.»< 

.>4 

. 

Pour  le  former,  il  faut,  par  définition,  retrancher  ehmpte  nombre  de 
^ relui  qid  le  suit,  et  écrire  le  résultat  obtenu  à droite  du  nombre  soustrait. 
‘ 11  en  résulte  que,  réciproquement,  chaque  nombre  du  tabletm  est  égal  à 

t-elui  qui  le  précède  verticalement,  augmenté  du  nombre  placé  h la  droite 
de  ce  précédent. 

D'après  cela,  supposons  qu’on  veuille  former  le  tableau  des  différences 
des  sept  nombres 

lo,  i4,  ai,  33,  Ji,  5-,  C3; 


Si  l’on  donne,  au  contraire,  le  nombre  m et  ses  six  premières  différen- 
ces 4-  3,  a,  — 1 1 . 3a,  — 83 , on  opérera  par  voie  d’addition , en  disant  ; 
— 83-+-3a  — — 5i , 3a — ii=ai.  — ii-(-a  = — g.  a-f-3  = 5. 
3-f-4=7,  4-3- >0—  i4,  et  l’on  reformera  ainsi  la  seconde  ligne 

horizontale  du  tableau.  Pour  reformer  la  troisième  ligne  liorizontflle,  on 
opérera  de  la  même  manière  sur  la  seconde  ligne. 

On  aura  : — 5i-|- ai 3o,  al  — g r-  la,  — g -Jr  5 ^ - 4.  5-i-  7 la, 
7-fi4-  ai; etc.  , 
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Formules  B3rmbolique8. 

235.  Supposons (Pabordiiii’ondoiiiie les m 4- 1 nombres «,i  "i,  “j. •••>“„ 
(c’est-à-dire  la  première  colonne  verticale  du  tableau  indiqué  au  n“23l), 
et  qu’on  demande  de  trouver  Pexprrssion  algébrique  du  terme  généra! 
S" U,  (c’est-à-dire  un  terme  quelconque  de  la  première  colonne  horizontale 
du  même  tableau). 

On  a,  par  définition,  • ' 

A«,  = — iq,  A«-,  = /q  — /q 

A’/q  = Su,  -‘Su,^  U,  — tu,  4-  A’h,  = Aiq  — A(q  = /q  — aiq-f-^/ 

A’  u,  = S’il,  — A’ïq  = /q  — '3  <q  -i-  3 «,  — ii, 

Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  l'indice  de  « décroît 
d’une  unité  d’un  terme  au  suivant.  Ée  plus,  on  reconnaît  facilement  dans 
ces  seconds  membres  les  coeflicients  du  développement  de  la  puissance 
d’un  binôme  (x  — a).  Pour  A'/q,  on  a les  coeflicients  d’un  carré;  pour 
Abq,  les  coefficients  d’un  cube.  Il  faut  prouver  que  la  loi  est  générale. 

.Admettons  donc  qu’elle  soit  vraie  pour  Sfu,,  et  prouvons  qu’elle  l’est 
encore  pour  Ac+'/q. 

D’après  l’hypothèse,  on  a 


( ^ ",  - C'  4-  c;  /q_,  - . . . rp  c;;_,  u^, ± c; .. . . . ±«, . 

' "Cette  relation  étant  pour  les  p-\-i  nombres  quelconques 

/q,  f/|,(q,  ...,rq,  sera  également  vraie  pour  la  suite  u,,  u,,  (q,...,/q,,. 
On  aura  donc«  en  forint  tous  les  indices  d’une  unité  : 

(a)  A'«,  = /q^,  _Qrq4-C0q.,  - ...  ± Cjiq, ±«, . 

Mais,  par  définition, 

Sf^'u^-yii,  — S>’ii,. 

Kn  retranchant  membre  à membre  les  égalités  (i)  et  (a),  il  viendra  don( 


s*’*  ’ Il  — Il  — 

"a  — ",+-1  ^1 


+ C'' 


V,-...±c; 


Nous  savons  d’ailleurs  ( Cl  ) qu'on  a d'une  maniéré  générale 

c:=c:-'4-c::,'- 

On  i»eut  donc  écrire 

- cr  ' ", + p-r  'V,  - . . . ± cr  ‘ . . . 4^ 


Ainsi,  la  loi  existant  pour  S‘‘u,,  existe  encore  nécessairement  |K)ur 
Ar^'fq;  ayant  été  établie  directement  pour  A4q  et  A’«,,  elle  est  vraie 
j>our  A'(q,  S’il,,  etc. 

On  peut  écrire  la  formule  (pi’oir  vierU  de  démontrer,  savoir 


(H)  . 


A"(q 


u 

■ - u. 


, r/  { « — I l 

I-  -V:: — 


. . . 4r  fq , 
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sons  lï  forme  symbolique 


r«,  = («—  1 )'; 


ou  convenant  de  remplacer  dans  le  développement  les  exposants  de  u par 
les  indices  correspondants,  et  le  dernier  terme  i par 

Si  l’on  donne  comme  précédemment  ( 23i)  les  sept  nombres  lo,  i4,  ai  , 
33,  4 >7  57,  63,  on  aura  directement 

A‘.io=57  — 5.41  + 10.33  — 10.21 -i-5.  i4  — 10  =::  3a.  ‘ ' 

236.  Suppoxons,  au  contraire,  ipi'nii  donne  te  nombre  ainsi  r/ur  ses  m 
dijfémnres  siieeessices  A «, , A’  h,  , A’«,, ....  A"«,  ( c’est-à-dire  la  première 
ligne  horizontale  du  tableau  indiqué  au  n"23i),  et  qu'on  demande  de 
trouver  t expression  du  terme  général  //,  ^ c’est-à-dire  un  terme  quelcon- 
que de  la  première  ligne  verticale  du  mémo  tableau  ). 

On  a,  par  définition,  * 

«,=  «,  + A //, , A«,  = A«,-i-A'«,,  A’«,  = A^i/,-(-A^«, ,.  . ., 

//,=  «,  4- A»,  = U,  4-2A«,-f-A’n,,  Ah,  = Ah, -q- A’h,,  . . . , 

"4  = H,  A H,  = H,  -t-  3 A H,  -1-  3 A’  H,  .4-  A^/, , 

Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  l’indice  de  A croit 
d une  unité  d'un  terme  au  suivant.  De  plus,  on  reconnaît  facilement  dans 
ces  seconds  membres  les  coellicienls  du  développement  de  la  puissance 
d’un  binéme  (x-|-h).  Pour  h,,  on  a les  coeflicients  d'un  cavé;  pour  h,  ,■ 
les  coefTicienls  d’un  cube.  Il  faut  prouver  que  la  loi  est  générale. 

Admettons  qu’elle  soit  vraie  pour  u^,  et  prouvons  qu’elle  l’est  encore 
pour  H,,^,. 

D’après  l’hypothèse,  on  a 


(1) 


I u^  — U,  -f-  A H„  -4-  CÇ  A’  H,  4~  . . . 

+ Q:.  , •i"  ■'  «.  + C;  A-  H.  + . . . -t-  Ar  H. . 


Cotte  relation  étant  admise  pour  h,  et  les  p différences  successives 
Ah,,  A’h,,  A^h,,  . . .,  A^h,  , sera  également  vraie  pour  la  suite  Ah,,  A’h,, 

A’ H,,  A' H, Al"' H,.  On  aura  donc,  en  forçant  d’une  unité  tous  les 

indices  du  signe  A, 

{2)  Ah,=  Ah, 4-  C'A-»h.  + C' A'h,  4-  . . . 4-C;_,  A"h.  4-  • ■ ; + A'"' 
Mais,  par  délinilion. 

Vi="i.+  ^'V 

Kn  ajoutant  membre  à membre  les  égalités  (1)  et  (2),  il  viendra  donc 


'V, 

4 I 


Ah,4-C' 

+ r.f 


A’ H. 


.+c; 

4-C;. 


A"h  4-.  ..  A1”'h„. 


lin  remplaçant  alors,  d une  maniéré  générale  (61  ),  CJ  -4-Cj  , par  Cj*’‘> 
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V.  = cr  ' A «.  + cr ' A’  «.+ ...  + c;  • A”  A<-  . 


Ainsi,  la  loi  existant  pour  existe  encore  nécessairement  pour  «j.,,  ; 
ayant  été  établie  directement  pour  h,  et  «j,  elle  est  vraie  pour  /t, , ii^,  Ole. 
On  peut  écrire  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer,  «avplr- 


(N) 


« . «1/1  — 

",  = 

• I I .-J 


lA’«,-(-  ...4- A’h.V 


' J 


sous  la  forme  symbolique 

».r  ( ‘ 

en  convenant  d'effectuer  le  développement,  comme  si  le  sî^ne  A était  une 
quantité,  et  en  regardant  les  exposants  trouvés  comme  les  indices  de  A 
j«r  rapport  à II,. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  donne  (234)  le  nombre  lo  et  ses  six 
différences  successives  4.  3,  a,  — 3»,  —83;  on  aura  directement 


h‘  — 10  + 5.4+  10.3+  IO.Ï+  5.  {—  1 1)  + 3'x  =r  57. 


Différences  des  fonctions  entières. 

237.  Kliuit  tUmné  un  polynôme  de  degré  m,  entier  pur  rnpjmrt  it  .r,  si 
P on  > substitue  une  suite  de  nombres  en  progression  iirithméliipie,  !n  série 
des  différences  de  P ordre  m i/cv  résultnts  oittenns  sera  représentée  juir 
une  constante.  * 

Nous  désignerons  par  y,  pour  plus  de  simplicité,  le  polynéme  donné 
F (x),  et  nous  aurons 

— F(x^  = A,x”+  + . . .+  A„_,.r  + A„. 

Substituons  à la  place  de  x les  valeurs 

r •*'. -t-/'!  -r.  + ili, r.+  ii/i. 

JS' 

/i  est  une  constante,  raison  de  la  progression  dont  le  point  déjia/t  .c,  est 
complètement  arbitraire.  On  obtiendra  pour  v les  valeurs  correspondantes 


Ces  valeurs  sont  des  polynùmes  de  d^ré  m,  entiers  par  rapport  à .r, , et 
dont  les  coefficients  sont  fonction  de  h (sauf  pour 4,). 

On  aura  (H3) 

Kk  - r,  — y.  -=  F( .r,  + /i  ) — F ( J-.) 

= F'(,r.)  /,  + F”(X.)  +. . . + F-'q.r.)  . 

F'(.c,)  est  du  degré  (/«  — 1)  en  .r,,  F"(.r,)  du  degré  (i«  — 2),  etc.  l'etle 
relation  prouve  donc  que  A v,  est  du  degré  ( m — 1)  par  rapport  à .r,  , et 
que  ses  coefficients  dépendent  tous  de  b.  Il  en  sera  de  même  pour  A r, , 
■ 1 car  toutes  ses  différences  premières  se  déduisent  succes- 
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sivemenl  les  unes  des  autres  par  le  changement  de  j-,  en  a-,  + /<  (*),  de 
sorte  que  leur  degré  par  rapport  à x,  ne  change  pas.  Ainsi,  en  passant 
de  la  série  ( ■ ) à la  série  ( a ) , 


(■^) 


/<•  rlcgn-  s'abahse  d'une  unité.  . ^ ' 

Mais  la  loi  qui  régit  les  diiïérences  premières  par  rapport  aux  quantités 
qui  leur  ont  donné  naissance,  régit  nécessairement  les  différences  secondes 
par  rapport  aux  différences  premières.  La  suite 

(3)  A\r.,  Vj,,...,  iV,.,,' 


sera  donc  formée  de  polynômes  do  degré  (m  — a)  par  rapport  à i,,  et 
dont  tous  les  coefficients  dépendront  de  A,  et  môme  do  h'.  En  effet,  nous 
venons  de  voir  que,  dans  la  différence  première  , on  pouvait  mettre 
A en  facteur  commun.  Si  le  polynôme  r,  = F(x,)  avait  lui-méme  pré-, 
sente  cette  particularité,  A se  serait  encore  retrouvé  dans  les  dérivées 
successives  F'(xJ,  F"(x,), et  A v,  aurait  présenté  le  facteur  com- 

mun h'.  Or  la  condition  indiquée  étant  précisément  remplie  par  A_>,,  tous 
les  termes  de  AV,,  et  de  même  tous  ceux  de  A’i, , A’r,,  etc.,  contien- 
dront h'. 

En  continuant  le  môme  raisonnement,  ou  plutôt,  en  appliquant  la  loi  , 
trouvée  de  proche  en  proche,  on  voit  que,  lorsqu’on  sera  arrivé  aux  dif- 
férence# le  degré  par  rapport  à x,  se  sera  abaissé  de  m unités,  c’esl- 
a-dire  sera  de\enu  zéro.  Les  diUéi-ences  m"""',  ne  contenant  pas  x, , se 
réduisent  donc  à une  quantité  constante  qui,  d’après  ce  qui  précède,  ren,- 
ferme  nécessairement  le  facteur  A". 

Le  premier  terme  de  Ar,  est  le  premier  terme  de  F'(x,),  multiplié 

par  A,  ou  ' 

• ' 

Le  premier  ferme  de  A’ v,  s’obtiendra  donc  en  prenant  la  dérivée  du  pre- 
mier terme  de  A et  en  multipliant  le  résultat  obtenu  par  A,  ce-fipii 
donnera,; 

' ///(/«  — i|  A,. î"'’ A’. 


Ia:  piemicr  terme  de  A*_v,  sera  de  mènip 

/«  (m  — i)  (/«  — a)  A,xJ’‘-‘A’. 

Enlin,.  A’  premier  terme  de  A"*_v,  ou  rette  différener  rllc-mriitf. 


( • ) Oit  a,  d'iiiic  maliièro  côniTalc, 
v-i  = 

y P = 1. 

.V,.,  i)AJ, 

h' 

.ri  - i)A]A  -t-  K'I  — i)/ij  — — a . , 

A’ 

A.»,,  :=  F’t  t F"(  X,  •)  />A  ) ^ ^ . . . 
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(tiiisiiu’i-llr  >r  rriliiil  a n/ir  rntistanir,  mira  jmur  e.rprrs^mn 

A’\v,  - , - A”' V,  - . . . = w ( «J  — \ )[m  — .x.\  K Ji- 

<111 

Applications. 

238.  i"  Carrés  des  nomhivs  entiers.  — I.a  fonction  esl  ici  y — j’.  On 
doit  substituer  à la  place  de  x lès  valeurs  i,  a,  3,  4,  etc.;  la  raison  h esl 
donc  l’unité,  et  les  différences  secondes  qui  sont  constantes  sont  égales 
à a (237).  Il  suffit  donc  décrire  dans  une  première  ligne  verticale  les 
' <leux  premiers  carrés  i et  4i  dans  une  seconde  ligne  leur  différence  3,  et 
dans  une  troisième  la  différence  seconde  constante  a,  pour  prolonger  en- 
suite le  tableau  autant  qu’on  voudra  (234),  en  appliquant  les  formules 

-f-.n 


CARRÉS. 

A 

A' 

1 

3 

1 • 

. 7. 

■i 

1) 

5 

7 

7 

7 

If. 

9 

7 

1 1 

3f. 

\ 

• 

a”  Ctdies  des  nombres  entiers.  — La  fonction  étant  _r  = jr’.  ce  sont  les 
différences  /rrM.ot'/wcv  qui  .sont  constantes  et  égales  à 6 (237).  Il  suffit 
donc  d'écrire  dans  la  première  ligne  verticale  du  tableau  les  trois  pre- 
miers cubes  I*  8,  a7  ; dans  la  seconde  ligne,  leurs  deux  différences  7 et  iq; 
dans  la  troisième  ligne,  la  différence  seconde  correspondante  la  ; et  enfin, 
dans'  la  quatrième  ligne,  la  différence  troisième  consüinte  tl.  On  peut 
prolonger  ensuite  le  tableau  autant  qu'on  veut  (231). 


CIBES. 

A 

A’ 

‘ 1 

7 

17 

8 

'9 

18  . 

li 

77 

3- 

a 4 

f.  • 

r.4 

(il 

3o 

li 

175 

’(  f)i 

3f. 

.* 

ait) 

ia7 

1 

343 

f 

/ 

-, 
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3"  Siimmi:  tics  rtirrés  tics  m //rrmiers  nnmbn's.  — Prenons  la  suite 
v.=:o’,  V,  = oM-  l’-l- '-i’,  .r,=  o’4- l’-t- -i’+ 3’,.... 


Les  (lifforences  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  consécutifs 
i’,  2’,  3’,...,  il  résulte  do  ce  qui  précède  (i“)  que  les  différences  se- 
condes dw  dilTérences  premières  do  la  suite  considérée  nu  ses  tlijferenret 
troisièmes,  sont  constantes  et  éitales  à 2,  île  sorte  que  les  diffêrcnres 
d'ordre  supérieur  u'existent  pas. 

On  aura  donc 


v.=  o» 

A.)-,=  I 

i».y,  = 3 

■i’.r,  = 2 

J,  =r  0»-H» 

•»r 

11 

V = 0^  4-  1 ■ 4- 
* ’ 

• : 

• 

Pour  résoudre  la  question  proposée,  il  suffit  de  trouver  le  terme  gé- 
néral do  la  première  colonne  du  tableau,  lequel  terme  est  éfSil  à 

o’ -M '+2’ -1-3» -f-;nL 


Or,  étant  donnés  et  ses  m différences  successives  [qui  se  réduisent  ici 
aux  trois  premières  ),  on  peut  poser  ( 23fi  ) 


m m ( m - 

= .». -I- T r: 


ou 

3/n(/«  — i)  m(m  — i){/«^2)  -t- i)(  2 m 4- 1) 

y — III  H 1 — — 1 

• " 2 3 6 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  (63). 

4"  Somme  des  carrés  des  m premiers  nombres  im/mir.s,  — Un  nombre 
impair  quelconque  peut  être  représenté  par  2x-f- 1,  x recevant  succes- 
sivement les  valeurs  o,  1,  2.  3,  etc.  Si  l’on  considère  la  fonction 
v=  (2X-1-  ij»=  4-*’+  4-e-l-  I,  on  voit  que  les  différences  secondes  on 
sont  constantes  et  égales  à i .2.Â,  /r,  c’est-à-dire  à 8,  puisque  h est  t^le  ( 
à l’unité.  Ceci  posé,  prenons  la  suite  ^ 

r,=  o»,  _v,  = o»-4-i»,  v,=:  o’-l- i»-f- 3',  .),=  o»-l- -I- 3»-+- 5»,  . > . . 


I.es  différences  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  i»,  3’,  5», 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  différences  secondes  des  différences 
premières  ou  les  différences  troisièmes  de  la  suite  considérée  sont  con- 
stantes et  égales  à 8,  de  sorte  que  les  différences  d'ordre  supérieur 
n'existent  pas.  On  aura  donc 


% V 

r,=  0- 

A.>-,  = I 

yj,  =r  8 

A'.v,  = 8 

= 0»  -f-  1 ’ 

■^.^1  = 9 

.r,  = 0’  -1-  I » 4-  3» 

• 

Pour  réstiudre  la  question  proposée,  il  suffit  de  trouver  le  terme  géné- 
ral.>„  dé  la  première  colonne  du  tableau,  lequel  terme  est  égal  à 


O»  -1-  r-i-3’-f-5»4-...-4-(2w-i)». 
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Oi',  étant  donnés .i„  et  ses  m dift'érenees  successives  (i/ui  sr  rn/in\frit 
tri  aux  trois  prrmiàres),  on  peut  poser  (236) 

r„=  v,4r  — Ar,+  >'.  H ' '-^5 ' i’ V,, 

• ' I 1.2.  * I . a..  3.  ' • 


.»«=  m+  im(m-i) 


ini[in  — — i){2/j/  + i) 


Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité,  1111  — i = /,  on  obtient 
' *’ 

i\W«.  La  marche  indiquée  (3°,  4°)  permet  de  calculer  la  somme  des 
cubes,  des  quatrièmes  puissances,  etc.,  des  nombres  entiers  ou  des  nom- 
bres impairs  consécutifs.  ' • 

5°  Considérons  une  fonrtinn  du  tmisiémc  degré  telle  que 


r = Jr’-4-  5.r’—  2X-4-7. 

On  mit  calculer  les  l'nleurs  de  la  fnnctinn,  fmiir  des  valeurs  de  ta  va- 
riable en  progression  aritliinétiipie  de  raison  1 : 

. . . 3 , 2 , 1 , 0 , 1 , 2 ,,  3 , . . . . 

On  remarquera  que,  puisqu’il  s’agit  d’une  fonction  entière,  la  diflérence 
troisième  est  constante  et  égale  a 1 .2. 3 ou  6 4 puisque  l’on  a,  dans  l’exemple 
proposé.  A,  = A = i).  On  cherchera  directement  les  valeurs  do  la  fonction 
pour  les  valeurs  de  x égales  à — i,  o , 1 , et  l’on  formera  le  tableau  sui- 
vant qu’on  prolongera  facilement  dans  les  deux  sens,  en  se  rappelant  ce 
qui  a été  dit  au  n°  231. 


.r 

A 

A» 

A’ 

te 

— 3 

3i 

— 8 

'1 

6 

‘1 

23 

— 10 

4 

6 

— 1 

i3  _ 

— 6 

1t> 

i’r 

0 

7 

4 

6 

H-  1 

1 

10 

■X'I 

6 

-f-  2 

3.  • 

42 

28 

-1-  3 

73 

7« 

4 

1.43 

• 

# 



Ayant' pour 7 les  valeurs  1 3,  7,  n,  on  en  déduira  les  dilférences  pre- 
mières — *6et  4.  la  différence  seconde  lo.  On  sait  que  la  différence  troi- 


(*)  Les  dernières  formides  établies  (3’',  4°)  sont  utiles  dans  la  théorie  drs 
jtontt  suspendus  : elles  servent  à calculer  la  soniine  des  longueurs  de  tiges  qui 
relient  les  cbaincs  au  tablier. 
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isième  est  constante  et  égale  à 6.  Pour  avoir  le  résultat  de  la.  substitution 
de  + a , on  dira  donc  : 

Ü+10=lG,  1Ü  + 4=20,  aq-|-ii=r3i. 

Pour  avoir  celui  de  la  substitution  de  4-  3,  on  dira  de  même,  rn  //r„- 
i Mant  toujours  pur  ligne  oblique  : 

G4-i6,aa;  aa4-ao,4a;,  4'A+3i,73. 

Si  l'on  veut,  au  contraire,  le  résultat  de  la  substitution  de  — a , il  fau- 
dra dire  : 

lo  — G=4,  — G — 4 = — 'O,  i3  — { — io)^a3,etc. 

Cet  exemple  montre  que,  (Kjur  calculer  les  valeurs  d'une  fonction  en- 
tière du  troisième  degré,  pour  des  valeurs  entières  de  la  variable  on  pro- 
gression arithmétique  de  raison  égale  à l'unité,  il  suffit  de  chercher  direc- 
tement les  valeurs  de  la  fonction  qui  correspondent  aux  trois  nombres 
entiers  consécutifs— I,  o,  +i. 

S'il  s'agissait  d'une  fonction  entière  du  quatrième  degré,  c'est  la  diflé- 
rence  quatrième  qui  serait  constante,  et  il  faudrait  calculer  directement 
quatre  valeurs  consécutives  de  la  fonction.  , 

En  général , i>üur  une  fonction  entière  du  degré  m,  c'est  la  différence 
qui  sera  constante  (231  ),  et  il  faudra  calculer  directement  m valeurs 
consécutives  de  la  fonction,  pour  pouvoir  ensuite  calculer  très-rapidement 
toutes  les  autres. 

239.  Rrmnrqur.  — Il  arrive  le  plus  souvent,  lorsqu’on  considère  des 
nombres  dont  la  succession  est  assujettie  à une  loi  régulière,  et  qui  sont 
suffisamment  rapprochés,  que  les  différences  tendent  à devenir  constantes 
à mesure  que  leur  ordre  s'élève.  On  peut  alors , en  négligeant  les  quan- 
tités qui  n’influent  pas  sur  le  degré  d’approximation  imposé,  regarder  ces 
différences  comme  invariables,  à partir  d’un  certain  ordre  et  dans  un  cer- 
tain intervalle;  ce  qui  permet  de  calculer  les  valeurs  correspondantes  de 
la  fonction,  comme  si  elh?  émit  réductible  à un  polynômè  entier. 


CHAPITRE  II. 

DF  1.  INTERPOLATION. 


Définitions. 

V 

240.  D'une  manière  générale.  \' interpolation  consiste  à insérer  entre  les 
termes  d’une  suite  donnée,  de  nouveaux  termes  soumis  à la  même  loi. 

Quand  on  insère  entre  deux  termes  d’uno  progression  un  certain  nom- 
bre de  moyens,  on  résout  un  problème  d’interpolation. 

Dans  ce  cas,  la  loi  est  connue  et  très-faeile  à exprimer  pour  les  nombres 
intermédiaires  qu'un  cherche,  mais  ordinairement,  c’est  l’expérience  qui 
a fourni  des  nombres  dont  la  loi  de  succession  reste  inaperçue,  et  ce  n'<*st, 
qu’approximativement  qu'on  peut  calculer  les  termes  intermédiaires.  On 
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y arrive  en  s’imposant,  par  exemple,  la  condition  que  les  différences  d’un 
certain  ordre  seront  constantes,  pour  la  série  dérinitivement‘’bbtenue. 

C’est  ainsi  que,  pour  les  logarithmes,  oi»'  admet  que  des  accroissements 
égaux  des  nombres  produisent  des  accrois^ments  égaux  des  logarithmes. 
Cette  convention  revient  à supposer  cô^p^tés  les  différences  premières 
des  Iqgarithmes,  ou  nulles  leurs  différences  secondes.  L’examen  de  la 
partie  élevée  des  tables  justiFie  d’ailleurs  la  pl^portionnalité  adoptée  (eu 
égard  au  degré  d’approximation  voulu).  •*- 

Par  sa  nature  même,  le  problème  de  l’interpolation  est  indéterminé.  On 
conçoit,  en  effet,  que,  si  l’on  connaît  les  /n  i valeurs  de  la  fonction  qui 
correspondent  à ra  + 1 valeurs  données  de  la  variable,  il  y a une  infinité  de 
fonctions  qui  peuvent,  pour  les  mêmes  valeurs  do  la  variable,  se  confon- 
dre avec  la  fonction  inconnue,  en  s’en  écartant  plus  ou  moins  dans  l’inter- 
valle (*)  ‘Y 

Algébriquement,  on  cherche  une  fonction  du  degré  m,  qui  soit  satis- 
faite pour  les  771  -f- 1 valeurs  de  la  variable.  Cette  fonction  existe  toujours, 
et  il  n’en  existe  ^qu’ une  ; elle  fournit  le  moyen  de  calculer  les  valeurs  qife 
prend  la  fonction , lorsqu’on  fait  passer  la  variable  par  les  valeurs  inter- 
médiaires. Mais  res  valeurs  doivent  toujours  être  considérées  comme 
approximatives  ; car  rien  ne  dit  que  la  fonction  inconnue  soit  du  degré  m, 
et  l’on  ne  sait  rien  sur  la  forme  qu’elle  peut  affecter. 


Formule  d’interpolation  de  Lagrange.  * 

2H.  Posons  ‘ . .■ 

Cette  fonction  doit  être  satisfaite  par  les //iH- 1 valeurs.r,,  x^,x,,x„..,,x^, 
combinées  avec  les  valeurs  r„  f.xj,- 

On  devra  donc  avoir  ; 

j,  = A,j-,"-l- A,x,""'  -i-AjX,'"'’-!-  . . . -1- A„_,x,-4- A„, 
r,  = A.x,"  + k,x"-'  + A,.r,”-’  . -f-  A„_,  X,  -H  A„, 

.r«=  A,x„"-+-A,x„— ' -f-A,x,”-’-f-. . . •+A„.,x„-i-A„. 

Pour  déterminer  les  //i-t-i  coeSicienls  inconnus  A,,  A,,  A,,. . A„,  on  a 
donc  777-t-i  équations  du  premier  degré.  11  suffit  de  résoudre  ces  équa- 


(*)  C'est  ce  qu'un  tracé  graphique  met  complètement  en  évidence.  Si  l'on 
pbrte  en  abscisses  les  valeurs  de  la  variable  et  en  ordonnées  les  valeurs  corres* 
Fig.  7.  pondantes  de  la  fonction,  on*pctft  réunir 

les  différents  points  ainsi  construits  par 
une  inflnité  de  courbes  qui,  toute^  sMisfc- 
ront  aux  conditions  imposées,  c'esUà-dire 
qui,  toutes,  pourraient  représenter  aussi  ^ 
bien  la  fonction  cherchée,  si  l'on  s’en  ten.iit 
aux  seules  données  numériques  delà  ques* 
tion.  Mais  la  continuité  qu'on  observe  en 
général  dans  les  lois  naturelles,  porte  à 
choisir,  entre  ces  courbes,  celle  qui  présente  le  moins  de  sinuosités  ou  dont  la 
marche  intermédiaire  présente  le  plus  d'analogie  avec  la  niarrhe  générale  indi- 


quée  par  l'ensemble  points  eonsidérés,  «0 

!I. 
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lions  pour  obtenir  la  formule  demandée  ; mais  la  marche  suivante  est 
beaucoup  plus  rapide. 

Posons 

.>•  = P.  >'.  + f* , ^ V,  -t-  . . . , 

u„  (X|,  f*,, . . . , u^,  étant  des  fonctions  de  x qui  doivent,  d’après  le  problème 
posé,  satisfaire  aux  conditions  que  nous  allons  énoncer  : 

Pour  x = x^,  il  faut  qu’on  ait  c’est-à-dire  il  faut  que  u,  se  ré- 

duise à l’unité,  et  que  f», , F, „i  deviennent  nulles; 

Pour  = .r,,  il  faut  qu’on  ail/=j,,  c’est-à-dire  il  faut  que  p,  se  ré- 
duise à l’iinilé,  et  que  jx,,  u,. . . ,f„,  deviennent  nulles; 


Pour  x = x^,  il  faut  qu’on  ail  y~r„,  c’est-à-dire  il  faut  que  se 
réduise  à l’unité,  et  que  Fo>  ,“,i  ,“i.-  ■ -i  F«,-u  deviennent  nulles. 

On  voit  immédiatement  qu’on  peut,  d’après  cela,  écrire 

, F.  = K{-r-x,)  (ar-.r,)...  (x-x„); 

car  pour  toutes  les  valeurs  x r=  x,,  ,r  = .r„ . . .,  x =x^,  [t,  deviendra  bien 
nulle.  Maintenant,  pour  que  f,  soit  l’unité  pour  x =;  x„  il  suffit  qu’on  prenne 

^ 

(.r,-.r,)(x,~x,)...(x,-x„) 

"Donc 

On  trouvera  de  la  même  manière 

_ (x-x,)(x-.r,l...(x-x„) 

(•J?,--»’.H-r,-xJ...(x,-x„)’  ' ■ > 

< t • 

_ (x  — X.)  (x— X,  )■  ■ .(.r  — r^_,  ) 

~ (•*’„-x.)  (x„-x,). . .(.r.-x„_,  ) 

La  formule  cherchée  prendra  donc  la  Corme 


(x-x,)(x-x,)...(x-x„)- 

( x.-x,)(.r,-x,)...(x,-.r„)-  • ..  .• 

(x-.r,)(x  — x,)...(x-x„)  , 

--V.)  (x,— X,)*. . .<x,  -x^)-  ‘ ”” 

I (•^-■^)(-r-x,)...(x-.r^,) 

) • • • l *•«-,  )•  ”■ 

J-’équation  obtenue  est  du  degré  m,  et  elle  est  satisfaite  par  (w-f-i) 
couples  de  valeurs.  Toute  formule  trouvée  par  une  autre  méthode  ei  ^ 
Vsatisfaisant  aux  mêmes  conditions,  devra  donc  être  identique  à la  pré- 
cédente. En  elfel,  deux  polynômes  en  xdu  degré  /n  étant  égaux  pour  plus 
de  M valeurs  de  la  variable  (pour  m-t-  i dans  le  cas  actuel),  coïncident 
entièrement  (178). 

212.  Remarque,— \jü  démonstration  précédente  prouve d’elle-mème  que 
le  problème  de  l'interpolation  est  complètement  indéterminé.  Car,  si  ron_ 
n’exige  pas  que  la  fonction  intAnnue  soit  entière,  on  pourra  soumettre 
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lo8  différenceR  x — x,,  ^ — x, , x — x, , etc. , à tels  signes  mni’matilf. 
ment  choisis  qu'un  voudra.  Par  exemple,  on  peut  prendre 

_ sin  (x  — X, ) sin  (x  — xJ. . . sin  (x  — x„) 
3in(x,-x,jsin(x,-x,)...sm(x,-x„)  ’ 

..  OU  bien 

^ ■ f/. 

»/x,  — X, . v^x,-  X, . . . 

Formule  d'mterpolation  de  Newton. 


243.  La  formule  de  Lagrange,  très- générale,  est  nmins  propre  aux  cal- 
culs que  la  formule  de  Newton;  mais  cette  dernière  exige  que  les  m-i-i 
vàleurs  données  de  la  variable  soient  en  progression  par  différence. 

Soit  X la  fonction  cherchée.  Soient  ^ 

-r.-t-/'.  x-.  + aé,...,  X.  + //;/), 

les  m -I-  1 valeurs  de  la  variable  en  progression  par  différence  rie  raison  h, 
et  , . 

r„  ,r„  


les  /n  -I-  I valeurs  correspondantes  de  la  fonction. 
Nous  aurons  dans  tous  les  cas  (23(i) 

m [ni  — 


m m{in  — \]  /»  »/— (rtj— i)l 

r„=  iv.-H ! ! A’r, -(-... H ! i - J . 

> I .A  I .a. . ./»  ■ • 


Remplaçons  r„  par  >-  et  posons 

.r  = X,  -f-  mh. 

Nous  en  déduirons 


Il  viendra,  par  suite, 

S 

Je  dis  que  cette  fonction,  si  l’on  y considère  x comme  variable,  répond 
aux  conditions  imposées  (210).  Elle  est  évidemment  du  degré  m,  le  der- 
nier terme  renfermant  le  produit  do  m facteurs  du  premier  degré  en  x. 
De  plus,  si  l’on  fait  x = x,  + nh,  c’est-à-dire  si  l’on  remplace  x par  un 
terme  quelconque  do  la  progression  arithmétique  formée  par  les  vateurs 

X X 

de  la  variable,  on  doit  remplacer  par  n le  facteur  — ^ i et  l'on  obtient 

ainsi  dans  le  second  membre  la  valeur  dej„;  de  sorte  que  la  fonction  r 
prend  bien  alors  la  valeur  correspondante  à x,  + nh.  Il  faut  remarquer 
que,  dans  ce  cas,  les  termes  du  second  membre  qui  suivent  le  tqnne 


n [n- 


A’.r. 


A -1 


disparaissent  comme  renfermant  le  facteur  n — n en  numérateur.  ^ 

38. 
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L’avantage  de  la  formule  de  Nevvlon  est  de  renfermer  les  différences 
successives  qu’on  déduit  dos  valeurs  données  de  la  fonction.  Ces  diffé- 
rences diminuant,  en  général,  très-rapidement,  on  pourra,  dans  la  pra- 
tique, conserver  seulement  les  premiers  termes  du  second  membre,  et 
n^ligcr  tous  les  autres. 

244.  Pour  simplifier  l’écriture,  on  pose  souvent  > 


_ 


Il  vient  alors 

r = r.  + ^ Ar.  + a* j.  + . . . + O •••  (»->"+■) . 

' • R 1.1.  ,.m 

Lorsqu’on  ne  lient  compte  que  de  la  différence  première,  on  a la  for- 
mule très-simple 

d ou 

V — .r,  X — X, 

Ajr.  - “ ~ ~7T~  ' 

* 

c’est-à-dire  que  t accroissement  de  la  fonction  est  dans  ce  cas  propor- 
tionnel h F accroissement  (le  la  variable.  C’est  ainsi  qu’on  opère,  quand 
on  cherche  les  logarithmes  des  nombres  ou  des  rapports  trigonomélriques, 
qui  ne  sont  pas  directement  inscrits  dans  les  tables. 

La  formule  d’interpolation,  lorsqu'on  conserve  les  deux  premières  diffé- 
rences, devient 


7 =.»,+  * -A/. -4-  : 


i.a 


Quand  h — i,z=  — représente  directement  l’accroissement  de  x. 

Applications. 

2iî4.  1°  Proposons-nous  (Fesbord  de  calctder  avec  sept  décimales  le  loga- 
rithme rfesin  1°  17' 35', 7. 

On  regardera  les  logarithmes  contenus  dans  la  table  comme  les  valeurs 
de  la  fonction  y,  les  valeurs  de  x correspondront  aux  arcs.  Les  tables 
donnent 

7,  = logsin  i”i7'3o'=:â,35a99io 

et,  en  même  temps, 

A.X«  ~ A’7,  = — 0,0000020,  0,0000001 . 

On  a 


X — X, 


.5’, 7 


Par  suite, 
rziz—  I 


0,57. 
10  ' ' 


= — O, 12255, 


2.  Ay,  = 0,0005317. 
— A’  y^  = O,  ooooooS , 


z{z — i)(z ï)  Z (z iW* 

- J 3 ' = o,o584i55,  — — ••  A’^-,  = 0,00000000584 1 55. 
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On  voil  que,  31  l'on  veut  seulement  sept  décimales  exactes,  on  peut  né- 
gliger le  terme 


A’r. 


' -1».  a . 3 

qui  ne  s’élève  pas  à G unités  du  neuvième  ordre  décimal.  On  aura  alors 


c’est-à-dire 


y = y.  + ^-\r,  + — rT— 


/=  log  sin  1°  17'  35' ,7  = a,3535a3o  : 


résultat  qui  concorde  parfaitement  avec  celui  donné  par  les  tables  do 
logarithmes  sinus,  où  les  arcs  varient  de  seconde  en  seconde,  placées  au 
commencement  des  Tables  trigonométriques  de  Gallet. 

246.  a®  Proposons-nous  de  trouver  la  fonction  entière  du  quatrième 
degré  qui,  pour  les  cinq  videurs  — a,  — 1,0,  1,1,  de  la  variable,  prend 
les  valeurs  67,  i4,  3,  4, 

On  aura 

r,=  67,  A/,  = —53,  A’/,  = 4a,  — 3o,  A*  r,  ^ a4. 

Il  suffira  de  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 

X — X. 


y=y. 


r.  ^ / X — x\  ( X — X,  \ A’  >■ 

- + (-ns-)  (-T-' - ' ) ' 


En  remplaçant  x,  par  — a et  A par  i , il  viendra 

r=<>7  — 53(x-|-a)  -t-ai  (x-(-a)  ^(x-t-a)(x+j)^ 

-t-(x-(-a)(x-t-i)x(x— i).  • -rfT'fc 

En  effectuant  et  en  ordonnant,  on  trouve/  - ' 

J = x‘  — 3x*  -t-5^-;“,ax+  3. 

247.  3®  Reprenons  la  formule  générdi^ w '' 

* « % 

Supposons  que  les  quantités/,.  A/,,  A’/,,. . .,  soient  toutes  positives. 

JC  — JC  ^ 

Le  facteur  — — s — (»i  — 1)  est  le  plus  petit  facteur  de  son  espèce  dans 

le  second  membre.  S’il  est  positif,  tous  les  autres  le  seront.  La  fonction  / 
sera  alors  positive,  comme  somme  de  termes  tous  positifs.  Si  le  facteur 
considéré  devient  égal  à zéro,  la  même  conclusion  subsistera  ; le  dernier 
terme  du  second  membre  disparaîtra , mais  tous  les  autres  resteront  positifs. 


T' [m  — I ) =0 


donne 


^ ■ * X = x,»i-  — I ) A. 

Pa/’consequent,  x croissant  indéfiniment  à partir  do  cette  valeur,  cl 
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les  hypothèses  indiquées  étant  réalisées,  la  fonôlion  restera  constamroent 
positive  sans  jamais  passer  par  zéro.  Dès  lors  (194),  r,+  (//i—  i)/i  re- 
présente une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  obtenue 
en  égalant  la  fonction  à zéro.  a 

Si  l’on  reprend  l’exemple  du  n°  238  (:>"),  on  voit  que  la  fonction 

y = jr“  4-  â.r’  — i j-  -1-  7 

prend  la  valeur  positive  7 pour  .r=  o et  que  toutes  les  différences  cor- 
respondantes 4i  6,  sont  positives.  Dès  lors,  nous  ferons  x;=:o,  A=i, 
m = 3,  dans  la  relation  j-  = j-,  -+-  (z«  — 1)  A,'  et  nous  trouverons  1 pour 
limite  supérieure  des  racinéè  positives  de  l’équation 

, j’4-  5.r’  — r -I-  7 = O. 


CHAPITRE  III. 

RKSOU'TIOPt  DES  ÉQUATIONS  NUMÉKIQUKS. 


248.  En  général,  on  commence  par  chercher  les  racines  commensura- 
bles  de  l’équation  proposée,  et  l'on  supprime  les  facteurs  correspondants. 

Ensuite,  s’il  y a lieu,  on  appli(|ue  à l’équation  simplifiée  la  méthode 
des  racines  égales,  de  manière  à pouvoir  opérer  sur  de  nouvelles  équa- 
tions n’ayant  que  deé  racines  inégales.  Cette  précaution  est  indispensable 
«i  l’on  veut  pouvoir  affirmer  qu’entre  deux  nombres  qui,  substitués  dans 
l’équation,  donnent  desvrésultats  de  signes  contraires,  il  n'existe  qu’une 
seule  raici^.(èes  deux  nombres  étant  suffisamment  rapprochés). 

Le  théoÈàine  de  Descartes  fora  d'ailleurs  préalablement  connaître  des 
limites  sûpérieiires  des  nombres  de  racines  positives  et  négatives  que 
l’équàtion  cUTâldérée  peut  admettre. 

Il  sera  encore  c<Aïon^o  de  déterminer,  comme  nous  l’avons  indiqué 
I Livre  III,  Cbap.  ij  aussi  resserrées  que  possible,  compre- 

nant les  racines  iwàîtives'oiHi©  part,  les  racines  négatives  de  l'autre.  Dans 
tous  les  c;ia,  si  l’on'tmploie  la  méthode  des  différences,  la  valeur  de  j- 
pour  laquelle  y. et  toutes  les  différences  correspondantes  seront  positives, 
conduira  à une  lipiite  supérieure  des  racines  positives  facile  à former  (247). 

.Méthode  des  différences,  séparation  des  racines. 

#■ 

249.  L'équation  proposée  étant  du  degré  w,  la  différence  /»“*“  de  son 
premier  membre  sera  constante  et  égale  é i.a.3...;nA,  (.\.  étant  le 
coefficient  dc.x",  et  A étant  égale  à Tunité).  Il  suffira  donc  de  calculer 
directement  les  m Valeurs  de  ce  premier  membre  pour  les  m substitutions 

— 3 , — 'A , — I , O , 1 , a , 3 , . . . . 

On  pourra  alors  former  facilement  un  Dbfcau  semblable  à celui  établi  au 
II"  (.5°).  On  aura  soin  de  tenir  compte  des  indical)mns  fournies  par 
les  limites  (248),  de  manière  à ne  qiasiqvrolonger  le  tableau  inutilement 
flans  un  sens  ou  dans  l'autre.  « 

- Si  les  résultals  fnuruis  par  1rs  siirisliliilien.s  entières  ne  sont  paif.  tous 
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de  mÉnio  signe,  deux  résultats  consécutifs  seront,  une  ou  plusieurs  fois,  de 
signes  contraires;  entre  les  nombres  entiers  oorres|)ondauts,  il  tombera 
nécessairement  un  nombre  impair  de  racines  (180). 

Si  les  intervalles  ainsi  marqués  répondent  au  nombre  des  racines  réelles 
possibles  d’après  le  théorème  de  Descartes,  les  racines  seront  séparées, 
c’est-à-dire  qu’il  existera  une  racine,  et  une  seule,  entre  deux  substitutions 
entières  ayant  donné  lieq  à un  changement  do  signe  de  la  fonction. 

Il  n’en  sera  pas  ainsi  en  général  : ou  le  nombre  des  intervalles  obtenus  , 
sera  inférieur  au  nombre  des  racines  réelle^^ibles,  ou  il  n’y  aura  pas 
de  changement  de  signe.  Il  faudra  alors  recourir  à d’autres  substitutions 
plus  resserrées;. et  pour  n'en  |)as  faire  de  tout  à fait  inutiles,  on  s'aidera 
d’un  tracé  graphique. 

On  portera  les  valeurs  é<]uidislantes  (—  a , — i , o , i , a , ^ .)  de  la  va- 
riable en  abscisses,  et  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  (inscrites 
an  tableau  déjà  formé)  en  ordonnées.  En  joignant  par  un  trait  continu  les 
points  ainsi  déterminés,  on  aura  une  courbe  qui  représentera  appro.\ima- 
tivement  la  marche  de  la  fonction,  et  les  points  où  cette  courbe  rencon- 
trera l’axe  des  abscisses  ayant  das  ordonnées  égales  à zéro  feront  approxi- 
mativement connaître  les  valeurs  do  la  variable,  qui  annulent  le  premier 
membre  de  l’équation  et  sont  les  racines  demandées.  Ce  n’est  donc  que 
dans  les  intervalles  qui  sembleront  comprendre  les  valeurs  correspon- 
dantes à ces  points  d’intersection,  qu’on  devra  essayer  de  nouvelles  sub- 
stitutions. 

Ces  substitutions  se  feront  en  prenant  /;  = o,i  pour  raison  de  la  nou- 
velle progression  arithmétique  formée  par  les  valeurs  do  j:  ; et  en  général , 
elles  Bulhront  pour  décider  (en  rejirenanl  le  tracé  de  la  courbe  s’il  est 
nécessaire  dans  les  intervalles  considérés)  s’il  existe  ou  non  des  racines 
dans  ces  intervalles.  , 

Pour  opérer  ces  nouvelles  substitutions,  on.^urra^üivre.  une  marche 
identique  à celle  qu’on  vient  d’indiquer  pour  les  sul>stitut{ons  entières. 

En  continuant  ainsi,  on  pourra,  non-seuftmenjt.fé/.)/7»*r  les  racines,  mais 

en  approcher  à moins  d’un  dixième,  d’un  centième,'  d’un  millième,  eic. 

» ■ 

Application  aux  équations  dn  troisième  de^é.'  * 

230.  Au  lieu  de  chercher  directement  les  nouvelles  différences  qui  dé- 
{tendent  de  la  rtdsnn  o , i , il  est  préférable  de  déduire  ces  différences  des 
{tremières  calculées.  C’est  co-lpi’il  est  facile  de  faire  à l'aide  de  formules 
générales  qui  sont  d’un  usage  commode  dans  le  cas  du  troisième  degré,  mais 
qui  deviennent  de  plus  en  plus  compliquées  à mesure  que  le  degré  s’élève. 

Dans  le  cas  où  1a  fonction/ = F ( x ) est  du  troisième  degré,  on  a (237) 

AF(x)  = F'(-r)A-f  F'(.*)'^  + F”’(x)^. 

Le  second  membre  est  un  polynémo  dn  second  degré  que  nous  pourrons 
désigner  par  /(x).  On  aura  alors 

' A>F(.r)  ^ A/(x)  ^/'(.r)  A +/'(•’•)  7^- 
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/(x)  = F'(^)A  + F"(x)^4-F-(x)^ 
uD  déduit,  en  remarquant  que  F”  (x  ) est  une  constante, 

/'(x)  = F'(x)A  + F"(x)^, 

/•(x|=F"{x)/,.  . . • 

La  valeur  de  A’  F ( x ) dépendra  donc 

. A>'F(x)  = F'(x)A'+F”(x)/i*. 

Le  second  Membre  do  cette  relation  est  une  fonction-  du  premier  degré 
qu’on  peut  désigner  par  if  (x).  On  a alors 

• A*F(x)  = AŸ(x)  = y'(x)A  = F'"(x)/i*. 

On  a ainsi  les  relations  suivantes  ; 

AF (X)  F'(x) h + F' (x)  A’  + F"(x)  , 

A’F(x)=c  F*{x)A’-|-F"(x)/)*, 

A=F(x)  = F”(x)/)V  . 


Ces  formules  étant  complètement  générales,  supposons  que  la  raison  h 
devienne  lo  fois  plus  petite  ou  égale  à -^7  et  désignons  les  nouvelles  dif- 
férences par  S.  Nous  aurons 

r • 

5F(x)=F'(x)A  + f*(x)-^-I-F-(x)^, 

' J ip  aoo  ' ' 6000 

■ ,''F(x)‘=F"(x)-^-|-F"(x)— , 

, , ' » 100  ' ' lOOU 

Vp  o'>F{x)=  F"(x) — 

On  voit  que  : • '■ 

1°  5’  F(x)  c.t/  la  millième  partie  ffc  A’F  (x)  ; 

i“  J’F(x)  .ce  compose  de  5’F  (x),  plus,fm  terme  <pii  est  lu  centième 
partie  de  F"(x)A’  ou  de  A’ F(x)  — A’F  (x),  c'est-à-dire  la  centième 
partie  de  la  ditTèrence  qui  précède  verticakmcnl  A’F(x)  dans  la  série 
des  H’  (234,  5“); 

3°  lîF(x)  se' compose  de  trois  termes  dont  les  deux  derniers  seront 
immédiatement  connus  d'après  lêfcalcids  précédents  j^le  dernier  est  le 

* li‘  T 

sixième  de  F ( x),  et  l’avant-dernier  la  moitié  de  F' ( x)  1 1 et  dont  le 

premier  est  égal  au  dixième  de  F'(x)A,  c’est-à-dire  au  dixième  île  la 
^somme  des  trois  quantités  conniws 


AF(x) 


A’Fi(x)  — A’F(X)  A?F(.r'j 

a * 6 ■ 
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fn  vertu  de  Ut  relation 


• . AF(x)=F'(x)A  + F"(x)AVf'”(x)|. 

En  résumé,  on  peut  écrire,  en  désignant  par/,  la  valeur  de  la  fonrlion 
qui  sert  de  point  de  départ,  et  par/_,  la  valeur  précédente  dans  le  tableau 
déjà  formé  qui  correspond  aux  symboles  A ; 

<ÏV.  = ^. 

lOOO 


A’/.  ^ A’.n 


1 / A>/_,  AV,\ 


6000 


251.  Soit  l’équation  X*  — 4 •T+ «=  O.  , 

Cette  équation  peut  avoir,  d’après  1e  théorème  de  Descartes , deux  ra- 
cines positives  et  une  négative.  On  voit  facilement  que  a ést  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  et  — 3 une  limite  inférieure  des  racines 
négatives.  Ceci  posé , substituons  à x les  valeurs  — i , o , + 1 . Le  premier 
membre  de  l’équation  prendra  les  valeurs  4 . i , — a.  Les  deux  différences 
premières  correspondantes  seront  — 3 et  — 3,  la  différence  seconde  sera 
zéro.  Quant  à la  différence  nous  savons  qu’elle  est  constante 

et  égale  à 6 (237).  Nous  former  le  tableau  suivant  : 


.r 

A 

A' 

A’ 

- 3 

— *4 

i5 

— la 

6 

— a 

1 

3 

- 6 

6 f 

— I 

4 

- 3 

0 

6 

‘ 0 

1 

- 3 

6 

t 

a 

— a 
1 

3 

En  examinant  la  colonne  des/,  on  voit  qu’il  existe  une  racine  néga- 
tive entre  — a et  — 3 et,  une  seule , d’après  le  théorème  de  Descartes. 
De  même,  il  existe  une  seule  racine  positive  entre  o et  1,  et  une  seule 
entre  1 et  a. 

Si  l’on  veut  calculer  la  plus  petite  racine  positive  à 0,1  près,  il  faudra, 
entre  o et  i,  insérer  des  valeurs  distantes  de  0,1. 

Pour  X = o,  on  a , 

/=!,  A/=  — 3,  A’/=6,  AV=6. 

Par  suitj,,  h devenant  0,1,  on  aura  (leA’_>  qui  corresjwnd  àx=r  — i 
étant  o)  : 


lî’r  — o , 006  ; ~ o , 006  j — o , 001  4 o,  1 ( — 3 — 1)  = — o,  399. 
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Ces  résultats  permettront  de  former  le. tableau  suivant  : 


X 

y 

A 

A» 

A* 

(> 

% 

1 

— ",399 

0,006 

0,006 

0,1 

0,601 

— 0,393 

0,012 

0,006 

0,2 

0,208 

— o,38i 

0,018 

0,006 

0,3 

# 

— 0,173 

— 0,363 

0,024 

On  voit  que  la  racine  cherchée  est  comprise  entre  o,  a eto,3. 

Si  on  veut  l'obtenir  à o,  oi  prés,  il  faut  partager  l’intervalle  qui  sépare 
0,2  et  et  O,  3 en  dix  parties  égales.  La  raison  de  la  progression  arithmé- 
tique formée  par  les  valeurs  attribuées  à la  variable,  devient  o,’oi  do  o,  i 
qu’elle  était , c’est-A-dire  lo  fois  plus  petite  que  la  précédente.  On  peut 
donc  déduire  les  nouvelles  différences  des  précédentes,  au  moyen  des 
mêmes  formules  (2o0). 

Pour  o,  a,ou  a 


_)'=o,2o8;  A/=— o,38i;  à’j=o,oi8;  A’j'=:o,oo6. 

Par  suite,  on  aura  (le  A’/  qui  correspond^ =■  o,i  étant  0,012)  ; 

3^^=0,000006',  0,000 126 oj!'=  — 0,038739. 

Ces  valeurs  nous  permettront  d’établir  lo  tableau  suivant.  Pour  plus  de 
"rapidité  dans  l'écriture , nous  écrirons  tes  ilij[fcrcricr.<!  trouvées  en  négli- 
geant la  virgule.  Nous  la  conserverons  seulement  dans  les  valeurs  des  r. 


w 


T 

T 

A 

A* 

a; 

o.a 

o,2o8ih>o 

- 38739 

126 

6 

o.ai 

. o,i6(j26i 

— 386 I 3 

i32 

6 

0 , 22 

0,  i3r>648 

— 38481 

i38 

6 

0.23 

0,092167 

— 38343 

*44  • 

6 

0,24 

0,053824 

- 38199 

, 1 5o 

6 

0 . 25 

0 , 0 1 51)25 

— 38o49 

1 56 

6 

0,26 

1 

0,0224^14 

- 37893 

162 

■ 

On  voit  que  la  racine  chereWo  est  comprise  entre  o,  25  et  0,26. 

On  iwurra  continuer  de  la  même  manière  pour  on  approcher  davan-  ' 
tage. 

Pour  trouver  la  seconde  racine  positive  ou  la  racine  négative,  on  sui- 
vra une  marche  identique.  * 

Dans  lo  cas  qui  nous  occu[)C,  la  résolution  directe  (Livre  lll,,chap.  vi) 
est  d'ailleurs  bien  préférable. 

2S2.  Soit  l’équation  .H  — 7.r-t-7-  o,  déjà  résolue  (â20).Cs3tte  équation 
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a deux  racines  positives  et  une  racine  négative.  2 est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives,  — 4 une  limite  inférieure  de  la  racine  négative.  La 
fonction  prend  les  valeurs  i3,7,  i.pour  les  substitutions  —1,0,1.  On 
aura  donc  — 6,  — 6,  pour  les  doux  différences  premières  correspondantes, 
O pour  la  différence  seconde , 6 pour  la  différence  troisième  constante. 
On  établira,  par  conséquent,  le  tableau  suivant  pour  les  substitutions 
entières  : ■ . 


On  voit  qu’il  y a une  racine  négative  entre  3 et  — 4-  Quniu  uttx 
rucines  /jositives , elles  ne  sont  pas  encore  séparées,  de  sorte  qu’elles 
\ ‘ Fig,  8.  . . - -.1  tombent  toutes  les  deux  entre  deux 

nombres  entiers  consécutifs. 

Pour  déterminer  l’intenalle  cor- 
respondant, on  a deux  moyens  à sa 
disposition. 

A l'aide  du  tableau  formé,  traçons 
la  courbe  qui  représente  la  marche 
do  la  fonction  entre  x = — 4 et 
X = 2 , en  prenant  pour  échelle  des 
longueurs  le  demi-centimètre. 

La  forme  de  la  courbe  obtenue 
indique  immédiatement  que  les  deux 
racines  positives sontcomprisesentre 
1 et  2.  Si  l’on  ne  savait  pas  d’avance 
que  ces  racines  existent , la  conclu- 
sion serait  la  même  ; car  une  droite 
parallèle  à l’axe  des  abscisses  ne  pou- 
vant pas  couper  la  courbe  en  plus 
(le  trois  points  ( * ),  la  forme  générale 
- indiquée  est  bien  approximativement 
celle  de  la  courbe  représentative  de 
la  fonction.  Et  dès  lors,  si  la  courbe 
rencontre  l’axe  des  abscisses  à droite 
1 du  point  O,  ce  no  peut  être  qu'entre 
lee  points  1 et  2. 

(’)  En  cITct,  soit  d la  distance  de  la  droite  parallèle  à l'axp  des  ahscisses;  si 
cpllo  droite  coupait  la  courbe  <*n  plus  de  trois  points,  l’cquationx' — ~x  = 

aurait  plus  de  trois  racines. 
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On  peut  encore  consulter  la  déricée  de  F équation  proposée.  Cette 
dérivée  est  3x’  — 7 = 0.  Si  l'équation  donnée  a,  en  effet,  deux  racines 
positives,  l'équation  dérivée  en  aura  une  comprise  entre  elles  (215).  La  ra- 
cine positive  de  l’équation  dérivée  est  ; cette  racine  tombe  entre 
I et  2.  Donc,  si  les  racines  positives  de  la  proposée  existent,  comme  elles 
doivent  comprendre  et  tomber  entre  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs, il  faut  qu’elles  soient  elles-mêmes  comprises  entre  i et  2. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  partager  l'intervalle  de  t'à  2 en  dix  parties  égales, 
pour  avoir  les  deux  racines  à o,  i prés. 

Pour  X = I , on  a ' . 

jr  — i,  = O,  . A’/  =12,  ùk'jr  = 6.  - • ' 


Le  A’/  qui  correspond  à x = o étant  6,  on  aura  ; 

J’/=ô,oo6;  0,066;  Sy=z — o,  36g. 

Nous  formerons  donc  le  tableau  suivant,  en  négligeant  la  virgule  des 
différences  pour  simplifier  l’écriture  : 


X 

y 

A 

A’ 

A> 

I 

1 ,000 

— 36g 

GG 

6 

G» 

o,G3i 

- 3o3 

7^ 

6 

i.a 

0,328 

— 23| 

78 

6 

1,3 

0,097 

- i53 

84 

G 

G4 

— o,o56 

- 69 

90 

G 

1 ,5 

0 

21 

98 

6 

1,6 

— 0,104 

«•7 

102 

6 

+ o,oi3 

219 

108 

On  voit  que  l’une  des  racines  cherchées  est  comprise  entre  i,3  et  1,4 
et  que  l’autre  tombe  entre  1 ,6  et  i ,7.  ' - 

On  pourra  approcher  davantage  des  deux  racines,  en  suivant  le  même 
procédé. 


Équations  de  degré  supérienr. 


253.  Pour  montrer  comment  la  méthode  dos  différences  peut  s’appli- 
quer aux  équations  de  degré  supérieur,  nous  choisirons  l'équation  du 
quatrième  degré. 

Nous  indiquerons  d’abord  une  manière  expéditive  de  déduire  alors 
dans  chaque  ras  particulier,  tics  premières  différences  obtenues,  celles 
qui  rorrrsjxmdent  h une  raison  dix  fois  plus  petite. 

Nous  savons  (237)  que 

- F’  (.r.)  h + F'(x.)  ^ • 


G 


' complémeut  d’\lgèbbe.  - 6o5 

Dans  le  cas  du  quatrième  degré,  A/,  est  une  fonction  du  quatrième 
degré  en  h,  sans  terme  constant.  On  peut  donc  poser 

r,  = -t-  A A 4-  B A’  + CA’  + D A‘. 

D est  connu*,  ce  n’est  autre  chose (113)  que  le  coefficient  de  x'  dans 
l'équation  proposée. 

Pour  passer  de  _r,  à jr,  ou  (c’est-à-dire  du  résultat  qui  correspond 
à .r,-t-  A à celui  qui  correspond  à j-,  -t-  a A ou  à x,  -t-  3A) , il  suffit  do 
remplacer  A par  a A ou  par  3 A.  Il  viendra  donc  : 

. /j  =_7',  4- aAA-l- 4BA’ -H  8CA*4-i6DA‘, 

= J,  4-  3 A A-4-  gBA’  -f-  27CA’4-8i  D A‘. 

On  en  déduit  ( 335  ) ; 

A J,  = A A 4-  B A>  4-  CA’  4-  D A' , 

—'J‘X\+Xt  =aBA’4-6CA’4-i4DA‘, 

= Ji  — —x,~  6CA’4-  36üA‘. 

On  a d’ailleii’rs  (337) 

A'/,  = i.a.3.4.  DA‘ = a4DA*. 

Connaissant  àj, , A’j, , A’j, , on  aura  do’nc  trois  équations  du  premier 
degré  pour  déterminer  les  trois  inconnues  A,  B,  C. 

Les  formules  trouvées  étant  compléteitient  générales,  permettront  en- 
suite de  passer  aux  nouvelles  différences  d qu’on  obtient,  quand  la  rai- 
son A devient  dix  fois  plus  petite.  Posons  = A',  nous  aurons  : 

J.  = A A'  4-  B A”  4-  CA”  4-  DA”, 

^’v,=r  aBA”4-6CA”4-  i4DA”, 

^*V,  = 6CA”4-36DA”, 

^ o'*>,  = a4DA”. 

354.  Appliquons  ce  qui  précède  à l’équation 

8x* — 4o-’^  + 57x’  — 40'ï’ “1“  49  = U- 

Cette'équation  peut  avoir,  d’après  le  théorème  de  Descartes,  quatre  ou 
^ deux  racines  positives,  ou  pas  du  tout.  La  transformée  en  — x ne  présen- 
tant aucune  variation,  il  n’y  a pas  de  racine  négative.  On  voit,  facilement 
que  5'est  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  si  elles  existent. 
Formons  le  tableau  des  substitutions  entières. 


X 

r 

A 

A’ 

A’ 

A' 

0 

49 

— i5  ■ 

— '4 

48 

192 

i 

34 

— *9 

34 

240 

192 

•J. 

5 

' 5 

274 

432 

192 

.3 

10 

279 

708 

G24 

192 

4 

289 

987 

i332 

816 

192 

5 

1276 

2319 

2148 

1008 

\ 
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Il  n'y  a |taâ  de  changement  de  signe.  Donc,  si  les  racines  positives 
existent,  elles  tombent  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

Si  l’on  construit  la  courbe  des  valeurs  obtenues,  on  voit  que  c'est  pm- 
bablement  entre  a et  3.  C’est  donc  cet  intervalle  qu’on  partagera  en  dix 
parties  égales.  ,, 

On  a ici 

A r,  = 5 , A’ J.  = ay4  , = 43a , A*/.  = 192. 

Les  équations  à résoudre  seront,  par  conséquent  (353),  , 

5 = A + B-I-C4-8, 

274  = aB  + 6C-I-  1 12 , 

43a  =6C+à88. 

On  en  tire  immédiatement  , 

/ 

C = a4  B = 9,  A = — 36.  ' 

Par  suite, 

‘ « 

5j,  = — 3,485a;  5’/,  = o,335a;  = 0,0192. 

Ces  résultats  permettent  d’écrire  le  tableau  ci-dessous.  Nous  néglige- 
rons, pour  plus  de  rapidité,  la  virgule  des  différences. 


.r 

y 

A 

A* 

A* 

A' 

'X 

5.0000 

— 3485a 

335a  , 

1728 

192 

2,1 

i,5i48 

— 3i5oo 

5o8o 

1920 

192 

2,2 

— 1 ,635a 

— 26420 

7000 

2112 

192 

2,3 

— 4.-A77* 

— 19420 

9112 

a3o4 

192 

2,4 

— 6,2192 

— I o3o8 

1 i4i6 

2496 

19a 

2,5 

— 7,2300 

1 108 

1391a 

2688  - 

192 

2,6 

— 7.''^92 

1 5oao 

16600 

2880 

192 

a, 7 

— 5,6372 

3 1620 

19480 

3072 

1^ 

2,8 

— 2,475a 

5i  108 

2255a 

3a64 

*192 

!».9 

3 

, 2,6348 

10,0000 

7365a 

2.48(6 

3456 

Il  y a changement  de  signe,  quand  on  passe  de  2,1  à 2,2  et  de  2,8  à 
2,9.  L’équatiop  proposée  a donc  deux  racines  positives,  l’uno  comprise 
entre  2,1  et  2, a,  l’autre  entre  2,8  et  2,9. 

Rigoureusement , le  tracé  de  la  courbe  ne  permet  pas  d’affirmer  qu'il 
n’y  a pas  de  racines  entre  o et  1 ou  entre  i et  2.  Pour  lever  cette  diffi- 
culté, prenons  l’étjuation  dérivée 

3a .r’  — i2o.r’-(- I i4.r  — 40  = 0. 

Cette  équation  revient  à ' 

lO.r*  — 60 -1-  57 .r  — 20  =-  O. 
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Je  fais  disparaitre  le  cocfficienl  du  premier  terme  en  jwsant 

ys=z  iGj;. 

Il  vient 

' )-•  — 5i20  = O. 

% 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme,  je  pose 

/ = 20. 


11  vient 


I*  — 288  3 — 2280  = O . 


Celte  équation  a uno  seule  racine  réelle  positive,  comme  il  est  facile  de 
s’en  assurer  on  appliquant  la  règle  connue  ( 217).  Donc,  l’équation  dérivée 
n'ayant  qu’une  racine  réelle  positive,  l’équation  proposée  ne  peut  pas  en 
admettre  quatre  (216),  et  elle  n‘a  bien  que  les  deux  racines  positives 
que  nous  avons  tlélerminées  à 0,1  prés. 

On  peut  remarquer  que  la  racine  positive  de  l’équation  en  s est  com- 
prise entre  20 cl  21  ; donc,  celle  de  l’équation  en  / est  comprise  entre 

40  et  41,  et  celle  de  l’équation  en  x entre  7g  ^ entre  les  nom- 
bres entiers  2 et  3.  Par  suilCj  les  deux  racines  positives  de  l’équation  pro- 
posée devant  comprendre  la  racine  positive  de  l’équation  dérivée  et  tomber 
entre  deux  entiers  consécutifs,  seront  elles-niémes  compri.sps  entre  2 et  3. 
La  courbe  nous  avait  indiqué  ce  résultat  d’une  manière  douteuse,  l’é- 
quation dérivée  nous  y conduit  d’une  ma’nière  certaine.  Jdais  il  est  beau- 
coup plus  rapide  d’esquisser  la  courber  que  d’étudier  l'équation  dérivée. 


255.  L’exemple  que  nous  venons  de  traiter  suffit  pour  indiquer  com- 
ment on  peut  appliquer  la  méthode  des  différences  aux  équations  du  qua- 
trième degré. 

Si  l’on  a à calculer  les  racines  incommensurables  d’une  équation  du 
cinquième  degré  (il  est  rare  que  les  applications  conduisent  au  delà),  il 
faudra  Commencer  par  chercher  les  formules  qui  permettent  rie  passer 
des  différences  A aux  différences  0',  en  suivant  la  marche  indiquée 
au  n“  253.  On  n’aura  plus  ensuite  qu’à  former  les  Udileaux  des  diffé- 
rences, eu  s’aidant  de  l’examen  de  la  courbe  qui  représente  la  marche  de 
la  fonction  et  en  consultant  au  besoin  l’équation  dérivée. 

Application  de  la  méthode  des  différences  aux  équations 
transcendantes. 

256.  On  peut  traiter  les  équations  algébriques  qui  ne  sont  pas  ries  fonc- 

tions entières  et  les  équations  transcendantes,  comme  les  équations  algé- 
briques entières.  , 

Lorsqu’on  a substitué  dans  l’équation  considérée  des  nombres  équidis- 
tant», si  deux  substitutions  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  il 
existe  une  raciuo  entre  les  valeurs  correspondantes  de  la  variable.  On 
insère  dans  l’intervalle  trouvé  dos  nombres  variant  par  degrés  plus  rap- 
prochés, de  manière  à obtenir 'la  racine  avec  une  plus  grande  approxima:,-. . i 
tion.  Si  le  tableau  des  différences  prouve  alors  que  les  différences  d’un  - - * 
certain  ordre  peuvent  être  regardées  comme  nulles,  on  assimile  ( seule-  ' 
ment  dans  l’intervalle  déterminé)  la  fonction  considérée  à une  fonction 
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algébrique,  et  l'on  ramène  la  question  à la  résolution  d’une  équation 
algébrique. 

C’est  la  marche  qu’on  suivra,  lorsque  les  différences  du  troisième  ordre 
ou  celles  du  second  ordre  seront  négligeables  : on  n’aura  qu’à  résoudre 
une  équation  du  second  ou  du  premier  degré  (2i4, 245). 

Dans  les  autres  cas,  on  séparera  d’abord  la  racine  à l’aide  d'un  petit 
nombre  de  substitutions  convenablement  choisies;  puis,  on  pourra  ep 
approcher  après  autant  qu’on  voudra,  en  appliquant  la  méthode  de 
Newton,  comme  nous  l’indiquerons. 


257.  Par  un  point  A pris  sur  la  circonférence  d’un  cercle,  mener  une 
corde  AB  qui  détermine  un  segment  Am  B équivalent  au  quart  de  l’aire 
du  cercle  (Euler). 

Soit  R le  rayon  du  cercle,  soit  z l’arc  correspondant  à l’angle  AOB 
dans  le  cercle  de  rayon  i.  On  aura 


d’où 


AmB 


R’  Z R’  sin  Z _ ttR’ 
■X  a ~ 4 * 


Z — sin  Z = 


TC 

a 


Pour  simplifier,  posons  z — ^ = j:,  d’où  sin  r = cos.r.  Nous  aurons  à 
résoudre  l’équation 

r , X— cosx  = o. 


F'B  9 


de  sorte  que  le  problème  proposé  revient  i trou- 
ver un  arc  égal  à son  cosinus. 

La  fonction  x — cos  x est  évidemment  crois- 
sante, comme  l’indique  d’ailleurs  la  dérivée 

1 -)-sinx.  Quand  x crolt.de  o à la  fonction 

a 

' ■*  r. 

passe  de  la  valeur  — i à la  valeur  +-•  Dor.c 


l'équation  donnée  a une  racine  réelle  et  une  seule,  comprise  entre  les  li 


mites  O et-- 
a 

I.a  Table  {voir  a la  fin  du  volume)  qui  donne  les  arcs  et  leurs  rapports 
trigonométriques  exprimés  en  parties  décimales  du  rayon  pris  pour  unité, 
montre  immédiatement  que  l’arc  cherché  est  nécessairement  compris 
entre  4^°  43°.  On  a,  en  effet, 


arc  4a°  = o,733o  et  cos  42°  = o,743i  , 
jirc  43°  = o,75o5  et  cos  43°  = 0,7314. 


C’est,  par  conséquent,  dans  cet  intervalle  que  la  fonction  change  de  signe 
en  passant  par  zéro. 

Désignons  par  y la  fonction  x — cos.r,  et  cherchons  les  valeurs  de  la 
■fonction  pour  les  arcs  4>")  4»",  43°,  44°-  Nous  aurons  : 

arc  41°  = o,7i56  et  cos  4 1°  = 0,7547,  * 

arc  44°  = 0,7(179  et  cos  44"  = 0.7193. 
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On  pourra  alors  former  le  tableau  suivant  : 


609 


X 

Y 

A 

9 

41” 

Z'i 

r’^ 

0 

0 

1 

% 

0 , 0*290 

42" 

— 0,0101 

0,0192  V 

43“ 

+ 0.0191 

0,099.5 

44" 

o,o4H6 

Les  différences  du  premier  ordre  sont,  d’après  ce  tableau,  très-peu 
différentes;  de  sorte  ^ue,  dans  l’intervalle  de  4»°  à 43°i  on  peut  regarder 
la  fonction  y comme  une  fonction  algébrique  du  premier  degré  et  em- 
ployer la  formule  d’interpolation 


y,  est  la  valeur  de  la  fonction  pour  x,  ^1°. 

Z désignant  ce  qu'il  faut  ajouter  à 4a°  pour  que  y devienne  nulle , on  aura 


‘o^/. + d’où 


Z ^ = 0 , 346 . 


L’unité  étant  ici  le  degré,  z sera  égàl  à 
■ ; ao'45”,6 

et  la  valeur  de  x demandée  sera  , . . 

■ ^ , 4a“  ao' 45>. 

Cette  valeur  est  exacte  à moins  de  i’,6  par  défaut,  approximation  très- 
grande,  si  l’on  a égard  à la  rapidité  des  calculs  qui  nous  y ont  conduit. 
Eu  revenant  au  problème  proposé,  on  a pour  l'arc  cherché 


Z = — !-  •»■=  i3a”  70' 45', 6; 

a 

4 

et  la  corde  qui  sous-tendra  ce  dernier  arc,  retranchera  du  cercle  (sauf 
l’erreur  indiquée  ) un  segment  équivalent  au  quart  de  sa  surface. 

2S8.  Mener  dans  un  cercle  donné  une  corde  qui  le  partage  en  deux 
segments,  dont  le  plus  grand  soit  une  moyenne  proportionnelle  entre 
Fig.  10.  Paire  du  cercle  et  Pautre  segment  (Concou|p  de 

l'École  {polytechnique,  iSSg).  •’  . 

Cherchons  l’arc  qui  correspond  au  plus  pcldr . 
segment. 

Lorsqu’on  divise  une  quantité  quelÆnque  en 
moyenne  et  extrême  raison,  la  plus  petite  partie 
de*  cette  quantité  en  est  une  fraction  marquée 

par  ? ~V^ . désignant  le  rayon  du  cercle  par 

39 
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K,  on  aura  donc 

3 %/S 

segment  A m D = — • r R’ . 

* *JL 

Désignons  par  x l'arc  i^i,  dans  le  cercle  de  rayon  i,  correspond  à l’an- 
gle AOB.  On  aura 

..  R’sinx 

• segment  A R = • 

..  2 2 

Par  suite,  l’équation  du  problème  sera  . . 

R’x  R’sinx  _ 3 — v'S  , 


^ . X — sinx  — ( 3 — \/s)  T.  ^ 

, Fn  elTocluant  le  calcul  indiqué  dans  le  second  membre,  il  viendra 


X — sinx  — î,399pf>32  ::=  O. 

Pour  «X  = Oo",  le  (iremier  membre  se  niduit  à — i,829(î6C<);  pour 
j:=i8o'’,  il  devient  -4- o.-4iüa94-  radiie  cherchée  lomtiera  donc 
entre  90"  et  180",  mais  beaucoup  plus  j+es  de  i8o". 

Il  faudra  donc  partir  do  180",  .et  faire  varibr  d'abord  xde  10"  on  10"  en 
romonlanl.  Si  l’on  se  sert  de  la  table  déjà  indiquée  (2.S7),  on  trouvera  les 
valeurs  suivantes  (y  représente  toujours  la  fonction ) : 

' x=i7o‘'.  /'=’o.393j,  ■ ■ 

* .i  ^iGo®.  o.oâoâ.. 

x=iâo",  V— — 0.2820.  • •' 

La  racine  demandée  tombe  donc  entre  à:  = iGo"elx=  i5o",  et  est 
beaucoup  plus  près  de  iGo“. 

Nous  allons  donc  faire  varier  x de  degré  en  degré,  toujours  en  remon- 
tant. Il  vient 

•r=ià9°,  y=  0,0167. 
x=i.ÿ8'’,  >'=—0.0170. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  >58  et  iSg",  à peu  prés  à égale 
distance  de  ces  deux  limites. 

'Nous  sommes  ainsi  conduit  à former  le  tableau  suivant  : 
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i58"45'  etquo,  dans  cet  intervalle,  ou  peut  regarder  la  différence  seconde 
comme  constante,  c'est-à-dire  remplacer  la  fonction  proposée  par  une 
l'onction  algébrique  du  second  degré. 

Z étant  ce  qu’il  faut  ajouter  à i.'18‘’3o'  pour  avoir  la  racine  demandée 
ou  pour  que  y soit  nulle,  on  aura  (2il) 

■ ^ — 'I  .1 

J.- 

est  la  valeur  de  la  fonction  pour  158"  3o'.  On  déduit'de  la  rela- 
tion posée 

: - _ Ü _ è!Zî. 


La  racine,  d’après  une  remarque  précédente,  doit  peu  s’écarter  de 
i58"3o'.  On  commencera  donc  par  négliger  le  second  terme  du  ^ond 
membre,  et  l’on  prendra  d’abord  ^ 

‘ » 


» 


O.OOOI 177 

0,00084265 


==  0,0139678. 


Remplaçant  alors  z par  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l’équation 
|•omplète,  on  a plus  exactement  ’ ■» 

î = 0 , 0 1 39734 . 

X variant  dans  le  tableau  formé  de  i5'  en  i5',  cette  valeur  de  z 


équivaut  à 

, 0,01397.34x15'  ou  a ia',576. 

l’ar  suite,  l'arc  demandé  est  égal  à 

1 58"  3o’  12',  576, 


valeur  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Ia»  dérivée  de  la  fonction 

X — sin  r — 2,3999632  est  1 — cosx. 

Cette  dérivée  étant  toujours  positive,  quel  que  soit  .r,  la  fonction  pro- 
[losée  est  constamment  croissante  et  n’admet  pas  d'autre  racine  que  la 
racine  trouvée. 

S.'iO.  Soit  l'équation 

X* — 100  = 0 (Euler). 

n sera  plus  commode  de  la  mettre  d’abord  sous  la  forme  suivante,  en 
prenant  les  logarithmes  : 


î’est-à-dire 


xlog.r  — log  100  = O . 

X log  X — — O . 

I.a  dérivée  du  premier  membre  est 

, X log  c , , 

logx-H — = log  .r-t- loge. 


3.,. 
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X croissant  de  o à œ , la  fonction  dérivée  est  constamment  croissante. 

Elle  n’admet  donc  qu'une  seule  racine  -•  Pour  cette  valeur  et  les  valeurs 
• • c 

l>lus  petites,  la  fonction  proposée  est  nécessairement  négative.  Puisqu’elle 
n'admet  aucune  racine  réelle  inférieure  à l’unique  racine  réelle  de  l'équa- 
tion dérivée,  elle  ne  peut  admettre,  elle  aussi,  qu'une  seule  racine-réelle 
(215)  que  nous  allons  chercher. 

En  désigtfint  parj  la  fonction  considérée,  on  a (en  reprenant  l’équation 
1-*  — loo î=  o)  : 

pourx=3,  /=— 73, 

pourx=4.  ^=-f-t56. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  3 et  4-  Substituons  3,5,  l’équation 
étant  jTimenée  à la  forme  xlogx — 2=0,  il  vient 

♦ • J=— 0,09576. 

t’x<  ré.sultat  étant  encore  négatif,  mais  très-petit,  la  racine  doit  être  plus 
grande  que  3,5,  mais  très-proche  de  cette  valeur.  Substituons  3,6.  On 
tro'uve 

y — -(-0,00268900. 

^ Ainsi,  la  racine  tombe  entre  3,5  et  3,6,  beaucoup  plus  près  de  3,6. 
Substituons  3,59.  Il  viendra 

y= — 0.0072269T 


racine  tombe  donc  entre  3,5g  et  3, 60,  et  il  sera  facile  en  continuant  • 
<le  l’obtenir  avec  une  plus  grande  appro.\imaiion. 


260.  Soit  l'équation 


X—  tangx  = o. 


Cctie  équation  ne  change  pas,  lorsqu'on  y remplace  x par  — x;  à chaque 
racine,  correspond  donc  une  autre  racine  égale  et  de  signe  contraire.  On 
peut  donc  no  considérer  que  les  racines  positives. 

Lorsque  x est  positif,  il  faut  que  tang.r  le  soit  aussi,  pour  que  l'équation 
puisse  être  satisfaite.  Les  arcs  x ont  donc  leurs  extrémités  dans  les  qua- 
drants de  rang  im(>air,  puisque  la  inn^cnte  n’est  positive  que  dans  ces 
((uadrants  {voir  la  Tri^'.,  9);  et  leurs  valeurs  sont  comprises  entre  nr. 

et  TT,  « étant  un  nombre  quelconque  entier  et  positif. 

Dans  chacun  des  quadrants  ainsi  limités,  l’arc  et  la  tangente  vont  en- 
semble en  croissant,  l'arc  de  «-à  ^7 's  tangente  deo  à » ; donc, 

n çhmiuc  ijundrnnt,  correspond  une  racine  réelle  et  une  seule. 

L’é<iuation  proposée  admet,  par  conséquent,  ««c  i/j/T/m'/c  de  racincif 
réelles. 


prrmirre  racine  (celle  qui  correspond  au  premier  quadrant)  est 
évidemment  x = o.  A mesure  que  le  rang  du  quadrant  considéré  s’éloigne, 
l’extrémité  de  l’arc  x correspondant  .«'éloigne  au.ssi  de  l'origino  du  qua- 
drant.Soienl.en  effet,n7r-(-a  la racine  et  (« -|-/>)ff-|-pia  («-(-/j)*"' 
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rai-iiie,  » cl  p étaiU  inférieurs  a -•  Oii  aura,  d'apres  l'uqualioii  donnée, 
lang  (/rrr-4-a)  = «r  + a,  ' 

Ung[(/J-t-/»)-4-Pl  = 

Mais 

tang(/jT:  + a)  =r  langa, 
tang  [ ( « -f-y>  ) rr  + ^ ] = tang  3. 

Or  («+/*) TT -f- P l’emporte  nécessairement  sur/iir  + a;  donc  on  a 
tangP>tanga  ou  i3>a. 

Enfin,  si  l’arc  considéré  est  trop  grand,  la  tangente  correspondante 
■ l’emporte  sur  lui;  s’il  est  trop  petit,  c’est  l'inverse.  Car  la  fonction  com- 
mence toujours  par  être  positive  dans  chaque  quadrant,  puisque  lu  tangente  • 
part  dé  la  valeur  zéro. 

Proposons-nous  maintenant  de  calculer  la  secom/e  racine,  celle  qui  cor- 
respond ail  second  quadrant  de  rang  impair,  c’est-à-dire  au  troisième 
qiuulrant  du  cercle. 

La  table  placée  à la  Gn  du  volume  montre  qu’on  a 

: ürc  257“=  4,4855,  tanga57°=  4,33i5, 

. arc  258"=  4,5o3o,  tang  258“  = 4,7046 , 

c’est-à-dire  que  la  racine  cherchée  est  cemprise  entre  257“  et  258". 

Cela  posé,  nous  allons  faire  Croître  x de  10'  en  10'.  Il  viendra 


'■A 


x = 257°  , ^=0,1 54021, 

x=%5j°io',  0,098712, 

x=  257"2o',  0,011898, 

. x=  257“3o',  _>■=  — 0,01648c. 

L’arc  cherché  tombe  donc  entre  a57°.2o'  et  257“  3o',  pIÛs  pfS'de  chlto 
dernière  valeur.  _ « ■ ^ - . • 

D’après  le  calcul  effectué,  on  a i,  ’ * * ■ ’ 

■•T".'-  'à  • . 

■ arc257°2o'=  4,491  •••  I arC257‘’3o'=fc4,4g4<- ■ 

Un  peut  donc  prendre  |iour  valeur  approchdét  ,de  »■  à 0,01  près,  , 
-r  = 4i49i  puis,  achever  le  calcul  par  la  méthoïe  do^'^JUn^(3GîJ. 

Méthode  d’approximation  de  Newton,  ’l 

261 . Soit  d’abord  F ( x)  = o une  équation  algébrique  eÿière,.  Désignons 
par  a la  valeur  approchée  d’untf  racine  réelle,  et  par  a + h la  valeur 
exacte  de  cette  même  racine.  Nous  aurons  en  même  temps  (113) 

F ( fl  + /i  ) = ü 

% 

F(«4-/i)  = F(«)  + F'(rt)/i4-P{fl)i^-i-..*.-+-F‘‘">'  ' 

Un  en  déduit 

0)  I‘  = 


et 


.•r 


ip -T ’-JlL'î-L  /,  + 1. 

F'(«)  •2,3.F'(fl) 


Les  termes  de  la  parenthèse  sont  inullipli'és  par  A et  par  des  puissances 
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siipérieurus  de  /i,  a partir  du  secund^bt  jfelretilhèse  elle-même  est  multi- 
pliée par  h'.  Si  l'on  néglige  celle  parenthèse,  un  aiira  donc,  avec  une 
approximation  d'outant  pins  grande  que  h sera  plus  petit, 

(») 

et  la  valeur  tifiprorhér  de  la  racine  deviendra 

Fl 


r 


Si  l'un  désigne  par  n,  cette  nouvelle 'valeur,  on  pourra  s'én  servir  |H>iir 
trouver  une  seconde  valeur  plus  approchée, 

Bt,  un  répétant  plusieurs  fois  la  même  opération,  on  obtiendra  rapide- 
ment unb  très-grande  approximation. 

On  |)out  se  faire  une  idée  de  la  manière  dont  les  approximations  obU'- 
nues  croitront,  à l’aide  de  la  remarque  suivante. 

Si  l’on  néglige  les  termes  de  la  parenthèse  qui,  dans  la  formule  (it. 
contiennent  //,  on  pourra  regarder  l’erreur  commise  comme  à peu  près 
égale  à 

F’(«) 


a F'  ( rt  ) 


h\ 


•Vf  «r  intérieur  it  t'uniie,  l’erreur  sera  donc  moindre  que  h'. 

a F (fl) 

c’esfr-à-dire  n\ie  tiim/tte  applieation  de  Informulé  (a)  doublera  le  nomhn 
f^lcs  ck0^  d^hnnn.Y  rjracts.  Si  la  racine  est  connue  à o,oj  près,  c’esUi- 
» dire  si7i  est  fflbüidre  que  ô,di^'erreur  commise  en  se  servant  une  pre- 
mière fois  de  la  forinule,^a)^rh'  le  plus  souvent  moindre  (|ue  o,oooi , ci 
s!  l’on's’cn  sertHine'secot^e.fqû^  on  aura  la  racine  à u,oooooo<)i  près. 

s’assurer,  à cliaqu 

i|^^V|lfl|l^'imatiori  qu’ 

• l.:i  mél^l^lle  Nevvlj^  est  également  applicable  aux  équations  trans- 

''  Bi^Tèt,  Oh  P t^ans  cq  Cas  ( M4) 

■'p  *>;<•’,  ..  , 


D’ailleurs , il  sera  fqgile  dans^^que  cas  paVliculier  de  s’as 
fvirrtr//f//^’'dè^la' vérilahl^VrtÉwimaliori  qu'on  aura  atteinte. 


7.  étant  une  quantité  très-|>elite  qui  s annulerait  avec  h.  C>n  en  déduit . 
piiisi|u'on  doit  avoir  F(«  -t-  A)  = o, 

* f,  ^ F /'i  . 

• • ' ■ F‘{  « I -t-  * 

el,  apprOximativeineiit.  ^ 

• ‘ /,  • 

gtii.  Keprenons  Tequation  . 

P * 

• .i»-' , f'-.'o, 

X.’ . • * 

déjà  l■l)n^illélee  i2’il).  .\im.s  avons  Hrotivé  ipic  lune  des  racines -posilives 
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de  cette  é(]uulioii  uvait  o,a5  valeur  approi-héc  à moins  d’un  cen- 
tième. Si  nous  re|>résenion.s,g^  racine  par  o.aS  4-//,  h sera  moindre 
que  0,01,  et  l'on  aura  exacHMlInl 

■ F(.f| 

F'(.r)  X F'(x|-  ()  K'(.r) 

On  a d'ailleurs 

^ » 

F'{x)  = 3x’-4,  F"(.r)  = 6x,  F'"(j:)  = 6.  ► 

Pour  X = 0,25,  le  cocOicient  de  h‘  est  moindre  que  i et  celui  ée  /j’  est 

I ' • *S> 

moindre  que  ^ • Par  suite,  le  second  terme  dq  second, membre  est  moindre 

que  0,000023  et  1e  troisième  terme  est  moindre  f|tieo,oooooo3.  On  aura 
donc,  à 0,0001  près,  < ’*• 

F'(.r) 

D'après  le  tableau  formé  (231)  5t  le  calcul  préparatoire  effectué,  on  a 
pour  X = 0,25 


Donc 


F(x)  = O ,oi5625  et  F'(x)  = — 3 , 8i25. 

• , o,oi5Ga5 

. -''  = -^8.25 


et  la  racine  é o,uooi.près  sera  0,2541. 

Si  nous  représentons  maintenant  la  racine  par  0,2541  4 /(,,  //,  sera 
moindre  que  0,0001,  et  l’on  aura  exactement  ^ 

F(^  _ ^ 

2 


7/.  = - 


F'(x) 


Pour  X =r  0,2541,  le  coefficient  do  h\  > 

est  moindre  que  i;  par  suite,  le  second  diTtècùnd  membre  est 

moindre  que  0,0000000025  et  le  troisième  que  u.ooo<H)oaJII>ôoo3.  Ou  anla 
donc,  à 0.00000001  près.  ^ 

, F(.r)  0 , 0*1000042642  f ■ * ■ 

. , i = - FV)  " ■■3T«iÆ2^7  " ° 

et  la  rucinu  cliercbéo  sera,  a\ec  Iq’  même  approximation. 

0 , 2.5410169. 

263.  Pour  l'équation  iranscenilantp.r  — langx  = o,  nous  aVone  trouvé 
(2(iO)  que  la  seconde  racine  4,0,01'  pVès'était  x=  4, 49. 

Appliquons  la  méthode  dç^Nexvtorj.  On  a ici 

F'(.r)  — 1 — (1  4->ta*ng’x)  = — lang^x. 

Par  suite,  la  première  convethn^exA 


• ” f f*  r'  • laiig.r 


F'/.r)  <■  ’Rinp’x 
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Pour  convertir  1 arc  x en  degrés,  nous  nous  servirons  des  tables  de  ré- 
duction qui  font  partie  do  celles  de  Gallet.  >'ous  aurons 


c’est-à-dire 

d’où 

et 

II.  en  résulte 
On  a ensuite 


= 4, 49 

3,  49o658So  ^ 

200“ 

99934'5o 

«1  994837 68 « 

57" 

0,  oo45o382 

. 

' 0,0043^332  = 

'5'„; 

0,  0ooj4«^ 

_ o»oooi9575's 

28' 

0, 00000475  = 

•«',98 

X = aâ7*  1 5'  a8“ , 98 , 

log  tangx  = O,  6456433 

. ^ 

tangx  = 4, 4aaa5. 

X — tangx  = O,  06775. 

log(x—  Ungx)  = â,  8309093 
loglang’x  = 1,29128661 


logA  = 3,5396227''  t". 
h = 0,0034. 

La  valent,  de  x^^it  àônnée^  p_,oi  près  : nous  pourrons  regarder  h 
comme  exact  à o,  oôbi  prés.  \ 

• Appliquons  une  seconde  fois  lii^éthode.  ' 

Nous  aurons  ^ 

-^^■^^4,4934 

3,  4^65850  = 200” 

^ ^ ^ T 


1 , 00274 i5o 
O.  99493768  = 57' 


c’esl-à-dire 

d’où 

et 

Jlen  résulte 


'•hBl- 

w 


O, 00790382 
O,  00785398  ±=  27' 

O,  00004986 
o,(x>oo4848  = 10” 

O,  oooôoj3*fe  = o",  28, 

X = 257” 27'  10',  28, 
log  tangx  = o, '6525566 
tangx  =±  4,493208. 

X — laitg.r  1-  O,  000192.  ~ 


r 


• . ✓ 
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Ou  a ensuite^  . 

' log(jr  — tangx)  = 4,i833oiji  . 

log  tang’  .r  = 1 , 3o5 1 1 3'a  » 

log/<,  = 6,9781880 
//,  = 0,00000961. 

» 

La  nouvelle  valeur  de  x était  exacte  à 0,0001  près  : nous  pourrons  re- 
garder A,  comme  exact  à o,ooo<mk)oi  près,  cl  prendre 


ce  qui  revient  à 


X = 4 ,4964o9â> ; 

X =Z  a57®  i-'  i l’’,  i4. 


Cette  valeur  est  exacte  à o” , u 1 près  par  défaut,  comme  il  est  facile  de 
s’en  assurer.  , 

Interprétation  géométrique  de  la  méthode  de  Newton  (*). 

264.  La  recherche  des  racines  réelles  de  l'équation  F (x)  = o revient 
à la  détermination  des  points  où  la  courbe  qui  a pour  équation  y = F (x) 
coupe  l’axe  des  x. 

Soit  a une  valeur  approchée  do  l’une  des  racines  de  l’équation  F ( x)  = o; 
Jl  ^ pour  celte  valeur  a substituée  à la  place  de  x,  on  aura/=F(a).  L’é- 
Kv'  quation  de  la  tangente  à la  combaj'-=^F(x),  au  point  dont  les  coordon- 
, nées  sont  x = a y = 

r-#(a)  = F'(o)(x-«). 

Le  point  où  cette  tangente  coupe  l’axe  des  x a pour  abscisse  la  valeur 

F(«). 


X = a — 


F'(fl)’ 


Fie 


et  celle  valeur  est  précisément  celle  ejue  fournit  une  première  applica- 
tion de  la  méthode  de  Newton.  Ainsi,  OP  représentant  lu  valeur  appro- 
chée a de  la  racine  cherché  ÜC,  si  l'on 
mène  au  point  M de  la  courbe,  qui  corres- 
pond à l’abscisse  OP,  une  tangente  MT,  le 
point  T sera,  rn  général,  beaucoup  plus 
près  du  point  C que  le  point  P,  c’est-à-dire 
que  OT  sera  une  valeur  plus  approchée  de 
la  racine  OC  que  OP  = a.  En  remplaçant 
alors  OP  par  OT  et  en  menant  jwr  le 
point  M'  de  la  courbe,  qui  a pour  abscisse 
OT,  une  nouvelle  tangente,  on  obtiendra 
une  valeur  OT'  encore  plus  approchée,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  interprétation  montre  on  mémo  temps  qu’il  faut,  pour  que  la  mé- 
thode soit  applicable,  que  le  point  T soit  en  réalité  plus  près  du  point  C 
que  le  point  P. 


(*)  Ce  par.i(;ri«iihc  suppose  des  Notions  de  Géométrie  .snaly tique  {Voir  I.  III). 
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C’est  ce  qui  pourrait  n(s  pas  arriver  si  la  valeur  approchée  .r  = « cor- 
res{)un(lait,  par  exemple,  sur  lu  courbe,  à un  point  voisin  (^gn  point 
iitti.amuni.  Dans  co  cas,  la  valeur  absolue  de  F'  («)  pourrait  être  trîs-petito 
F(«) 


et  le  terme  de  correction  — ; 


extrêmement  grand,  c'est-à-dire  cora- 


F'(«) 

piêtement  illusoire. 

Ainsi,  rt'cF  b étant  les  deux  nombres  qui,  comprenant  la  racine,  ont 
servi  à la  .séparer,  il  faut,  pour  le  succès  certain  de  la  méthode,  qu’il  n'y 
ait  entre  les  points  do  la  courbe  qui  correS[iondenl  aux  abscisses  x = «, 
.i  =Z>,  aucun  point  ma.rinmm  ou  miniimim,  non  plus  qu’aucun  point 
d’inflexion  (*);  en  d’autres  termes,  il  faut  qu'il  n'y  ait  entre  o et  b au- 
cune racine  des  équations 


F'(x)  ^ O,  F“(.r)  .z:  O. 


26o.  L’interprétation  géométri<|ue  delà  méthode  de  New  ton  permet  de 
procéder  souvent  avec  plus  de  sécurité,  en  conduisant  à une  interpréta- 
tion analogue  de  la  méthode  d’interpolation  bornée  à l'emploi  des  parties 
pro(>ortionnelles  (2lt). 

Soient,  en  effet,  (HJ  et  OP  les  deux  abscisses  x,  et  x, -f-A  qui  com- 
prennent la  racine  (Xl  = .r.  Menons  la  corde  MN  qui  joint  sur  la  courbe 

les  points  corri'Sjtondants  à ces  ab- 

fig  i-a  scisses.Celtc  corde  coupera  l’axe  <k4-, 

abscis.^es  nu  point  S,  tandis  < 

' tangente  MT  le  coupera  au  |>oiiitj 
te  |)oint  C lombera  nécessairemeril 
entre  les  points  S et  T (si  l’arc  do 
courbe  ne  présente  aucune  inflexion 
entre  les  points  M et  N)  ; la  racine 
chen^iée  sera  donc  comprise  entre 
les  valeurs  OS  etOT,  et  Terreur  cora- 
miée  en  la  remplaçant  par  Tune 
, d'elles  sera  moindre  que  leur  dilTé- 
rence. 

Ceci  posé,  menons  )>ar  le  jKiint  N la  parallèle  NI)  à Taxe  des  x,  jus- 
qu'à la  leuconlre  de  MP.  Les  triangles  semblables  NtJS.  NMD,  donneront 


OS 

Jvf) 


Mi)’ 


NI)  représente  Tmtervallc  A des  .substitutions;  N(J  repn-sente  — j,  (ou 
Tordonnée  qui  correspond  à x,  prise  en  signe  contraire,  c'est-à-dire 


( * ) Un  point  d'inflexion  est,  conimo  on  le  sait,  caractérise  par  le  changement 
de  courbure  de  la  courbe  ( l'arc  devenant  concave  après  avoir  été  convcie,  ou 
rccipro(iiicment).  Il  en  résullcqu’cn  un  ]>oint  d'inflexion,  P'(jf  ) change  d'allure, 
c’est-à-dire  diinitiiie  .iprés  avoir  augmenté  jiiscpi'à  ce  point,  on  augmente  apr« 
avoir  diminue.  F"(r)  passe  donc  alors  du  positif  au  négatif  ou  ^u  négatif  au 
p<»sitif  (I-45'i  ; ce  «jui  umnire  tpie  les  abscisses  «les  points  <rinn«'Moii  sont  don- 
nées par  F''(r):=:0,  rmmnr  celles  des  peints  inavimiiiiis  nu  iiiiiiimums  par 
l”(a)  = O. 
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en  valeur  absolue),  ol  MD  la  différence  j>,  — ou  A r,.  On  a donc 

h Ar. 

^ est  donc  précisément  ce  que  nous  avons  désigné  précédemment  par  z 
(241,  257),  et 

*■  OS  = X,  zh 

est  la  valeur  approchée  fournie  par  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles. ^ * y;  ' 

OT  et  OS  donnant  ainsi  deuï  y^iirs  approchées  de  la  racine  OC,  l'une 

OT  + OS 

par  exces,,  1 autre  par  défaut,  si  1 ou  pnmd  leur  moyenne ; pour 

valeur  do  la  racine,  l’erreur  sera  moindre  que  la  demi-différence 

OT  - OS 

'A 

En  effet,  désignons  par  x lu  valeur  exacte  de  la  racine,  par  c l'erreur 
do  OT,  par  l’erreur  de  OS.  On  aura 

X - OT  — e , X = OS  4-  e' , 

d'ou 

OT+OS  r-c  OT  — OS  c-4-c' 

= .e  H — et  =; ; . 

A A A A 

ce  qui  démontre  la  remarque  énoncée,  d'ailleurs  évidente. 

2CC.  Comme  application,  reprenons  l’exemple  du  n°  259. 

Nous  avons  trouvé  que  récju&tion 

.r*  — lüo  = O ou  .rlogx  — a = o 

avait  pour  racine  j:  = 3 , 5i)  à o,oi  prés. 

.Appliquons  la  méthode  de  Newton  ; nous  aurons  pour  correction 

_ F(x)  _ A — .riogx  _ o,»o7AAli9  _ - ■ 

K'(x)  logx-l-logc  o.gHpAHSç)  > / ’ 

ou,  pour  valeur  approchée  de  la  racine, 

X = 3 , 

Appliquons  la  méthode  des  parties  proportionnelles;  nous  aurons 

, ^ _ 2î_  ^ O -A. 

A_>-,  O,ooy.ji5ÿ  ■■  ■ 

L intervalle  considéré  étant  o,oi,  la  correction  sera  o,<k>7a.  On  aura 
ilonc,  pour  valeur  approchée  de  la  racine, 

X 3 , 597A. 

l’renoiis  la  moyenne  des  deux  valeurs  obtenues;  nous  aurons 
.r  3 , 3<)7  A’i, 


i 

\ 
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valeur  exacte  à moins  de  o , uoooS.  On  pourra  donc  prendre 


x=i,5g7a, 


et  tous  les  chiffres  conservés  seront  exacts. 
Euler  trouve 


.r  = 3 , 597  /85. 


CIIAPITKE  IV.** 

METHODE  DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES. 


267.  La  méthode  la  plus  simple  qu’on  puisse  appliquer  à la  résolution 
des  équations  numériques  est  la  méthode  connue  sous  le  nom  de  méifitxie 
tics  approximations  successives  par  substitution.  El  dans  certains  cas, 
c’est  la  seule  méthode  qu’on  puisse  réellement  employer. 

D’une  manière  générale,  elle  consiste  é mettre  l’^ualion  proposée  sous 
la  forme  particulière  ' 

c’est-à-dire  à isoler  l'iuconnue  dans  le  premier  membre,  sans  se  préoccu- 
per do  laisser  cette  môme  inconnue  engagée  dans  certains  termes  du  se- 
cond membre.  En  négligeant  alors  ces  mémos  termes,  on  obtient  pour  x 
une  première  valeur  approchée.  En  substituant  celle  valeur  dans  le  second 
membre  de  la  relation 

sans’négliger  cette  fois  aucun  de  ses  termes,  on  obtient  une  seconde  va- 
leur plus  approchée,  qu’on  substitue  à son  tour.  El  l’on  continue,  jusqu'à 
CO  qu’on  parvienne  au  degré  d’approximation  voulu. 

Il  arrivera  souvent  que  les  valeurs  ainsi  obtenues  convergeront  très- 
rapidement  vers  la  valeur  exacte  de  la  racine. 

Soit  a une  quelconque  des  valeurs  approchées  {à  partir  de  la  seconde) 
et  fl  -I-  //  la  valeur  exacte  de  la  racine.  Nous  aurons 


Mais  (114) 


fl  -i-  //  —f{a  4-  h). 


Par  suite. 


f{a  + k)-f(a)  = h[f(n)+tsl 
(fl-d-  /')  — /(")  = /'[/'(«)  -h  »]. 


L’erreur  commise  en  prenant /(«)  pour  racine  wldonc,  à très-peu  près, 
égale  à li.f[a)\  ce  qui  montre  que  la  méthode  n’est  applicable  cpi’au- 
tant  que /'(fl)  est  moindre  que  i.  Lors<pic  la  méthode  peut  être  em- 
ployée, les  chiffres  communs  à deux  valeurs  approchét's  conséculives  ap- 
partiennent à la  valeur  exacte. 
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Application  aux  équations  du  second  degré. 
2G8.  Dans  le  cas  où  ie  rocflici^t  « de  l'équation  générale 

_ rtx’  -4-  Ar  + f = O . ■» 

est  très-petit',  Ta  fôi 


n’est  pas  propre  aux  calruls  numériques.  En  effet,  aftrès  avoir  obtenu 
approximativement  la  valeur  du  numérateur,  il  faut  la  diviser  par 
on  divisera  donc  en  même  temps  l’erreur  commise  par  une  quantité  très- 
petite,  c'est-à-dire  qu’on  l'augmentera  dans  une  très-grande  proportion. 
La  difficulté  est  immédiatement  levée  par  la  méthode  des  approximations 
successives. 

Cherchons  d’abord  la  racine  qui  diffère  peu  de  — on  obtiendra  en- 
suite'la  seconde  racine  immédiatement,  puisque  la  somme  des  deux  ra- 
cines est  connue  et  égale  à 

Mettons  l'équation  donnée  sous  la  forme 


(0 

On  a ici  (2C7) 
d'où 


c ax 


y,  , C OX'  ^ 

/(X)  = _ J _ -J-, 


a étant  très-petit  par  hypothèse,  f'{x)  sera  inférieur  à l’unité,  et  l'on 
peut  appliquer  la  méthode. 

•"  La^remièro  valeur  approchée  est  \ ^ 


T' 


IA  seconde  valeur  approchée  s'obtiendra  en  substituant  — ^ à la  place 
de  x’  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i).  Il  Viendra 

X - - ; _ • 

l b'  '^r-- 

l'  ^ 

Cet|^ Valeur  sera,  en  général,  suffisamment  Approchée  au  point  de  vue 
praUque.  On  pourra  d’ailleurs  obtenir  une  troisièlhe  valeur  plus  appro- 

ÎÉk  C ÛC^ 

chée  eBcore,  en  substituant  — j à la  place  de  x,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (i).  Il  viendra  . 


_ c a t c ac’ \'  c ac'  in*.: 

b~  l\  1~1F } ~ ~b~  V ¥ 


COMI■LÉME^T  d'algèbre. 


On  doit  d’ailleurs  s’arrêter  au  troisième  termedu  second  membre  — - 
et  prendre  pour  formules  d'approximation  successives  : 


V l h--'  b b' 

r ar^  inV’  Srr’c* 


ar^  ttt  ur 


h b'  //  fe’ 

On  voit  que  chaque  valeur  se  déduit  de  la  {)récé<lente  par  l’addition  d’un 
terme  do  correction,  et  que  les  erreurs  qui  subsistent  après  cette  addi- 
tion sont  toujours  très-petites  par  rapport  au  terme  ajouté;  ce  qui,  dans 
toute  question  d’approximation,  est  une  condition  essentielle.  Ainsi, 

quand  on  prend  x = — l'erreur  commise  contenant  a comme  facteur, 

, c ..1  1 c rtc’ 

est  très-petite  par  rapport  a — ^ • Quand  on  prend  .r  = — — -j^ , 

l’erreur  commise  contenant  o’  comme  facteur,  est  très-petite  par  rapport  à 
p-;  etc.  D’après  cela,  en  s arrêtant  à un  certain  terme,  on  saura  tou- 
jours si  la  valeur  adoptée  est  approchée  p;{r  excès  ou  par  défaut  : il  suf-. 
tira  de  consulter  le  signe  du  premier  terme  de  correction  négligé. 

2C9.  Reprenons  le  problème  du  puits  I dl^.  élém.,  198).  Nous  av  ons 
trouvé  pour  éipiation 


». 

«■  • v*’ 


lx‘  coefficient  — de  .r’  est  égal  à Nous  pouvons  donc  appliquer  la 

formule 


c ae 


^Htistpte  e’est  la  plus  petite  racine  rpti  répond  seule  au  problème.  . ^ 

Si  l’on  suppose  T = lo",  par  exemple,  on  aura 

I , / lo  I \ ■ 

% a = ^7—,  ) * = — al77--t--)>  c=ioo. 

34‘>'  \34o  S/ 

En  adoptant  pour  g la  valeur  9, 8ogi{  cl  en  otTectuant  les  calculs,  ou 
trouve 

> A = — O , oCtyrS. 

On  a alors  y 

'«s(-  i)  =.'"1?  = a.  5R04077, 

d’où,  pour  promièro  valeur  approrhée,  ^ 

r = ~ ^ = î8o'',.W.  1^' 

Cailculons  la  correction  Nous  aurons 

("  ?■)  " ^ O,  G78.G53. 


D''vî!  • 


I 
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On  en  déduit 


ac 

'V 


4"  ) 76 


et,  |iar  fonswinent,  on  obtient  pour  seconde  valeur  approchée 
< tic-  M , 

J-  =r  — -r rr-  = l8:>  , il  I . 

U h' 

Comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  cette  valeur  est  exacte  à moins 
de  1 mètre,  apiiroximation  bien  suffisante  au  point  de  vue  pratique  (eu 
égard  à la  question  posée). 

270.  Hfiimrt/iic.  — Lorsipie  c est  très-petit  dans  l’équation 

ff.r*  -1-  hx  r " O, 

• . c 

sans  que  « et  h remplissent  la  même  condition,  le  produit  - des  racines 

* h * 

est  très-petit,  sans  que  leur  somme  — - le  soit.  Une  des  racines  est  donc 

très-petite,  et  l’on  )icul,  pour  la  calculer,  employer  encore  les  formules 
précédentes.  En  effet,  on  peut  toujours  écrire 

c : ox‘  * 

^ T'' 

ax‘‘  * 

et  le  terme -j-  est  tres-petit  par  rapport  a .1;,  puisipi’il^ contient  x au 

' • À r 

carré.  La  première  valeur  approchée  est  donc  .r  — -,  \a  seconde  sera 


c 


■F’ 


etc. 


271.  Si  l'on  voulait  appliquer  la  méthode  de  Newton  à l’équation 

f}X^  + + c — O, 


V»  r 


en  partant  de  lu  première  valeur  approchée  — on  aurait  pour  la  pre- 
mière correction  h ‘ • 


/,  rz  - 


/ c \ «c‘ 

/ c \ -JilW  , ' 


et  si  l’on  néglige  devant  b au  dénominateur  le  terme  lres-|)Ctit , 

* . ^ 


on  trouve  A ; 


ac‘ 

IF' 


Équations  de  degré  supérieur. 


272.  On  [icut  se  servir  des  considérations  qui  précèdent  pour  résoudre 
l’équation  du  troisième  degré  ax'-\-hx-\-c  o,  quand  le  coefficientyr 
est  trè.s-[H!lit.  Nous  ne  nous  y arrêterons  pas.  L'exemple  suivant  suffira 
pour  montrer  la  marche  à suivre  dans  le  cas  des  éipiations  algébriques  do 
degré  ipielconquo,  lorsqu’elles  se  prêtent  à l'application  de  la  méthode'. 
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Quand  on  clierche  le  diamètre  qu’on  doit  donner  à un  tuyau  de  distri- 
bution d’eau  pour  que  la  dépense  ( volume  d’eau  fourni  par  seconde  ) et 
la  charge  par  mètre  courant  (c’est-à-dire  le  quotient  de  la  hauteur  d'eau 
nécessaire  pour  produire  l'écoulement  malgré  la  résistance  du  tuyau,  par 
la  longueur  du  tuyau)  aient  des  valeurs  déterminées,  on  est  conduit  à 
une  équation  de  la  forme 

p,  o,ooo5o7  0’  0, 00001294  0’  _ ^ 

O, 15421 3 J O, 154213  J 

I)  est  le  diamètre  cherché,  Q la  dépense  et  J la  charge  imposées;  les 
nombres  qui  entrent  dans  l’équation  ont  été  déduits  de  l’expérience. 

Supposons  qu’on  donne 

Q = O**',  006283  et  J = o“  ,01649. 

L’équation  proposée  n’a  qu’une  seule  racine  positive  (199)  : c’est  cette 
racine  que  nous  cherchons.  /- 

A cause  do  la  petitesse  du  coefficient  0,00001294,  on  commencera  par 
négliger  le  terme  constant  de  l’équation.  Il  vient  alors,  en  divisant  par  D, 


o,ooo5o7  q* 

^ o,j542i3  J 

Première  valeur  approchée  de  D. 

Iogo,ooo5o7  ïé'-4.,'7o5oo8o 

^ logQ’ = 5,5963342  log  0,006283  = 3,7981671 
Lo,  1 5421 3 = 0.81 18875  log  0, 1 54213  = 1,1881198 
LJ  = 1 ,7827793  logo, 01649  =2,2172207 
log  D‘  = 6 , 8960090 
logD  = 2,9792018 

Pour  calculer  la  seconde  valeur  approchée  de  D,  il  faudra  calculer  le 
terme  constant  de  l’équation  et  le  terme  qui  contient  D à la  première 
puis.sanco  (ce  qu’on  fera  très-simplement  en  ajoutant  le  logarithme  de  la 
première  valeur  de  D au  logarithme  de  D'  qui  a* servi  à l’obtenir,  et  qui 

représente  le  logarithme  de  ’ 


Seconde  valeur  approchée  de  D. 


log 


o,ooo5o7 

O, 15421 3 


91 

J 


6 , 8960090 


log  D = 2,9792018 


7,8752108 
ogo, 00001294  = 5,11 19343 
_ log  Q’ = 5,5963342 

Lo,  i542i3  = 0,81 18875 
L J = 1 ,7827793 


0,000000730243 


7,3029353  0,000000200879 
D*  = 0,000000951 122 
logD‘  = 7,9782362 
logD  =2,9963727 


COMPLÉMENT  d'alGLBRE.  6a5 

On  opérera  d’une  manière  analogue  pour  trouver  la  troisième  valeur 
approchée  de  D,  en  se  servant  des  réâUltals  déjà  obtenus. 


Troisième  valeur  approcher  rir  D. 

• logD  = a,  9963727 

7,8ga38i7  0,000000780516 
(Terme  constant)  o,ooooooaoo879 

^ D*  = 0,000000981395 

■ . logD‘=  7,9918438  ... 

• , logD  = 3,9986406  _ **■ 

Au  point  de  vue  pratique,  on  peut  s’arrêter,  car  les  logarithmes  des 
deux  dernières  valeurs  de  D ne  diffèrent’ pas  de  o,oo3.  ^ deux  der-*" 
nières  valeurs  sont,  d’après  les  logarithmes  obtenu.s, 

> 

0,099168  'et  0,099687. 

On  adoptera  donc  pour  le  diamètre  du  tuyau  la  valeur  o** , 099  ou 'mieux 
la  valeur  o“,  100.  * 

Pour  la  valeur  D = o , 099,  le  premier  membre  de  l’équation  se  ré- 
duit à —0,000000038588;  pour  la  valeur  D = 0,100,  il  se  réduit  à 
+ 0, 0000000 laoàg.  La  racine  demandée  tombe  donc  entre  0,099 
.0,100,  et  plus  près  de  ce  dernier  nombre. 

273.  l’aide  d’une  annuité  a = francs,  on  a pu  éteindre  une 
dette  de  aooooo  francs  en  5o  ans  : on  demande  le  taujc  de  Vintérét. 

On  a dans  ce  cas  ( Jlg.  élém.,  274) 


(I) 


a a 

'■~Â~A(i4-r)"’ 


et,  à cause  de  la  petitesse  du  second  terme  du  second  membre,  on  peut 
employer  la  méthode  des  approximations  successives.  La  première  valeur 

de  r sera  donc  *■  = j * 


Première  valeur  approchée  de  r. 

logo  = 41O7868 
logA  = 5,3oio3 

loge  — 3,77765 
r = 0,0,59931 


Cette  valeur  est  approchée  par  excès. 

II. 


qo 
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• Srronile  valeur  nppmclièc  île  r. 

lo"n  — - 4, 0" 868 
L A = 6,69897  ' 

L(i4-r)“  = 2,73612  )oi;(i  + r)- 0.02527760 

»—  • 

a 


lo" 


A(H-r)’ 


= 3, 5 1377 


A(H-/-j‘ 


- =r  0,05993 1 


— = 0,003264 


r = 0,056667 

Celle  seconde  valeur  esl  encore  approchée  par  excès,  puisque  ta  valeur 
de  r substituée  dans  le  second  terme  du  second  membre  de  l’équalion  (1) 
était  elle-même  approchée  par  excès. 


I02 


Troitième  valeur  ajiprnehce  <lc  r} 
■ ' logti  = 41O7868  * • • 

L A = 6,69897 

L(i-l-r)H,=  2,8o3o9  loÿ(t  4- r)  = 0,0239381 5 
a ' 


A(i-t-  r 


-=  3,58074 


A{^  + r] 


- =r  0,059931 


. = o,oo38o8 


o,o56i23 


Celle  dernière  valeur  est  encore  approchée  par  excès.  On  est  conduit 
à prendre  r = o , o56,  en  conservant  les  chiffres  communs  aux  deux  der- 
nières valeurs.  Le  second  membre  de  l'équation  (i)  devient  alors  o,o56 
comme  le  premier. 

logo  =4,07868  ^=0,059931 

L A = 6,69897 
I(i-f-r)*  = 2,81680 

I»?  . "r—,  ~ 3 , 59445  " _,;  = o,oo393i 


^ A ( 1 4-  r)' 


A(i4-c) 


O , o56ooo 


Équations  transcendantes. 

» 

274.  Reprenons,  pour  terminer,  l’équation 
(1)  X — tangx  =0,  » ' 

d^à  considérée  au  n°  260. 

Nous  avons  vu  que  cette  équation  avait  une  infinité  de  racines  réel' 
et  nous  avons  déterminé  la  plus  petite  des  racines  positives  { zéro  excepté). 
Cherchons  une  formule  qui  permette  d’obtenir  facilement  une  racine  de 
rang  quelconque. 

Nous  avons  remarqué  que  l'extrémité  de  chaque  arc  racine  tombait 
dans  un  quadrant  de  rang  impair,  de  sorte  que  la  (n-f-i)'""'  rarino  était 

moindre  que42n-l- i)-- 
S 2 

En  désignant  par«  2 la  distance  de  l'extrémité  de  la  racine  chercliée  à 
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l’extrémité  du  quadrant  correspondant,  on  peut  donc  écrire 


627 


TT 

(a)  ( an  4- 1)- = X 4- a. 

-1  2 

On  en  déduit 


tangir  = tang|^(2/>-|-i)  ^ — a J = cote 
Mais  Téqualion  ( i ) donne  lang x = x.  Par  suite, 


I A I 

: ou  tanga  = -• 

tanga  ” X 


i 

tanga 

• ^ 


Revenant  à l’équation  (2),  on  aura  donc 

' , , TT  I 

(2/14-1)  - = X -I- arc lang  “ • 

* '2  ^ X 

^ • * 

On  peut  développer  en  série  arc  tang  - d’après  une  formule  connue  (lfi8  ). 
Il  viendra  donc 

(,„4-.)^=x4-i-3^4-^-^4-...; 


et  si  l’on  désigne  par  a la  quantité  constante  (iw  4- 1)  - > on  pourra  isoler 
X dans  un  membre  et  poser 

(3)  , = + + 


Cette  équation  se  prête  immédiatement  au  calcul  par  approximations 
successives. 

La  première  valeur  approchée  de  x sera  x=  a , la  seconde  x = n—  - • 

La  troisième  s’obtiendra  en  remplaçant  x par  “ — ^ dans  lo  second  et  le 

troisième  terme  du  second  membre  de  l’équation  (3),  et  en  négligeant 
tous  les  autres  termes;  cette  troisième  valeur  sera  donc 


Si  l’on  effectue  les  divisions,  en  négligeant  tous  les  terrées  qui  renfer- 
ment «*,  il  viendra 

h. 


Pour  avoir  une  quatrième  valeur  approchée  de  x,  on  substituera  la  va- 
leur précédente  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3).  On  négligera 
tous  les  termes  du  second  membre  qui  contiennent  x’,  et  l’on  effectuera 
les  divisions  indiquées  dans  les  autres  termes,  en  négligeant  aussi  touÿ 

4o. 
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les  termes  des  différents  quotients  obtenus,  qui  renferment  a\  Il  viendra 


I I I 


r a i3 
ti  3 ff"  1 5 O* 


On  pourra  calculer  de  même  le  cinquième,  le  sixième  terme  de  la 
série,  etc. 

Pour  avoir  alors  les  différentes,  racines,  à partir  de  la  seconde,  il  suf- 
fira de  remplacer  a p»ar  sa  valeur  (an  + i)  ^ et  de  substituer  les  nom- 
bres I,  a,  3,  etc.,  à la  place  de  n.  • 

275.  £n  résumé,  pour  résoudre  une  équation  numérique,  on  commen- 
cera par  séparer  les  racines,  en  procédant  par  substitutions  régulièrement 
espacées. 

La  racine  cherchée  étant  ainsi  obtenue  à o,i  ou  à o,oi  près,  on  en 
approchera  davantage  par  interpolation  ou  en  appliquant  la  méthode  de 
îiewton. 

Quand  la.  forme  de  l’équation  le  permettra,  il  sera  souvent  avantageux 
d'employer  directement  et  isolément  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives. • 

Dans  tous  les  cas,  le  degré  d'approximation  atteint,  devra  être  soigneu- 
sement vérifié. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

1°  Résoudre  l’équation 

yoa:*  — i4«>x’  gox*  — aox-)-  i = o. 

(x,  = o,or>943aj  o,33ooog,  x,  = 0,669991,  x,  = o,93o568.  ) 
a"  Résoudre  l'équation 

(4  — 3x*)  sinx—  4 xcosx=  o. 

(Cette  équation  a une  infinité  de  racines  réelles,  la  plus  petite  racine 
positive  est  o,  la  seconde  est  a, 563434.) 

3“  Partager  un  dcmi^rcrcle  en  deux  parties  équivalentes,  par  une  corde 
menée  de  l’extrémité  du  diamètre  qui  lui  sert  de  base. 

4“  Partager  l’aire  d'un  cercle  en  trois  parties  équivalentes,  par  deux 
cordes  menées  d’un  môme  point  de  sa  circonférence. 

.5“  Résoudre  l’équation  x sin  i x = 1 . 

(^  = 1 , 48168a.  ) 

3* 

6°  Résoudre  l’équation  x’  = e 
,(x  = 3,644174.) 
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7*  Résoudre  l’équation  x — <r  sin  x = ni.  • 

(r  = 0,a453i6i5,  ni  = 39.9”  44' »7’i66.  41 

On  doit  trouver  x=  32o“5a' i5',5a);-  , ^ 

- I I • • 

8“  Résoudre  l’équation  ^ • 

(x=  1,19967867.) 

9°  Déterminer  la  plus  petite  valeur  qu’on  puisse  do^^cr  à </,  pour  que 
l’équation  ’ 

_ + e~*  — lïx  = O- 

soit  possible.  , ^ ' . 

(0=3,01776.) 

10°  Trouver  le  nombre  des  racines  relies  qu’admet  l’équation 
x=Asinx  + B, 

pour  chaque  système  do  valeurs  des  CoclTicients  A et  B,  et  effectuer  la 
séparation  de  toutes  ces  racines.  Application  à l’équation 

X = 3i4a sinx -4-  167  {*). 

(Concours  de  l’École  Polytechnique,  1857.)  , 


(*)  On  pourra  coniulter  sur  cette  dernière  question  un  article  publié  par 
M.  Ch.  Bourgeois,  dans  le  tome  XIX  des  NoitvelUi  Annalet,  p.  i3o. 

» 


>■ 


» 


Digitized  by  Googl 


NOTE  I. 

EXPRESSION  1)1}  COTÉ  DU  PENTÉDÉCACONE  RÉGUUER. 


Cherchons  l’expression  du  côté  du  polygone  régulier  de  quinze  côtés, 
inscrit  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité. 

L’arc  sous-tendu  par  le  côté  du  pentédécagono  régulier  est  la  diiïérence 
des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  do  l’hexagone  et  du  décagone  régu- 
liers (Geom.,  129),  et  l’on  a 


aitaTT'ATT  n tt  t: 

i5  ~ 6 lo  i5  ~ 6 lo 


Si  X représente  le  côté  cherché,  on  pourra  donc  écrire  [Trig.,  i) 

n ti  . n \ 

X = asm  -r  = asm  ( -^ 1 = ^ ( su»  cos cos  sm  — ) • 

i5  \b  10/  \ G lo  6 lo/ 

Mais  on  a trouvé  {Trig.,  7)  . 


4 JT  1 rt  . 7t  'i  + v/S  TT  Vio  + ay^ 

8in-=-,  COS^rfr:  î^sm  — , COS  — = — ï 

6 a G a lo  4 »o  4 


6‘  1 
Il  viendra,  par  suite, 


x = i [\/io4-av^— V5(—  I -t-v/î)].  V 
4 


t'i-, 


NOTE  II. 


TRISECTION  DE  E A.NULE. 


Nous  avons  trouvé  ( Trig. , 23  ) 

cos  3 « ^ 4 cos*  fl -- 3 COS  <1. 

• • • ’*•  .. 

Cette  relation,  qui  exprime  la  liaison  qu'i  existe  entre  le  cosinus  de  l’arc 

^ I 

simple  et  celui  de  l’arc  triple,  peut  s’écrire,  en  remplaçant  a par 

* • . ‘ J 

le  I 

s ro.«n  = 4c06*.Kfl*^3COStfl. 
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Si  l'on  donne  cosa  = b et  si  l’on  demande  wajn  = jt,  la  question  sera 

ramenée  à la  résolution  de  l’équation 

. 3 6 

■*  4 


Cette  équation  a ses  trois  racines  réelles  (Complément  (PAlg.,  217), 
la  condition  4-  <o  revenant  ici  à 

On  peut  obtenir  ces  trois  racines  comme  il  suit.  Tous  les  arcs  qui  ont 
un  cosinus  donné  sont  compris  dans  1a  loriîrùl'é  j[  Trig.,  8^ 

I 4 ^ • . 

»Kir'±a, 


a étant  l’arc  qui,  dans  les  ^eux  premiers  quadrants,  'a*  pour  cosinus  la 
valeur  proposé.  Les  valeurs  de  x seront  donc  toutes  les  valeurs  diffé- 
rentes renfermées  dans  l’expression 


« 


cos 


K représentant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  Mais  n 
un  entier  quelcpiiqae,  K no  peut  affecter  que  les  trois  forbes 


• 3n,  3//  4-  1 , 3 «4--/. 


On  aura  dune  pourracines  : 

COS  ( a/ir  1 = cos± 


;os 

cos(^a«r4-3-±3j  = 

/ 4^  . 

cos  ( 2wr4-  — ± ^ 1 = 


obtenues,  deux  iy.diqjito^^les,  se 
truisjgrvantes 


\ cos  5 J cos 

J 


a\  { it:  a\ 


' D'après  ceia||irenun^M  = ^ ®l'  forions  le 
triangle  ê^fllîiiéral'M^.  On  aura 

^ 'tÿ  y>erj>cndiii^ires  M;«,  N/i,  P/>,  abaisser* 

■ degjsdl^^i^^u’ triangle  équilatéral  sur  lq^^^ 
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diamètre  BB'  perpendiculaire  à AA',  représenteront,  prises  avec  les  signes 
convenables,  les  racines  de  l'équation 

J 3 b 

= . 

Comme  la  somme  de  ces  racines  est  nécessairement  nulle  ( Comptée 
ment  tPÀlg.,  182),  on  en  déduit  ce  théorème  de  géométrie  ; Si  des  trois 
sommets  d’un  triangle  équilatéral , on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
un  diamètre  quelconque  du  cercle  circonsçrit,  la  somme  des  deux  perpen- 
diculaires situées  d’un  meme  côté  de  ce  diamètre  sera  égale  à la  troi- 
sième perpendiculaire  située  de  Vautre  côté. 

On  voit  sur  la  figure  qu’il  y aura  deux  racines  positives  et  une  négative 

si  ^ est  > 5 ou  a > - • et  deux  racines  négatives  et  une  positive  si  \ 
3 6 '2  ^ 

est  < - du  a < : ce  qui  concorde  avec  le  siime  que  prend  alors  le 

6 2 

terme  constant  de  l’équation  (Complément  t^’Alg.,  182). 

Les  valeurs  aCsolues  des  racines  de  même  signe  sont  l’une  plus  petite, 

l’autre  plus  grande  que  -•  En  effet.  Mm  et  représentent  les  sinus  de 

TT  ^ ^ 

deux  arcs  dont  la  somme  est  -•  L’un  de  ces  arcs  étant  plus  grand  que 

. TT  i 

l’autre  sera  plus  petit.  Par  conséquent,  si  Mm  surpasse  sing.ou  -> 

Vp  tombera, au-dessous.  La  troisième  racine  N«,  étant  en  valeur  absolue 

égale  à la  somme  des  deux  autres,  sera  plus  grande  que 

D’après  cela,  b désignant  le  cosinus  d’un  arc  donné  A,  on  saura  im’mé- 

A 

dialoment  quelle  est  la  racine  qui  représente  cos  y ■* 

En  suivant  une  marche  analogue  à celle  qu'oii  vient,  d'indiquer,  étant 
donné  sin  a,  on  pourra  trouver  sin  a.  La  formule 

sin  3<i  c=  3 sin  rt  — 4 sm' « 


devient,  lorsqu’on  remplace  a par 


O ‘ , , I 

sm«  = 3sm^rt  — éstn'-n. 


d ou,  en  posant  sinn  = A et  sin 


équation  qui  ne  différé  de  la  précédente  que  par  le  signe  de  b,  et  qu  on 
traitera  de  la  même  manière.  " \ 

\t  La  question  examinée  fournit  une  méthode.  pOtir  la’  résolution  du  cas 
'irréductible  de  l'équation  efn  trrûflèmr  degré  ( C omplémcnt  d'Alg.,  21W). 

■ r * . '• 
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, 3 C08  a 


Toute  équation  du  troisième  degré  peut  se  ramener  à la  forme 

(i)  s’  + /5z4-7  = o. 

Les  coefficients  p et  q sont  supposés  réels. 

Nous  venons  de  voir  que  l’équation 

(a) 

avait  pour  racines 

a /are  ,a\^  / iir  a\ 

Si  l’on  arrive  à pouvoir  ident{^  les  deux  équations  considérées,  le 
problème  sera  résolu.  . . 

Je  pose  i = px.  L’équation  fi)  pciit  aîors  s’écrire 

x’  + ^x  + ^=o. 

P P 

Il  y aura  donc  coïncidence  si  l'on  détermine  p d’une  part,  l’arc  a de 
l’autre,  de  manière  à avoir  * 


c'est-à-dire 


p^  3 7 _ cos  g 

P’“  4’  p~~~T' 


= .et 


#■ 

••  COS  a = . 


9 


\/(-îï 


Pour  que  ces  valeurs  soient  admissibles,  il  faut  ’que  p soit  négatif,  et 
que  la  valeur  de  cos  a ou  de  cos’ g tombe  au-dessous  do  i,  co  qui  fournit 
la  condition 

Cette  condition  ne  peut  d’ailleurs  être  satisfaite  que  si  p est  < o.  Si  elle 
est  remplie,  les  équations  (i)  et  (g)  se  confondent,  et  la  relation  z = px 
conduit  aux  trois  valeurs  ^ 

g^/C|c0S5,  ■^5)’  V“  3 ^5) 

déjà  trouvées  (Cnmfdément  d’Alg.,  219). 


NOTE  III. 

DBS  KOCATIONS  RKCI  PHOQUES.' 


On  appelle  équations  réciproques  celles  dont  on  reproduit  toutes  les 
racines  dans  un  ordre  différent,  On  divisant  successivement  l'unité  par 
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chacune  d’elles;  c’est-à-dire  que  si  a est  une  racine  quelconque  de  l’équa- 
tion considérée,  cette  équation  admettra  aussi  la  racine  ^- 

, Cherchons  à quels  signes  on  peut  reconnaître  les  équations  réciproques. 
Considérons  d’abord  une  équation  de  degré  impair  telle  que 

X* -I- A X* -I- B X* -)- C x’ -I- Dæ -f- E = O . 


(ibangeons  x en  - - La  transformée  sera 

JC 

Si  l’équation  proposée  est  réciproque,  la  transformée  en  ^ doit  la  repro- 
duire identiquement,  ce  qui  entraîne  les  relations 

g -A,  g -B,  g-C,  g-D,  g-E. 


On  en  déduit 
et , par  suite , 


E*=i  ou  E = ± I, 
D=±A,  C=±B. 


Donc,  pour  qu’une  équation  de  degré  impair  soit  réciproque,  il  faut  et  >î 
suffit  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  soient  ^ 
égaux  et  de  même  signe  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  ; . 

Considérons  maintenant  une  équation  do  degré  pair  telle  que 

x'-f-Ax’-t-Bx’4-Cx-(-D  = O. 


Si  l’on  change  x en  - 1 on  a pour  transformée 

, , c’  , , B , , A ,1 
^+D-^+D’^tD-'+D  = “- 

En  identifiant  les  deux  équations,  on  obtient  les  relations 
jj-A,  jj-B,  y C,  p-D. 


On  en  déduit 


D’  = I ou  D = ± I 


Si  l’on  prend  D = -h  i , il  vient 

C = A,  B = B; 
si  l’on  prend  D = — i,  il  vient 

C = — A,  B = — B ou  B = O. 

Ainsi,  pour  qu’une  éqtuition  de  degré  pair  soit  réciproque,  il  faut^ct  il 
suffit  qtu;  les  coefficients  à égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et 
(le  même  signe,  ou  bien,  le  terme  du  milieu  manquant,  égaux  et  de  signes 
contraires. 
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Étant  donnée  une  équation  réciproque  de  la  forme 

on  peut  l’écrire  comme  il  suit  : 

{0:^+  i)-1-Aj:(j:^4-  i)4-Bx’(x  + i)  = o. 

En  supprimant  le  facteur  x + i correspondant  à la  racine  —1,  cotte 
équation  devient 

X 4- 1 = o ; 


X*—  1 

.r>4-  I 

I 

4- A 

-A 

-f-A 

4-B 

c’est-à-dire  qu’elle  est  encore  réciproque. 

Si  l’on  a l’équation  réciproque  • 

x^-l-A.r'-f-Bx’  — B-r*  — Ax—  1 = 0, 

on  peut  l’écrire 

(x*  — i)  -4- Ax{x^—  i)  + Bx’(x  — i)  — o. 

En  supprimant  le  facteur  x — i correspondant  à la  racine  1,  on  trouve 


x‘-+-i 

-+-A 


I 

-t-A 
+ B 


x’-l-  I 

-f-A 


X -t-  I = o, 


équation  réciproque. 

Enfin,  si  l’équation  réciproque  proposée  est 

X*  -4-  Ax”  — A X — 1 = 0, 

on  peut  l’écrire  sous  In  forme 

(x*  — i)-4- Axix’ — 1)  = o. 

Supprimant  les  facteurs  x — i et  x4-i,  dont  le  produit  x’  — i correspond 
aux  racines  i et  — i , il  viendra 

x*  4-  A X -4- 1 = o , 

équation  réciproque. 

Ainsi,  par  la  suppression  des  racines  égales  à l'unité,  un  peut  ramener 
toutes  les  équations  réciprospies  à la  meme  forme  : sous  cette  forme,  elles 
sont  de  degré  pair  et  ont  leurs  coefficients  à égale  distance  des  extrêmes 
égaux  et  de  meme  signe. 

Prenons  donc  l’équation  générale 

x”-4- A.r’*''-|-Bx’"“’4-. . ,4-Bx’4- Ax4-  1 = o. 

■ Cette  équation  étant  réciproque,  ses  racines  se  distribueront  par  couples, 

*•  III  I 

tels  que  a et  ->  p 7 et  - i • • • • On  imirra  donc  ramener  sa  résolu- 
tion à eelle  d'une  équation  de  degre  deux  fois  moindre,  en  posant 

I » 

X a ; 

X 
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car  une  seule  valeur  de  z eorrespondra  évidemment  aux  deux  racines 
réciproques  qui  composent  chaque  couple. 

Il  s’agit  maintenant  d’éliminer  x entre  l’équation  proposée  et  la  relation 
auxiliaire  qu’on  vient  d’écrire.  Pour  le  faire  simplement,  on  remarque 
que  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  formé 

+...=o, 


en  divisant  par  y et  en  rapprochant  les  termes  également  distants  des 
extrêmes.  La  question  est  ainsi  ramenée  à exprimer  en  fonction  de  z cha- 
cun des  binômes 


3T 


xr-'  + - 


^-5_l L. 


Or  on  a 


On  en  déduit,  en  remplaçant  le  facteur  +~  z, 

Cette  formule  résout  la  question,  puisqu'elle  permet  d’exprimer  la  valeur 
de  chaque  binôme  à l’aide  des  valeurs  des  deux  précédents.  On  a succes- 
sivement, en  faisant p=  i,a,3,4,---) 


^ + J = + x’-f-p  = z’-3z, 


x*-l--7  = Z*  — 4z'-f-a, 

X 


Une  fois  les  racines  do  l’équation  en  z déterminées,  les  valeurs  de  x se- 
ront données  par  la  relation 


ou  par  la  formule 


x-H-  -z. 


z ± y/ z^  — h 


NOTE  IV. 

EMPLOI  DE  LA  RÈGLE  A CALCIL  E>  GÉOMÉTRIE  ET  EN  TRIGO.NOMÉTIUB. 

t - . fft 


Nous  avons  donné  ( 1. 1,  Note  IF)  la  théorie  générale  de  la  règle  à 
calcul.  Il  nous  reste  à montrer  l’usage  qu’on  en  peut  faire  pour  abréger, 
au  point  do  vue  pratique  et  lorsqu’une  très-grande  approximation  n’est 
pas  nécessaire,  les  calculs  géométriques  ou  trigonométriques. 
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^APPLICATIONS  GEOMETRIQUES. 

Si  l’on  daigne  par  o,  b,  c,  les  dimensions  d’un  parall.élipipède  rectan- 
gle et  par  D la  densité  de  la  substance,  le  poids  du  corps  considéré  sera 
représenté  par  le  produit 

abrD 


abc 

I 

1) 


, Les  tables  inscrites  au  revers  do  ia  règle  font  connaître  D otg  pour  les 

matières  les  plus  usuelles.  Ces  valeurs  sont  inscrites  dans  les  deux  colonnes 
qui  suivent  la  désignation  des  substances. 

S’il  s’agit  d’un  cylindre  ayant  d pour  diamètre  de  sa  base  et  b pour 
hauteur,  son  poids  sera  exprimé  par  la  formule 


I fPh 

-TziPhH  ou  — • 
4 

■n  1) 


La  colonne  intitulée  Cyi.  fait  connaître  les  valeurs  de-^  pour  les  sub- 

TT  U 

stances  considérées. 

EnGn,  pour  une  sphère  ayant  d pour  diamètre,  le  poids  sera 


irrf’ 


,P 

ou  ^ 


La  colonne  intitulée  Spb.  fait  connaître  les  valeurs  de  — 

La  surface  d’un  cercle  est  en  fonction  de  son  diamètre  ou 
4 


4 ' 

ir 


rf» 

1,273' 


Le  volume  d’un  cylindre  sera  alors  exprimé  par 

iPh 


1,273 


De  même,  le  volume  d'une  sphère  égal  à — sera  égal  à 


æ 

fi  ‘ 

TT 


<P 

»>9'’ 


Si  l’on  connaît  la  circonférence  C d’un  grand  cercle,  on  a pour  le  volume 
de  la  sphère 

C»rf_  C’  • 
firr  fin’  59,22 

Les  nombres  indiqués,  nombres  inscrits  sur  la  règle,  permettent  d’ar-  . " 
river  aux  résultats  cherchés  à l’aide  d’un  seul  mouvement  de  la  réglette. 
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Supposons,  par  exemple,  qu’on  veuille  calculer  le  volumo  d’un  cylindre 

d^h  ^ 

en'employant  la  formule  — — On  n'aura  qu’à  anîener  le  diviseur  i,a73 

lu  sur  la  réglette  au-dessus  du  nombre  d lu  sur  l’échelle  inférieure  de  la 
pègle,  et  il  est  évident  que  le  volume  correspondra,  sur  l’échelle  supérieure, 
au  nombre  h lu  sur  la  réglette. 

S’il  s’agit  d’un  poids,  c’est  le  diviseur  i ,273  qui  variera. 

Pour  tine  sphère,  le  procédé  sera  le  môme,  en  remplaçant  le  facteur  h 
par  un  facteur  <f. 


APPLICATIONS  TRICONOHETBIQl'ES. 


Le  revers  de  la  réglette  présente,  outre  l’échelle  des  logarithmes,  deux 
échelles,  l’une  au  milieu,  l’autre  qui  correspond  au  bord  supérieur  de  la 
réglette.  Ces  échelles  peuvent  remplacer  une  table  de  Kiniu  nnturth  s’é- 
tendant de  3o'  à 90°  et  une  table  de  tangentes  naturelles  s’étendant  de 
3o'  à 45”. 

L’échelle  des  sinus  est  Péchelle  supérieure  du  revers  de  la  réglette. 
Cette  échelle  est  divisée  en  parties  proportionnelles  aux  logarithmes  des 
sinus,  de  sorte  quelle  est  identique  en  longueur  à l’échelle  supérieure  de 
la  règle.  Quant  à la  graduation,  elle  donne  les  arcs 


de  10'  en  10',  depuis  l’arc 

de  40'  jusqu’à  celui 

do  10®; 

de  20'  en  20',  » 

10® 

rt 

ao”; 

de  3o'  en  3o',  « 

ao" 

1) 

e 

0 

de  degré  en  degré,  » 

i> 

60“  ; 

de  2”  en  2°,  » 

60° 

■ 

70°. 

Les  trois  dernières  divisions  correspondent  aux  arcs  de  yS”,  80“,  90°. 

L’échelle  supérieure  de  la  règle  donne  les  logarithmes  des  nombres  de  1 
à 100  ou  do  0,01  à I.  L’arc  qui  a pour  sinus  naturel  0,01  est  l’arc  de  34' 
environ.  Cet  arc  qui  a o pour  partie  détimale  de  son  logsin,  répond  au 
' commonc.emcnt  de  l’échelle. 

Supposons  qu’on  demande  le  sinus  de  12".  On  fera  coilcorder  toutes 
les  extrémités  do  droite  des  échelles  do  la  règle  et  de  la  réglette  retournée. 
A partir  de  la  division  marquée  10  sur  l’échelle  supérieure  de  la  réglette, 
on  comptera  six  divisions  ( 6 x 20'  = a°),  et  on  lira  au-dessus  de  la  der- 
nière, sur  l’échelle  supérieure  de  la  règle,  o,  208,  en  remarquant  que,  lors- 
que le  sinus  demandé  tombe  dans  la  seconde  partie  de  l’échelle  supérieure 
de  la  règle,  le  premier  chiffre  significatif  exprime  des  dixièmes.  Ce  pre- 
mier chiffre  est  un  chiffre  de  centièmes,  lorsque  le  sinus  tombe  dans  la 
première  partie  do  l’échelle.  On  trouve  dans  la  table  des  sinus  naturels 
sin  12°  = o,  2079. 

Si  l’on  demande  l’arc  correspondant  à un  sinus  donné,  on  lit  le  sinus  sur 
l’échelle  supérieure  de  la  règle,  et  le  nombre  de  degrés  cherché  lui  cor- 
respond sur  l’échelle  supérieure  de  la  réglette. 

On  peut,  si  cela  semble  plus  commode,  ne  pas  retourner  la  réglette,  la 
laisser  dans  sa  rainure.  On  fait  alors  coïncider  l’extrémité  de  l’arc  lu  au  re- 
vers do  la  réglette  avec  l’extrémité  de  droite  de  la  règle,  et,  au-dessous  de  la 
dernière  division  de  la  règle,  on  lit  sur  la  face  de  la  réglette  le  sinus 
cherché. 

Si  l’on  demande,  au  contraire,  l’arc  correspondant  à un  sinus  donné,  il 
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faut  amener  l'extrémité  de  re  sinus  lu  sur  la  face  de  la  réglette  au-dessous 
de  la  dernière  division  do  la  règle;  l’arc,  exprimé  en  degrés,  se  lira  alors 
sur  le  revers  de  la  réglette  et  au-dessous  do  l’extrémité  de  droite  de  la 
règle. 

Véchellc  des  tangentes  est  t échelle  placée  au  milieu  du  revers  de  la 
réglette.  Cette  échelle  est  divisée  en  parties  proportionnelles  aux  loga- 
rithmes des  tangentes,  et  les  procédés  à appliquer  pour  s’en  servir  sont^ 
identiques  à ceux  qu’on  vient  d’indiquer  relativement  aux  sinus. 

Supjmsnns  qu'on  demande  F arc  dont  la  tangente  est  o , 6-ji49.  La  règle, 
comme  les  tables,  donne  3i“. 

La  tangente  d’un  angle  exprime  aussi  la  pente  /mr  mètre  d’une  certaine 
ligne  droite  par  rapport  à l’horizon.  L'échelle  des  tangentes  permet  donc 
de  réduire  iramé<liatement  les  pentes  par  mètre  en  degrés,  et  récipro- 
quement. 

Les  ingénieurs  évaluent  les  inclinaisons  par  rapport  à l’horizon  en  de- 
grés ou  en  centimètres  par  mètre.  Dans  le  génie,  la  pente  est  indiquée  par 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  i,  et  le  dénominateur  la  base  du  talus 
pour  une  hauteur  égale  à i.  La  tangente  égale  à o,  i correspond  à un 
angle  de  5” 4a'  environ  sur  l’horizon,  ou  à une  pente  de  lo  centimètres 

par  mètre,  ou  à une  pente  de  — ; c’esl-è^d^re'  que,  pour  s’élever  sur  le 

I O .çf , 

M ■ H 

talus  d’une  hauteur  égale  à i , il  lânf  parcourir  lo  en  projection  ho- 
rizontale. 
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TABLE  des  arcB  et  de  leurs  rapports  trigonométriques,  exprimés 
en  parties  décimales  du  rayon  1. 


0,1331  7 

o,i3g6  n 

o,i57i  9 

0,1745  10 

0,1930  II 

0 , 30q/|  I 3 

0,3360  i3 

0,3443  i4 

0,3618  I 5 

0,3793  16 

0,3967  17 

_ O _ i * .0 


0,4538  ï6 
0,4713  27 
0,4^87 

o»5oGi  *9 
o,5a36  3o 


Sinui. 

Ooflinut. 

Tang. 

Cotan^. 

0 

0,0175 

o,o34q 

o,o523 

0,0698 

0,087a 

1 ,0000 
019998 
0.9994 

0,9986 

0,9976 

0,9963 

0 

0,0175 

o,o34q 

0,0534 

0,0699 

0,0875 

cc 

57,2900 
38,6363 
19,081 1 
14,3007 
1 1 ,4301 

0,1045 
0,1319 
0,1393 
0 , 1 564 
0, 1736 

Ojgg'is 

0,9926 

0,9903 

o.9«77 

0,9840 

o,io5i 
0,1338 
0, i4o5 
o,i584 
0,1763 

9,6144 

8,1443 

7,ii54 

6,3i38 

5,6713 

0,1908 

0,3079 

o,aaoo 

0,2.510 

o,a5B8 

0,9816 

0,9781 

0,9744 

0,9703 

0,9659 

0,1944 

o,aia6 

o,23oo 

0,3493 

0,3679 

5,1446 

]-7°M 

4}Oio8 

3,7321 

0,3766 

0,3934 

0,9613 

0,9563 

0, 2867 
o,3o57 

3,4874 

3,2709 

-0,334g 

0,3443 

0)3G4o 


Ooiiiiiu.  Siauf.  Ootang.  Taag.  fiegr^.  Aro. 


FIN  DU  SECOND  VOLUME. 
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